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Einleitung Gebiet der Arbeit Algebraische Strukturen wie Gruppen oder Algebren sind zun¨achst abstrakte, durch bestimmte Axiome definierte Objekte. Um ihre Eigenschaften zu untersuchen und zu erfassen, bedarf es konkreter Realisierungen, zum Beispiel durch Matrix-Gruppen oder -Algebren. Diese Realisierungen – oder Darstellungen – f¨ ur ein gegebenes Objekt zu finden und zu klassifizieren, ist die Aufgabe der Darstellungstheorie. Die Klassifizierung von Darstellungen einer algebraischen Struktur beginnt bei der Klassifizierung von irreduziblen Darstellungen, die die kleinsten Bauteile aller Darstellungen bilden. Die Darstellungstheorie der endlichen Gruppen zerf¨allt auf nat¨ urliche Weise in ¨ zwei Teilgebiete. Uber K¨orpern, deren Charakteristik nicht die Gruppenordnung teilt, sind die Darstellungen halbeinfach, d.h. jede Darstellung ist eine Summe von irreduziblen Darstellungen. Kennt man diese, so ist die Darstellungstheorie f¨ ur die betrachtete Gruppe vollst¨andig erfasst. Dieser Fall ist so gut handhabbar, dass hier die Klassifikation der Darstellungen der einfachen Gruppen weitgehend abgeschlossen und in so genannten Charaktertafeln abrufbar ist. Ganz anders stellt sich das Problem bei der modularen Darstellungstheorie dar, d.h. bei Darstellungen u ¨ber K¨orpern, deren Charakteristik die Gruppenordnung teilt. Hier gibt es Darstellungen, die sich nicht in Summen irreduzibler Darstellungen zerlegen lassen, obwohl sie selbst nicht irreduzibel sind. Oftmals sind nicht einmal die Dimensionen der irreduziblen Darstellungen bekannt. So sind in der modularen Darstellungstheorie noch viele allgemeine, tiefgreifende und erstaunliche Vermutungen seit Jahrzehnten unbewiesen. Eine dieser Vermutungen ist Alperins Gewichtsvermutung, benannt nach J. L. Alperin, der sie in den fr¨ uhen Achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts ¨außerte und 1987 erstmals in [Alp87] ver¨offentlichte. Zur Formulierung der Vermutung fixieren wir eine endliche Gruppe G und einen algebraisch abgeschlossenen K¨orper k. Ein Gewicht von G ist ein Paar (Q, S), wobei Q ≤ G eine p-Untergruppe und S ein einfacher kNG (Q)-Modul mit Vertex Q ist. Alperins Gewichtsvermutung postuliert, dass die Anzahl der einfachen kG-Moduln (bis auf Isomorphie) gleich der Anzahl der Gewichte (bis auf Konjugation) ist.
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Diese Vermutung ist u ¨berraschend, verbindet sie doch zwei Mengen, deren Elemente auf den ersten Blick in keinem strukturellen Zusammenhang stehen. Seit ihrer Formulierung haben viele Mathematiker die Vermutung f¨ ur Klassen von Gruppen bewiesen oder ¨aquivalente Formulierungen daf¨ ur gefunden. So hat Alperin selbst die Vermutung f¨ ur Bl¨ocke von Gruppen mit zyklischem Defekt in [Alp93] und f¨ ur die symmetrischen Gruppen in [AF90] zusammen mit P. Fong bewiesen. Hinzu kommen Beweise f¨ ur viele sporadische Gruppen, p-aufl¨osbare Gruppen u.a. Bemerkenswert ist, dass M. Cabanes bereits 1984 in [Cab84] die Gewichtsvermutung f¨ ur Gruppen vom Lie-Typ in definierender Charakteristik bewiesen hat. J.A. Alperin selbst hat angeregt, als Zugang zu seiner Gewichtsvermutung die Endomorphismenringe der Permutationsmoduln der Form kPG , wobei P eine pSylowgruppe von G ist, zu untersuchen. Daher werden in dieser Arbeit systematisch Endomorphismenringe solcher Permutationsmoduln untersucht. Ziel ist es, bestimmte Muster zu finden, die einen Hinweis auf den strukturellen Zusammenhang zwischen Gewichten und einfachen Moduln der Gruppe geben k¨onnten. Die Auswertung der untersuchten Beispiele entt¨auscht die Hoffnung, solche Muster zu finden, nicht1 . Tats¨achlich scheinen die Sockelkonstituenten dieser Endomorphismenringe das gesuchte Bindeglied darzustellen und f¨ uhren uns zu folgender Vermutung: Vermutung: Es seien G eine Gruppe und k ein algebraisch abgeschlossener K¨orper der Charakteristik p. Weiter sei P eine p-Sylowgruppe von G. Mit Ek bezeichnen wir den Endomorphismenring EndkG (kPG ) und mit S eine Menge von Repr¨asentanten der einfachen Rechtsmoduln im Sockel von Ek . Dann gilt: (a) |S| = |{V : V ist einfacher kG-Modul}/Isomorphie|. (b) |S| = |{(Q, S) : (Q, S) ist ein Gewicht von G}/Konjugation|. Offensichtlich folgt aus der Richtigkeit der obigen Vermutung Alperins Gewichtsvermutung. Unklar ist allerdings, ob umgekehrt aus Alperins Gewichtsvermutung auch die obige Vermutung folgt. Immerhin gibt die Vermutung Anlass zur Hoffnung, einen neuen Ansatz f¨ ur den Beweis der Gewichtsvermutung zu finden und einfache kG-Moduln und Gewichte als algebraische Objekte mittels der Sockelkonstituenten von Ek zu verkn¨ upfen. Ein Beweis k¨onnte entsprechend (a) und (b) der obigen Vermutung in zwei Teilschritten erfolgen und die Schwierigkeit der Gewichtsvermutung u ¨ber diese Umwege aufspalten. F¨ ur den Fall, dass Ek quasi-Frobenius ist, hat J. L. Green in seiner Arbeit [Gre78] bewiesen, dass die einfachen kG-Moduln (bis auf Isomorphie) in Bijektion zu den einfachen Sockelkonstituenten (wie auch zu den einfachen Konstituenten des 1



25.09.2008: Die M11 bildet eine Ausnahme der Vermutung, vgl. auch Seite 213.
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Kopfes) von Ek stehen. In diesem Fall reicht es, Teil (b) der Vermutung zu beweisen, um Alperins Gewichtsvermutung zu best¨atigen. M. Cabanes konnte Alperins Gewichtsvermutung f¨ ur Gruppen vom Lie-Typ in definierender Charakteristik beweisen, indem er an die oben erw¨ahnte Arbeit von J. A. Green ankn¨ upfte. In diesem Fall sind die betrachteten Endomorphismenringe nach [Tin80] quasi-Frobenius. M. Cabanes ist es gelungen zu zeigen, dass jeder direkte Summand des Permutationsmoduls kPG der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls ist, woraus (b) in der Vermutung folgt.



Inhalte der Kapitel Im ersten Kapitel werden vor allem die allgemeinen theoretischen Grundlagen aufbereitet. Kernpunkte darin sind die Fitting-Korrespondenz und die Zerlegungsmatrizen von Gittern, die die Basis f¨ ur alle rechnerischen Ans¨atze in dieser Arbeit bilden. Das zweite Kapitel betrachtet die Endomorphismenringe von Permutationsmoduln und wendet die Ergebnisse aus dem ersten darauf an. So beginnen wir mit der gew¨ohnlichen Darstellungstheorie dieser Algebren und leiten, wie schon in [CR81] beschrieben, her, wie sich deren gew¨ohnliche Charaktertafel aus der zu Grunde liegenden Gruppe berechnen l¨asst. Diese Ergebnisse werden im rechnerischen Teil der Arbeit benutzt und im Computeralgebrasystem GAP als Funktion umgesetzt. Im vierten Abschnitt des zweiten Kapitels stellen wir die Beziehungen zwischen dem Zentrum der Gruppenalgebra und dem Zentrum des betrachteten Endomorphismenrings heraus. Das kondensierte Zentrum der Gruppenalgebra l¨asst sich n¨amlich in das Zentrum der kondensierten Gruppenalgebra, also in das Zentrum des Endomorphismenrings einbetten. Alperin hat in [Alp08] gezeigt, dass der Faktor der Zentren als abelsche Gruppe endlich ist, und hat die Ordnung explizit angegeben. Wir k¨onnen diese Aussage noch erweitern und zeigen, dass s¨amtliche Primteiler dieser Ordnung auch Primteiler der Gruppenordnung sind. Wir untersuchen zudem hinreichende Bedingungen, wann ein solcher Endomorphismenring symmetrisch ist. Dabei finden wir Beispiele, die zeigen, dass die Eigenschaft symmetrische Algebra zu sein, von der Spurfunktion abh¨angt. Der zweite Teil des zweiten Kapitels legt den Schwerpunkt auf die modulare Darstellungstheorie und beleuchtet (bereits bekannte) Ergebnisse zur Halbeinfachheit und Blocktheorie solcher Endomorphismenringe. Anschließend untersuchen wir die Aussagef¨ahigkeit der Zerlegungsmatrix des Permutationsgitters im Hinblick auf die Reduktion modulo p der gew¨ohnlichen Konstituenten des Permutationscharakters. Es werden Bedingungen gefunden, unter denen die gew¨ohnlichen einfachen Moduln des Endomorphismenrings nach Reduktion modulo einer Primzahl einfach oder projektiv einfach bleiben. Im Abschnitt 2.10 wird ein Kriterium beschrieben, das diese Frage mit Hilfe der
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gew¨ohnlichen Charaktertafel kl¨aren soll. Allerdings ist dieses Kriterium nicht so stark wie das analoge Defekt-0-Kriterium f¨ ur die Charaktere einer Gruppe, weil es nur auf bestimmte Charaktere des Endomorphismenrings angewendet werden kann. Im dritten Kapitel wird die Theorie rund um Alperins Gewichtsvermutung erarbeitet. Wir beschreiben dabei auch bekannte Ergebnisse, mit Hilfe derer man rechnerisch Gewichtsmoduln bestimmt. Am Ende des Kapitels interpretieren wir das Ergebnis von J.A. Greens Arbeit [Gre78] u ¨ber quasi-Frobenius Algebren im Sinne von Alperins Gewichtsvermutung. Sie ist n¨amlich genau dann f¨ ur die Klasse von Gruppen mit Endomorphisk menring E , der quasi-Frobenius ist, bewiesen, wenn alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG einfache Green-Korrespondenten im Normalisator ihres Vertex haben. Tats¨achlich war es das Ergebnis dieser Arbeit, das uns bewogen hat, die Sockelkonstituenten von Ek zu untersuchen, wodurch wir zu den Vermutungen in Abschnitt 5.3 gelangen konnten. Um Alperins Vermutung f¨ ur die Klasse von Gruppen mit Endomorphismenringen von Permutationsmoduln, die quasi-Frobenius sind, in speziellen F¨allen beweisen zu k¨onnen, haben wir eine allgemeinere Sichtweise von Algebren im vierten Kapitel eingef¨ uhrt. Sie folgt der in den Achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts entwickelten Theorie von L. Puig, die in J. Th´evenaz’ Buch [Th´e95] u uhrt als starkes Instrument den ¨ ber G-Algebren aufbereitet wird. Sie f¨ Brauer-Homomorphismus ein, der sich sp¨ater als verbindendes Mittel zwischen projektiven Moduln, Permutationsmoduln und Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln herausstellt. So gelingt es am Ende des vierten Kapitels, Alperins Gewichtsvermutung f¨ ur quasi-Frobenius Endomorphismenringe von kPG zu beweisen, wenn die Vertizes aller Gewichte entweder trivial oder p-Sylowgruppen sind oder wenn s¨amtliche Normalisatoren dieser Vertizes p-Gruppen sind. Im ersten Teil des f¨ unften Kapitels beschreiben wir, wie man sich ein Ergebnis von Burry in [Bur82] zu Nutze machen kann, um die Zerlegungen von großen Moduln explizit behandeln zu k¨onnen. Wir haben oben bereits angedeutet, dass ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit die rechnerische Untersuchung vieler Beispiele ist, um strukturelle Muster zu entdecken. Daher haben wir im zweiten Teil des f¨ unften Kapitels Ans¨atze beschrieben, die sich als Sackgasse oder ineffizient erwiesen haben. Wir haben auch diese Ideen in die Arbeit aufgenommen, damit andere Interessierte an vielversprechendere Ans¨atze ankn¨ upfen k¨onnen. Der Logik folgend h¨atten unsere Vermutungen erst nach der Analyse der Beispiele formuliert werden sollen. Damit der Leser im Vorhinein den Blick auf bestimmte Merkmale fokussieren kann, beschreiben wir die Beobachtungen vor den eigentlichen Beispielen und formulieren sie hoffnungsvoll als Vermutung. Der letzte Teil des f¨ unften Kapitels listet tabellarisch die Ergebnisse des rechnerischen Teils der Arbeit auf. Anhand von zwei Beispielen wird die Notation und Vorgehensweise detailliert kommentiert, so dass die restlichen Ergebnisse in kompakter Form dargestellt werden k¨onnen. Diese rechnerischen Ergebnisse bilden das Herz dieser Arbeit. Durch ihre Vielzahl konnte das erhoffte Muster, das wir als Vermutung formuliert haben, erkannt werden.
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Kapitel 1 Grundlagen 1.1



Notationen und Konventionen



Wir halten in diesem Abschnitt Konventionen und Bezeichnungen fest, die f¨ ur die gesamte Arbeit gelten sollen, wenn nicht ausdr¨ ucklich an gegebener Stelle anders darauf hingewiesen wird. Gruppen. Alle auftretenden Gruppen seien endliche Gruppen. Wir schreiben H ≤ G, falls H eine Untergruppe, und H E G, falls H ein Normalteiler von G ist. F¨ ur eine Primzahl p bezeichnen wir die Menge der p-Sylowgruppen von G mit Sylp (G). Schließlich schreiben wir H ≤G H ′ f¨ ur Untergruppen H, H ′ ≤ G, falls g −1 ′ ein g ∈ G mit H := g Hg ≤ H existiert. Ringe. Von einem Ring R nehmen wir stets an, dass er ein Einselement 1R enth¨alt. Die Menge der in R invertierbaren Elemente bezeichnen wir mit R∗ . Ideale von R sind, wenn nicht anders gesagt, Rechtsideale. Ist I sogar ein zweiseitiges Ideal von R, so schreiben wir I E R. Wir k¨onnen in diesem Fall den Faktorring R/I bilden, den wir mit R bezeichnen. Das Bild von x ∈ R unter der nat¨ urlichen Abbildung R → R bezeichnen wir mit x¯. Das Jacobson-Radikal J(R) von R ist der Durchschnitt aller maximalen Ideale von R. Ist R = O ein vollst¨andiger, diskreter Bewertungsring mit Quotientenk¨orper K der Charakteristik 0 und bezeichnet p das eindeutige maximale Ideal in O mit Restklassenk¨orper k := O/p der Charakteristik p, dann nennen wir das Tripel (K, O, k) ein p-modulares System. Enth¨alt K f¨ ur eine feste Gruppe G alle |G|ten Einheitswurzeln, so heißt (K, O, k) ein p-modulares Zerf¨ allungssystem fu r G. In diesem Zusammenhang sei betont, dass die Schreibweise R in dieser ¨ Arbeit einen generischen und nicht n¨aher spezifizierten Ring suggeriert, w¨ahrend ein Ring, der mit O bezeichnet wird, auf einen Bewertungsring deutet.
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Matrizen. Es seien R ein beliebiger Ring und n eine nat¨ urliche Zahl. Dann bezeichnen wir die Menge der n × n Matrizen u ¨ber R mit Matn (R). Moduln. Es sei R ein Ring. Wir nehmen grunds¨atzlich an, dass alle R-Moduln Rechtsmoduln und endlich erzeugt sind. Sollten wir doch einen Linksmodul M betrachten, so verdeutlichen wir dies durch die Schreibweise R M. Der Ring R ist sowohl Rechts- als auch Linksmodul, was wir durch die Schreibweise R R bzw. RR kennzeichnen. Wir nennen RR bzw. R R den regul¨ aren bzw. den linksregul¨ aren Modul von R. Als solcher ist er endlich erzeugt und die Untermoduln entsprechen den Rechts- bzw. Linksidealen. Wir nennen einen Modul unzerlegbar, falls er nicht als direkte Summe zweier von 0 verschiedener Moduln geschrieben werden kann. F¨ ur zwei R-Moduln M, N schreiben wir M | N, falls M isomorph zu einem direkten Summanden von N ist. Enth¨alt M keine echten Untermoduln und ist M 6= 0, so heißt M einfach. Ein endlich erzeugter R-Modul M heißt frei u ¨ ber R, falls er eine Basis u ¨ber R besitzt, d.h. falls es ein Erzeugendensystem {m , m , . . . , m } gibt, f¨ u r das aus 1 2 n P ur xi ∈ R stets xi = 0 f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n folgt. Sind R ein 1≤i≤n xi mi = 0 f¨ Hauptidealring und M ein endlich erzeugter freier R-Modul, so haben je zwei Basen von M die gleiche Anzahl von Elementen. Diese Anzahl nennen wir den Rang von M u ¨ber R und bezeichnen sie mit rangR (M). Die Kategorie der endlich erzeugten R-Moduln bezeichnen wir mit mod-R und die Kategorie der endlich erzeugten R-Linksmoduln mit R-mod. Gruppenring, Induktion und Restriktion. Es seien R ein kommutativer Ring und G eine Gruppe. Dann bezeichnen wir den Gruppenring von G u ¨ber R mit RG. Die AbbildungP von RG zur Menge FR (G) der R-wertigen Funktionen auf G, definiert durch rx x 7→ (f : G → R, x 7→ rx ), ist ein R-AlgebrenIsomorphismus. Dabei definieren wir f¨ ur e, f ∈ FR (G) das Produkt von e und f durch X e · f (g) = e(y)f (y −1g) y∈G



f¨ ur alle g ∈ G. F¨ ur eine Teilmenge X ⊆ G f¨ uhren wir f¨ ur die Summe der Elemente die SchreibP ˆ weise X := x∈X x ∈ RG ein. Sind H ≤ G eine Untergruppe von G und M ein RG-Modul, so bezeichnen wir die Restriktion von M auf RH mit MH . Ist N ein RH-Modul, so sei N G der induzierte RG-Modul N ⊗RH RG. Den trivialen RG-Modul bezeichnen wir mit RG .



Homomorphismen. Es seien R ein Ring und R-Moduln M, N gegeben. Dann ist die Menge aller R-Homomorphismen von M nach N eine kommutative Gruppe und wird mit HomR (M, N) bezeichnet. Homomorphismen schreiben wir von
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links, d.h. f¨ ur ϕ ∈ HomR (M, N) und m ∈ M schreiben wir ϕ(m) f¨ ur das Bild von m unter ϕ. Weiterhin sei Ker(ϕ) der Kern und Im(ϕ) das Bild von ϕ. Es ist HomR (M, M) =: EndR (M) ein Ring mit Multiplikation ◦, der Endomorphismenring von M. Sind G eine Gruppe, R ein kommutativer Ring und M, N RG-Moduln, so kann HomR (M, N) als RG-Modul aufgefasst werden, indem wir f¨ ur ϕ ∈ HomR (M, N) −1 und g ∈ G die Abbildung ϕ.g durch ϕ.g(m) := ϕ(mg )g f¨ ur alle m ∈ M definieren. Algebren, Ordnungen und Gitter. Es seien R ein kommutativer Ring und A ein Ring. Falls ein Ring-Homomorphismus ϕ : R → Z(A) von R in das Zentrum von A existiert, so heißen A eine R-Algebra und R der Koeffizientenring von A. Insbesondere ist A ein R-Modul. Ist dieser endlich erzeugt und frei, so nennen wir A eine R-Ordnung. Ein endlich erzeugter und freier R-Modul heißt R-Gitter. Ist A eine R-Ordnung, so heißt ein A-Modul, der zudem ein R-Gitter ist, A-Gitter. Ist ein Ring-Homomorphismus zwischen zwei R-Algebren zugleich ein R-Homomorphismus, so sprechen wir von einem R-Algebren-Homomorphismus. Es seien K ein K¨orper, A eine endlich erzeugte K-Algebra und S ein einfacher A-Modul. Ist EndA(S) = K · idS , so heißt S zerfallend u ¨ber K. Ist jeder einfache A-Modul zerfallend u ¨ber K, so heißt A zerfallend u ¨ber K und K ist ein Zerf¨ allungsk¨ orper von A. Charaktere. Es seien G eine Gruppe und K ein K¨orper. Dann bezeichnen wir die Menge der K-wertigen Klassenfunktionen von G mit CLK (G) und die der irreduziblen Charaktere von G mit IrrK (G). Ist char(K) = 0, so ist ur χ, ψ ∈ CLK (G) das innere Produkt auf CLK (G) Pf¨ durch hχ, ψi := 1/|G| g∈G χ(g)ψ(g −1) definiert. Ist H ≤ G und χ ein Charakter von H, so ist der induzierte Charakter von χ definiert durch X χG (g) := 1/|H| χ(x−1 gx). x∈G,x−1gx∈H



Schreibweisen. Es seien p eine Primzahl und x ∈ Z. Dann bezeichnet |x|p die h¨ochste Potenz von p, die x teilt, also |x|p = pα , falls x = pα · r mit p ∤ r.
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1.2



Idempotente



Es sei A ein artinscher Ring. 1.2.1 Definition (Idempotent) Ein von Null verschiedenes Element e ∈ A mit e2 = e heißt Idempotent von A. In diesem Fall ist eA ein Ideal von A und eAe ist ein Ring mit Einselement e. Zwei Idempotente e1 , e2 ∈ A mit e1 e2 = 0 = e2 e1 heißen orthogonal. Ein Idempotent, das nicht als Summe zweier orthogonaler Idempotente P dargestellt werden kann, nennen wir primitiv. F¨ ur ein Idempotent e heißt e = 1≤i≤n ei eine Idempotentzerlegung von e, falls die ei paarweise orthogonale Idempotente sind. Ein Idempotent, das zudem Element des Zentrums Z(A) ist, heißt zentrales Idempotent. Idempotente spielen eine außerordentliche Rolle bei der Zerlegung von Algebren. 1.2.2 Satz (vgl. [NT89, Thm. I.4.1]) Es sei e ein Idempotent von A. Ist e = e1 + e2 + . . . + en eine Idempotentzerlegung von e, so ist eA = e1 A ⊕ e2 A ⊕ . . . ⊕ en A eine direkte Summenzerlegung von eA in Ideale von A. Ist umgekehrt eA = I1 ⊕ I2 ⊕ . . . ⊕ In eine direkte Summenzerlegung von eA in Ideale, so ist e = e1 + e2 + . . . + en mit ei ∈ Ii eine Idempotentzerlegung von e. Somit stehen die Idempotentzerlegungen von e in bijektiver Korrespondenz zu den direkten Summenzerlegungen von eA. Eine analoge Aussage k¨onnen wir f¨ ur die Zerlegung von Ae in Linksideale formulieren.  Wir sehen also, dass eA als A-Modul und Ae als A-Linksmodul genau dann unzerlegbar sind, wenn e primitiv ist. Die Korrespondenz in diesem Satz hat Fitting in [Fit33] verallgemeinern k¨onnen. Zuvor diskutieren wir jedoch ein vorbereitendes Lemma. 1.2.3 Lemma (vgl. [NT89, Thm. I.4.4]) Es seien e1 , e2 Idempotente von A. Dann sind die folgenden Aussagen ¨aquivalent: (a) e1 A ∼ = e2 A als A-Moduln. (b) Ae1 ∼ = Ae2 als A-Linksmoduln. (c) Es existieren a ∈ e2 Ae1 und b ∈ e1 Ae2 mit ab = e2 und ba = e1 .
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1.2.4 Lemma Es seien M ein A-Modul und E := EndA(M) der Endomorphismenring von M. Der Modul M zerlege sich in die unzerlegbaren Summanden M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn . Wir identifizieren HomA(M, Mi ) mit der Untergruppe {ϕ ∈ E : ϕ(M) ⊆ Mi } und bezeichnen mit ei ∈ HomA(M, Mi ) f¨ ur 1 ≤ i ≤ n die Projektionen auf die jeweiligen direkten Summanden Mi . Dann ist ei (M) = Mi f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n. (a) Es ist ei E = HomA(M, Mi ) ein Ideal von E f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n. ur alle 1 ≤ i ≤ n. (b) Es ist Eei ∼ = HomA(Mi , M) ein Linksideal von E f¨ Beweis: (a) Es ist klar, dass ei E ⊆ HomA(M, Mi ) gilt. Ist ϕ ∈ HomA(M, Mi ), so definiere ϕ˜ ∈ E durch ϕ((m ˜ 1 , m2 , . . . , mi , . . . , mn )) := (0, 0, . . . , 0, ϕ(m1 , m2 , . . . , mn ), 0, . . . , 0). Dann ist ei ϕ˜ = ϕ. (b) Betrachte die Abbildung θ : HomA(Mi , M) → Eei , ϕ 7→ ϕ ◦ ei . Dann ist θ ein E-Modul-Isomorphismus.







1.2.5 Satz (Fitting-Korrespondenz, [NT89, Thm. I.5.4]) Es seien M ein A-Modul und E := EndA(M). Weiter seien M = M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn eine Zerlegung von M in direkte Summanden und ei ∈ E die Projektion auf Mi f¨ ur 1 ≤ i ≤ n. Dann ist idM = e1 + e2 + . . . + en eine Idempotentzerlegung von idM . Umgekehrt liefert jede solche Idempotentzerlegung von idM eine direkte Summenzerlegung von M in die Komponenten Mi := ei (M). Außerdem erh¨alt man die korrespondierenden Zerlegungen E = e1 E ⊕ e2 E ⊕ . . . ⊕ en E in die E-Moduln ei E = HomA(M, Mi ) bzw. E = Ee1 ⊕ Ee2 ⊕ . . . ⊕ Een in die E-Linksmoduln Eei ∼ = HomA(Mi , M). Insbesondere ist Mi genau dann unzerlegbar, wenn ei E bzw. Eei unzerlegbar ist. Weiterhin ist Mi ∼ = Mj als A-Moduln ∼ ∼ genau dann, wenn ei E = ej E als E-Moduln bzw. Eei = Eej als E-Linksmoduln gilt. 
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Die Fitting-Korrespondenz ist eine grundlegende strukturelle Aussage, um Moduln mit ihren Endomorphismenringen (und umgekehrt) in Verbindung zu setzen. Sie ist das Verbindungsst¨ uck, ohne das die Beispiele am Ende dieser Arbeit nicht h¨atten berechnet werden k¨onnen. Unsere Beobachtungen an den Beispielen deuten sogar darauf hin, dass die Endomorphismenringe von Permutationsmoduln m¨oglicherweise eine Schl¨ usselrolle bei Alperins Gewichtsvermutung spielen (siehe Abschnitt 5.3). Kurz gesprochen wollen wir trotz des einfachen Beweises der Fitting-Korrespondenz ihre große Bedeutung hervorheben. 1.2.6 Satz ([Lan83, Thm. 3.12, Cor. 3.13]) Der regul¨are Modul AA zerlege sich in unzerlegbare Summanden Pi , das heißt AA =



t M



Pi .



i=1



Dann nennen wir f¨ ur 1 ≤ i ≤ t den Summanden Pi einen PIM (projective indecomposable module). P Ist 1 = 1≤i≤t ei mit ei ∈ Pi eine Zerlegung von 1 ∈ A, so ist {ei : 1 ≤ i ≤ t} eine Menge von primitiven, paarweise orthogonalen Idempotenten. Diese Menge ist bis auf Assoziiertheit von Idempotenten eindeutig bestimmt. Also k¨onnen wir jedem PIM Pi ein primitives Idempotent ei zuordnen, f¨ ur das Pi = ei A gilt. Wir nennen einen A-Modul projektiv, falls er zu einer direkten Summe von PIMs von AA isomorph ist.  1.2.7 Korollar Die Bezeichnungen seien wie in Satz 1.2.5. Dann bilden {ei E : 1 ≤ i ≤ n} bzw. {Eei : 1 ≤ i ≤ n} Repr¨asentantensysteme der unzerlegbaren projektiven E-Moduln bzw. E-Linksmoduln.  Das Konzept von Idempotentklassen (so genannten Punkten), bei dem eine Klasse genau die Menge von untereinander assoziierten Idempotenten bildet, greifen wir in Kapitel 4 wieder auf, um die hier beschriebene Theorie von einem noch allgemeineren Standpunkt zu erfassen. 1.2.8 Satz ([Lan83, Thm. 3.14, Cor. 3.15]) Es seien e1 , e2 primitive Idempotente von A und Pi := ei A f¨ ur i = 1, 2 die zugeh¨origen unzerlegbaren Moduln. Zudem sei f¨ ur das Jacobson-Radikal J(A) das Bild von A unter der kanonischen Reduktion modulo J(A) mit A bezeichnet. (a) F¨ ur i = 1, 2 ist dann ei J(A) der eindeutig bestimmte maximale Untermodul von Pi . Insbesondere ist Pi /ei J(A) einfach. (b) Es ist P1 zu P2 genau dann isomorph, wenn P1 /e1 J(A) zu P2 /e2 J(A) isomorph ist. In diesem Fall sind e1 und e2 in A sowie e1 und e2 in A assoziiert.
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(c) Es gibt eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen von PIMs von A und den Isomorphieklassen von einfachen A-Moduln.  1.2.9 Definition (Cartan-Matrix) Es seien P1 := e1 A, P2 := e2 A, . . . , Pt := et A Repr¨asentanten der Isomorphieklassen der PIMs von A und Si := ei A/ei J(A) Repr¨asentanten der Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln. Dann bezeichnen wir die Vielfachheit von Si als Kompositionsfaktor in Pj mit cij und nennen die Matrix [cij ]1≤i,j≤t die Cartan-Matrix von A. 1.2.10 Lemma Es seien R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra, e ∈ A ein Idempotent und M ein A-Modul. Dann ist HomA(eA, M) ∼ = Me als R-Moduln. Ist M = eA, so ist EndA(eA) ∼ = = eAe als R-Algebren. Insbesondere ist EndA(AA) ∼ A. Beweis: Die Abbildung τ : HomA(eA, M) −→ Me, ϕ 7→ ϕ(e) ist offensichtlich R-linear. Wegen ϕ(ea) = ϕ(e)a f¨ ur alle a ∈ A ist sie injektiv. F¨ ur m ∈ Me gilt me = m. Daher ist die Abbildung ϕm (ea) := ma in HomA(eA, M). Somit ist τ ein Isomorphismus. F¨ ur M = eA ist τ ein Ring-Homomorphismus. Die letzte Aussage folgt mit e = 1.  1.2.11 Lemma (vgl. [Lan83, La. 4.2]) Ein PIM Pi von A hat genau dann einen zu Sj = ej A/ej J(A) isomorphen Kom positionsfaktor, wenn Pi ej = ei Aej (∼ = HomA(Pj , Pi )) 6= 0 ist. Der Isomorphismus zwischen eAe und dem Endomorphismenring von eA f¨ ur ein Idempotent von A ist von großer Bedeutung, wenn wir sp¨ater strukturelle Analysen von speziellen Endomorphismenringen durchf¨ uhren. Ein wichtiges Beispiel finden wir bei der Kondensation von Algebren. 1.2.12 Definition und Bemerkung (Kondensation) Es seien R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra und e ∈ A ein Idempotent. Betrachte die beiden Funktoren zwischen den Kategorien mod-A und mod-eAe: F : mod-A −→ mod-eAe M 7→ Me ∼ = M ⊗A Ae ϕ 7→ ϕ|M e und G : mod-eAe −→ mod-A N 7→ N ⊗eAe eA ψ 7→ ψ ⊗ ideA.
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Wir nennen die Algebra eAe die Kondensationsalgebra und den Funktor F den Kondensationsfunktor von A relativ zu e. Der eAe-Modul Me heißt Kondensation von M. Ist R ein K¨orper, so haben wir folgenden sehr n¨ utzlichen Zusammenhang zwischen R-Algebren und kondensierten R-Algebren: 1.2.13 Lemma (vgl. [Mu ¨ l03, Prop. (6.7)]) Es seien F ein K¨orper, A eine F -Algebra und e ∈ A ein Idempotent von A. (a) Es sei S ein einfacher A-Modul. Falls Se 6= {0} ist, dann ist Se ein einfacher eAe-Modul. (b) Es seien S, S ′ einfache A-Moduln und Se 6= 0 6= S ′ e. Dann ist S ∼ = S ′ als A-Moduln genau dann, wenn Se ∼ = S ′ e als eAe-Moduln gilt. (c) Es sei T ein einfacher eAe-Modul. Dann gibt es einen einfachen A-Modul  S, so dass T ∼ = Se als eAe-Modul gilt. 1.2.14 Lemma (vgl. [Fei82, La. I.7.5, La. I.7.6] und [NT89, p. 37]) Es existiert eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige endliche Zerlegung P von 1 ∈ A in paarweise orthogonale, zentral primitive Idempotente. Ist 1 = 1≤i≤s εi eine solche Zerlegung, so ist {εi : 1 ≤ i ≤ s} die Menge der zentral primitiven Idempotente von A. Insbesondere sind zwei zentral primitive Idempotente entweder gleich oder orthogonal.  1.2.15 Satz (vgl. [NT89, Thm. I.4.7]) P Es sei ε ein zentrales Idempotent von A. Ist ε = 1≤i≤s εi eine Idempotentzerlegung in zentral primitive Idempotente εi von A, so ist M εA = εi A 1≤i≤s



eine Zerlegung von εA in unzerlegbare zweiseitige Ideale von A. Umgekehrt gibt es zu jeder Zerlegung von εA in unzerlegbare zweiseitige Ideale Ii von A der Form εA = ⊕1≤i≤s Ii eine primitive Idempotentzerlegung von ε in zentral primitive Idempotente der Form X ε= εi , 1≤i≤s



so dass εi A = Ii gilt. Insbesondere stehen die zentral primitiven Idempotentzerlegungen von ε in bijektiver Korrespondenz zu den Zerlegungen in direkte Summen von AεAA. 
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1.2.16 Definition und Bemerkung (vgl. [Alp93, Sec. 13]) (a) Die zentral primitiven Idempotente {ε1 , ε2 , . . . , εs } aus Bemerkung 1.2.14 heißen die Blockidempotente von A. Die unzerlegbaren zweiseitigen Ideale Bi := εi Aεi heißen die Bl¨ ocke von A f¨ ur 1 ≤ i ≤ s. (b) Es sei M ein unzerlegbarer A-Modul. Dann gibt es genau einen Block Bi von A mit M.Bi = M. Wir sagen dann, dass M zu Bi geh¨ ort oder in Bi liegt. Insbesondere geh¨ort jeder PIM zu genau einem Block.  F¨ ur einen K¨orper K und eine Gruppe G lassen sich die zentral primitiven Idempotente mit Hilfe der gew¨ohnlichen Charaktertafel genau bestimmen. 1.2.17 Satz (vgl. [CR81, Prop. (9.21)]) Es seien G eine Gruppe und K ein Zerf¨allungsk¨orper von KG mit char(K) = 0. Weiterhin sei IrrK (G) = {χ1 , χ2 , . . . , χn }. Dann korrespondiert jedes zentral primitive Idempotent von KG zu einem irreduziblen Charakter und ist gegeben durch χi (1) X eχi = χi (x−1 )x |G| x∈G f¨ ur 1 ≤ i ≤ n.



1.3







Modulare Systeme



Es sei p eine Primzahl. Wir setzen ein p-modulares System (K, O, k) als gegeben voraus. Das maximale Ideal p von O sei von π erzeugt. Weil O ein lokaler Ring ist, gilt zudem πO = J(O) = Oπ. Weiter sei A eine O-Ordnung. Damit ist A ∼ = Om als O-Modul f¨ ur ein m ∈ N. Geben wir A eine von O geerbte Produktmetrik, so ist A ein vollst¨andiger ultrametrischer Raum. Beachte, dass O insbesondere ein Hauptidealring ist. Deswegen ist jeder Untermodul eines A-Gitters wieder ein A-Gitter. Wir setzen AK := A ⊗O K, die Konstantenerweiterung von A mit K, und A := A/Ap und nehmen an, dass AK halbeinfach ist. Dann ist A eine endlichdimensionale k-Algebra mit dimk (A) = rangO (A) und es ist A ∼ = A ⊗O k. Außerdem gilt A/J(A) ∼ = A/J(A) und J(A) ist nilpotent, so dass es ein l ∈ N mit J(A)l ⊆ Ap gibt. Umgekehrt ist Aπ ⊆ J(A): Es sei S ein einfacher A-Modul, also insbesondere ein endlich erzeugter O-Modul. Mit dem Lemma von Nakayama ([Lan83, Cor. I 3.9]) gilt daher Sπ ≤ SJ(O) S. Andererseits gilt (Sπ)A = S(Aπ) = (SA)π = Sπ S. Daher ist Sπ = 0. Damit annulliert p = πO jeden einfachen Modul und ist eine Teilmenge von J(A). F¨ ur den Es seien P Rest dieses Abschnitts wollen wir folgende Notation festhalten. P 1 = ti=1 ei eine primitive Idempotentzerlegung in A und 1 = ti=1 ei ein Lift
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davon nach A (vergleiche [Lan83, Thm. I.11.2]). Wir setzen Pi := ei A und P i := ei A f¨ ur 1 ≤ i ≤ t. Dann gilt P i ∼ = Pi /Pi p, AA = ⊕ti=1 Pi und Pi ist ein PIM von A f¨ ur 1 ≤ i ≤ t. Dann haben wir genau wie in Satz 1.2.8: 1.3.1 Korollar (vgl. [Lan83, Cor. I.11.5, Cor. I.11.6]) (a) Es ist P i genau dann zu P j isomorph, wenn Pi zu Pj isomorph ist. In diesem Fall sind ei und ej in A sowie ei und ej in A assoziiert. (b) Ist {P1 , P2 , . . . , Pt } ein Repr¨asentantensystem der PIMs von A, dann ist die  Menge {P 1 , P 2 , . . . , P t } ein Repr¨asentantensystem der PIMs von A. 1.3.2 Lemma (vgl. [Lan83, Prop. I.12.2]) Es sei ε ein zentral primitives Idempotent von A. Dann ist der Lift ε von ε nach A ebenfalls zentral. Insbesondere ist ε eindeutig bestimmt.  1.3.3 Bemerkung ur 1 ≤ i ≤ r die Es seien B1 , B2 , . . . , Br die Bl¨ocke von A. Bezeichnen εi ∈ Bi f¨ jeweiligen Einheiten, so ist r X εi = 1 i=1



eine zentral primitive Idempotentzerlegung. Nach Lemma 1.3.2 ist dann 1 = P r ur i=1 εi eine zentral primitive Idempotenzerlegung in A, wenn εi Lifts von εi f¨ 1 ≤ i ≤ r bezeichnen. Wir setzen nun Bi := εi A f¨ ur 1 ≤ i ≤ r und erhalten Bi = Bi /Bi p und r M A= Bi . i=1



Es ist zwar εi ∈ Z(AK ), aber εi ist im Allgemeinen nicht primitiv. Daher finden wir zentral primitive Idempotente εK ur 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ j ≤ ni mit εi = ij f¨ P ni K K K i = ⊕nj=1 εK und jeder ij A j=1 εij . Insgesamt haben wir also die Zerlegung εi A K K K Summand εij A ist eine Wedderburn-Komponente von A . 1.3.4 Definition (O-Form) Es sei M ein AK -Modul. Eine O-Form von M ist ein A-Gitter X mit M∼ = X ⊗O K.



1.3.5 Lemma (vgl. [NT89, Thm. I.1.6.]) Es sei M ein AK -Modul. Dann gibt es eine O-Form X von M und f¨ ur jede solche gilt rangO (X) = dimK (M).  Ist M ein AK -Modul mit O-Form X, so kann man den A-Modul X := X/Xπ betrachten. Im Allgemeinen sind O-Formen jedoch nicht eindeutig, nicht einmal bis auf Isomorphie. Trotzdem haben wir die folgende Aussage.
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1.3.6 Lemma (vgl. [NT89, Thm. I.1.9]) Es seien M ein AK -Modul mit O-Formen X, Y . Dann haben X und Y die gleichen Kompositionsfaktoren mit den gleichen jeweiligen Vielfachheiten.  1.3.7 Definition (liftbar) Ein A-Modul M heißt liftbar, falls ein A-Gitter X mit X ∼ = M existiert. 1.3.8 Lemma (vgl. [Lan83, Thm. I.14.4]) Es sei M ein projektiver A-Modul. Dann ist M liftbar zu einem projektiven AGitter X. In diesem Fall ist X bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.  1.3.9 Lemma (vgl. [Lan83, La. I.14.5, La. I.14.7]) Es seien M1 , M2 A-Gitter. Dann gilt HomA(M1 , M2 )/HomA(M1 , M2 )π ⊆ HomA(M 1 , M 2 ). Ist M 1 projektiv, dann gilt Gleichheit. Ist A eine Gruppenalgebra, so lassen sich die Aussagen weiter spezifizieren. 1.3.10 Lemma (vgl. [Lan83, Thm. II.12.4]) G Es seien G eine Gruppe, H ≤ G und M = OH der Permutationsmodul von G auf den Nebenklassen von H in G. Dann gelten: (a) Der Endomorphismenring von M ∼ = k G ist liftbar, es gilt also H



EndOG (M)/EndOG (M)π ∼ = EndkG (M ). G (b) Jeder (unzerlegbare) direkte Summand von kH ist liftbar zu einem (unzerG legbaren) direkten Summanden von OH .



(c) Sind M1 , M2 beliebige direkte Summanden von (m¨oglicherweise verschiedenen) OG-Permutationsmoduln und M i := Mi /Mi π f¨ ur i = 1, 2, so ist HomOG (M1 , M2 )/HomOG (M1 , M2 )π ∼ = HomkG (M 1 , M 2 ). Das heißt kG-Homomorphismen zwischen direkten Summanden von kGPermutationsmoduln sind liftbar.  In dem vorhergehenden Lemma wurde die Liftbarkeit genau derjenigen Strukturen erfasst, die im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen. Wir haben jetzt alle n¨otigen Definitionen gesammelt, so dass wir den Begriff der Zerlegungszahlen und -matrizen einf¨ uhren k¨onnen. Wir halten f¨ ur den Rest des Abschnitts folgende Notation fest: Es sei {S1 , S2 , . . . , Sn } ein vollst¨andiges Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der einfachen AK -Moduln und Xi sei eine O-Form von Si f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n. Entsprechend seien {M1 , M2 , . . . , Ml } ein vollst¨andiges Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der einfachen A-Moduln und {P 1 , P 2 , . . . , P l } ein vollst¨andiges Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der PIMs von A. Daur alle 1 ≤ i ≤ l bei sei die Nummerierung so gew¨ahlt, dass P i /P i J(A) ∼ = Mi f¨ ur 1 ≤ i ≤ l. gelte. Weiter sei Pi der Lift von P i nach A f¨
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1.3.11 Definition (Zerlegungsmatrix einer Algebra) Die Bezeichnungen seien wie oben. (a) Dann ist die Zerlegungszahl dij , f¨ ur 1 ≤ i ≤ n und 1 ≤ j ≤ l definiert als die Vielfachheit von Mj als Kompositionsfaktor in X i . Die Matrix D := [dij ] heißt Zerlegungsmatrix von A. (b) Da dij = 0 ist, falls Mj und Si nicht zum gleichen Block geh¨oren, k¨onnen wir f¨ ur jeden Block Bs , 1 ≤ s ≤ r die zugeh¨orige Zerlegungsmatrix [dsi sj ] von Bs definieren, wobei Msj die einfachen A-Moduln von Bs und Ssi die einfachen AK -Moduln von Bs durchlaufen. (c) Im speziellen Fall A = OG f¨ ur eine Gruppe G nennen wir [dij ] die Zerlegungsmatrix von G. Beachte, dass nach Lemma 1.3.6 die Zerlegungszahlen wohldefiniert sind, jedoch von O abh¨angen. 1.3.12 Satz (Brauer-Reziprozit¨ at) Die Bezeichnungen seien wie oben. Zus¨atzlich seien K ein Zerf¨allungsk¨orper von AK und k ein Zerf¨allungsk¨orper von A. (a) Es ist Pj ⊗O K ∼ = ⊕ni=1 dij Si , d.h. dij ist gleich der Vielfachheit von Si in Pj ⊗O K. (b) F¨ ur die Cartan-Matrix C von A gilt: C = D tr D. Insbesondere ist C symmetrisch. Beweis: Vergleiche [Lan83, La. I.15.4, Thm. I.15.5].



1.4







Zerlegungsmatrizen von Gittern



Es seien p eine Primzahl und (K, O, k) ein p-modulares System. Das eindeutige maximale Ideal p von O sei von π erzeugt. Weiter seien A eine endlich erzeugte O-Ordnung und W ein A-Gitter. Dann ist auch EndA(W ) eine endlich erzeugte O-Ordnung. Wie bisher seien W K := W ⊗O K die Konstantenerweiterung und W := W/W π ∼ = K W ⊗O k die Reduktion von W modulo p. Wir nehmen zudem an, dass A halbeinfach und zerfallend u ¨ ber K ist. Beachte, dass unter den gegebenen Voraussetzungen der Satz von Krull-Schmidt g¨ ultig ist. 1.4.1 Definition (Zerlegungsmatrix eines Gitters) Es seien {W1 , W2 , . . . , Ws } ein Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der unzerlegbaren direkten Summanden von W und {S1 , S2 , . . . , St } ein Repr¨asentantensystem der einfachen AK -Moduln, die in W K vorkommen. Weiter sei d˜ij := [Si , WjK ]AK



1.5. Symmetrische Algebren
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die Vielfachheit von Si in WjK . Dann heißt die Matrix DW := [d˜ij ]1≤i≤t,1≤j≤s die Zerlegungsmatrix von W . Wegen des Satzes von Krull-Schmidt ist die Zerlegungsmatrix bis auf Zeilen- und Spaltenvertauschungen eindeutig bestimmt. 1.4.2 Bemerkung (a) Spezifizieren wir in der obigen Situation W := AA, so ist {W 1 , W 2 , . . . , W s } nach Korollar 1.3.1 ein Repr¨asentantensystem der PIMs von A. Den zu Wi korrespondierenden einfachen A-Modul W i /W i J(A) bezeichnen wir mit Mi f¨ ur 1 ≤ i ≤ s. Schließlich seien X1 , X2 , . . . , Xt O-Formen von Si mit Xi ⊆ Si . In dieser Situation ist d˜ij die Vielfachheit von Si in WjK , was nach der BrauerReziprozit¨at (Satz 1.3.12) gleich der Vielfachheit von Mj in X i ist. Daher stimmen die Definitionen von Zerlegungszahlen in diesem Abschnitt und die von Brauer aus Abschnitt 1.3 u ¨berein. (b) Es sei E := EndA(W ). Dann ist mit der Fitting-Korrespondenz (Satz 1.2.5) {HomA(W, Wj ) : 1 ≤ j ≤ s} ein Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der PIMs von E. Wir wenden die Fitting-Korrespondenz auf EK = EndAK (W K ) an und erhalten {HomAK (W K , Si ) : 1 ≤ i ≤ t} als Repr¨asentantensystem der Isomorphieklassen der einfachen EK -Moduln. Weil EK halbeinfach ist, zeigt die Fitting-Korrespondenz, dass die Zerlegungsmatrix [d˜ij ] des Gitters W (im Sinne von Definition 1.4.1) und die Zerlegungsmatrix [dij ] des Endomorphismenrings E (im Sinne von Brauer, Definition 1.3.11) gleich sind. Eine ausf¨ uhrliche Analyse bietet in diesem Zusammenhang L. L. Scott in [Sco73].



1.5



Symmetrische Algebren



Es seien R ein kommutativer Ring und A eine R-Ordnung. 1.5.1 Definition und Bemerkung (duale Basis) Es sei β : A × A → R eine bilineare Abbildung. Dann heißt β nicht ausgeartet, falls f¨ ur eine (beliebige) R-Basis B = {b1 , b2 , . . . , bn } die Determinante der zugeh¨origen Gram-Matrix [β(bi , bj )]1≤i,j≤n eine Einheit in R ist. In diesem Fall gibt es eine eindeutig bestimmte R-Basis B∨ = {b∨1 , b∨2 , . . . , b∨n } von A, die β(b∨i , bj ) = δij f¨ ur alle 1 ≤ i, j ≤ n erf¨ ullt. Diese heißt die zu B duale Basis. 1.5.2 Definition (Spurform, symmetrische Algebra) Eine Spurform auf A ist eine R-lineare Abbildung τ : A → R, die τ (aa′ ) = τ (a′ a) f¨ ur alle a, a′ ∈ A erf¨ ullt. Die Algebra A heißt symmetrisch, falls eine
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Spurform τ existiert, so dass die bilineare Abbildung βτ : A × A −→ R, (a, a′) 7→ τ (aa′ ) nicht ausgeartet ist. In diesem Fall sagen wir auch, dass A symmetrisch bzgl. τ ist. 1.5.3 Lemma (vgl. [CR81, Prop. (9.8)]) Es sei R = K ein K¨orper. Jede endlich-dimensionale halbeinfache K-Algebra ist symmetrisch.  1.5.4 Lemma Es sei A eine symmetrische R-Algebra mit symmetrisierender Spurabbildung τ und zugeh¨origer bilinearer Abbildung βτ . Die Abbildung ψ : AA −→ (AA)∗ := HomR (AA, R) a 7→ (b 7→ τ (ab)) ist ein Isomorphismus von A-Moduln. Dabei ist f¨ ur einen Homomorphismus ϕ ∈ HomR (AA, R) das Urbild von ϕ unter dem Isomorphismus gegeben durch zϕ :=



n X



ϕ(bi )b∨i ,



i=1



wobei {b1 , b2 , . . . , bn } eine Basis von A und {b∨1 , b∨2 , . . . , b∨n } die dazu geh¨orige duale Basis ist. Beweis: Wegen ψ(ab)(b′ ) = τ (abb′ ) = ψ(a)(bb′ ) P ist ψ ein Homomorphismus von A-Moduln. Es sei a := ni=1 ai bi ein Element des Kerns von ψ. Dann gilt insbesondere 0 = ψ(a)(b∨i ) = τ (ab∨i ) = ai f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n. Also folgt a = 0. Es sei ϕ ∈ HomR (AA, R) beliebig. Dann ist ϕ durch die Angabe der Bilder der Basiselemente ϕ(b1 ), ϕ(b2 ), . . . , ϕ(bn ) eindeutig bestimmt. Wegen ψ(zϕ )(bi ) = ϕ(bi ) f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ n folgt die Surjektivit¨at von ψ.  1.5.5 Bemerkung Die letzte Aussage kann man sogar noch versch¨arfen und daraus eine Charakterisierung von symmetrischen Algebren machen. Eine R-Algebra A ist genau dann symmetrisch, wenn A als (A, A)-Bimodul isomorph zu seinem dualen Modul HomR (A, R) ist (vergleiche dazu [CR81, La. (9.7)]). 



1.6. Das Schur-Element



1.6
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Das Schur-Element



Die Spurformen von symmetrischen Algebren liefern geeignete Mittel, um die A-Moduln n¨aher zu untersuchen. Einige werden in diesem Abschnitt vorgestellt. uhrlich hergeDie folgenden Definitionen und Ergebnisse werden in [GP00] ausf¨ leitet und bewiesen. Mit Hilfe des so genannten Schur-Elements k¨onnen n¨amlich bei symmetrischen Algebren u ¨ ber einem K¨orper K projektiv einfache Moduln charakterisiert werden. 1.6.1 Definition Es seien R ein kommutativer Ring und A eine symmetrische R-Ordnung. Wir fixieren A-Moduln M, M ′ und eine Basis B von A mit dualer Basis B∨ . F¨ ur eine Abbildung ϕ ∈ HomR (M, M ′ ) definieren wir I(ϕ) durch X ϕ(mb)b∨ (m ∈ M). I(ϕ)(m) := b∈B



1.6.2 Bemerkung Sind M ′′ ein weiterer A-Modul und ϕ ∈ HomA(M, M ′ ), ψ ∈ HomR (M ′ , M ′′ ) sowie π ∈ HomR (M ′′ , M), so gilt I(ψ ◦ ϕ) = I(ψ) ◦ ϕ



und



I(ϕ ◦ π) = ϕ ◦ I(π).



Beweis: Es sei m ∈ M beliebig. Dann gilt X X (I(ψ) ◦ ϕ)(m) = ψ(ϕ(m)b)b∨ = ψ(ϕ(mb))b∨ = I(ψ ◦ ϕ)(m). b∈B



b∈B



Analog zeigt man die zweite Aussage.







1.6.3 Lemma Die Bezeichnungen seien wie in Definition 1.6.1. Dann ist I(ϕ) ∈ HomA(M, M ′ ) und unabh¨angig von der Wahl der Basis B. Beweis: Vergleiche [GP00, La. 7.1.10.].  Wir nehmen ab jetzt an, dass A eine endlich-dimensionale symmetrische KAlgebra u ¨ ber einem K¨orper K mit Spurform τ ist. Zudem fixieren wir eine Basis B und die dazu duale Basis B∨ . 1.6.4 Satz ([GP00, Thm. 7.2.1.]) Es sei S ein einfacher A-Modul, der u ¨ ber K zerf¨allt. Dann existiert ein eindeutiges Element cS ∈ K, so dass f¨ ur alle ϕ ∈ EndK (S) I(ϕ) = cS Tr(ϕ)idS gilt, wobei Tr(ϕ) die Spur des Endomorphismus ϕ bezeichnet. Dar¨ uberhinaus h¨angt cS nur von der Isomorphieklasse von S ab. 
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1.6.5 Definition (Schur-Element) Das Element cS aus Satz 1.6.4 heißt das Schur-Element von S. 1.6.6 Proposition Es sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Zus¨atzlich sei S ein einfacher und u ¨ ber K zerfallender A-Modul. Dann ist das Schur-Element cS von S genau dann von 0 verschieden, wenn S projektiv ist. Ist A sogar halbeinfach und zerfallend u ¨ ber K, dann ist cS 6= 0 und das zu S geh¨orige zentral primitive Idempotent εS hat die Form εS =



n n 1 X 1 X χS (bi )b∨i = χS (b∨i )bi , cS i=1 cS i=1



wobei der Charakter χS zu S geh¨ort. Hierbei sind b1 , b2 , . . . , bn und b∨1 , b∨2 , . . . , b∨n zueinander duale Basen bez¨ uglich einer symmetrischen Bilinearform gem¨aß Lemma 1.5.3. Beweis: Dies folgt aus [GP00, Thm. 7.2.6, Prop. 7.2.7,].  Dieses Ergebnis wurde von P. Fleischmann auf Algebren u ¨ber p-modularen Systemen verallgemeinert. Fixieren wir zun¨achst folgende Voraussetzungen: Es seien O ein nicht notwendig vollst¨andiger diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p, Quotientenk¨orper K und Restklassenk¨orper k der Charakteristik p. Weiterhin sei A eine endlich erzeugte, symmetrische O-Algebra bzgl. der Spurform τ , so dass AK := K ⊗O A u ¨ ber K zerf¨allt. K Beachte, dass A ebenfalls symmetrisch ist, aber nicht als halbeinfach vorausgesetzt wird. F¨ ur einen AK -Modul M K sei der Modul M eine O-Form von M K und M durch ur χ ∈ IrrK (AK ) bezeichnen wir einen zu χ M := M/πM ∼ = M ⊗O k definiert. F¨ K geh¨origen einfachen A -Modul mit MχK . 1.6.7 Satz ([Fle90]) Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie gerade erl¨autert. Dann ist P zχ := ni=1 χ(bi )b∨i ∈ Z(A) f¨ ur alle χ ∈ IrrK (AK ) und es gilt zχ2 = c˜χ zχ f¨ ur ein c˜χ ∈ O. Die Menge PK := {MχK : χ ∈ IrrK (AK ), c˜χ 6= 0} bildet ein vollst¨andiges Vertretersystem der Isomorphieklassen der projektiv einfachen AK -Moduln und die Menge Pk := {M χ : χ ∈ IrrK (AK ), c˜χ 6∈ πO} bildet ein vollst¨andiges Vertretersystem der Isomorphieklassen der projektiv einfachen Ak -Moduln. Alle diese Moduln sind absolut irreduzibel. 



1.7. Permutationsmoduln



1.7
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Permutationsmoduln



In diesem Abschnitt fixieren wir einen kommutativen Ring R und eine Gruppe G. 1.7.1 Definition (Permutationsmodul) Es sei Ω eine endliche Menge, auf der G operiert. Es sei RΩ der R-freie Modul mit Basis {mω : ω ∈ Ω}. Dann wird RΩ via ϕ : G → AutR (RΩ), g 7→ (ϕ(g) : RΩ → RΩ, mω 7→ mωg ) zu einem (RG-)Permutationsmodul. (Die Abbildung ϕ ist also ein Anti-Homomorphismus von Gruppen.) Außerdem induziert ϕ eine Permutationsdarstellung P : G → GL|Ω| (R) von RG mit  1, falls ω ′ = ωg P(g)ω,ω′ = 0, sonst. Die Darstellung heißt transitiv, falls G auf Ω transitiv operiert.



1.7.2 Bemerkung Es sei Ω eine endliche Menge, auf der G operiert. (a) Bezeichnet {Ω1 , Ω2 , . . . , Ωm } die Menge der Bahnen unter der Operation von G, so zerf¨allt der Permutationsmodul RΩ als RG-Modul in die direkten Summanden RΩ = RΩ1 ⊕ RΩ2 ⊕ . . . ⊕ RΩm . (b) Es operiere G transitiv auf Ω. Dann ist f¨ ur ω0 ∈ Ω der Stabilisator von ω0 Gω0 := {ω ∈ Ω : ω0 g = ω0 } =: H eine Untergruppe von G. Der zugeh¨orige Permutationsmodul ist isomorph zu RG H . Dieser P Modul ist auch isomorph zu dem Ideal von RG, das von dem Element h∈H h erzeugt wird.



Eine ausf¨ uhrliche Behandlung und Charakterisierung von Permutationsmoduln findet man beispielsweise in [Lan83] und [Sco73]. Beweis: (a) Es ist klar, dass die Summanden RG-Moduln sind.



(b) F¨ ur 1 ≤ i ≤ m sei gi ∈ G mit ω0 gi = ωi . Dann ist {Hgi : 1 ≤ i ≤ m} die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G und es gilt Hgi g = Hgj genau dann, wenn ωi g = ωj gilt. Betrachten wir andererseits den trivialen RH-Modul RH , so ist f¨ ur g ∈ G G die Operation von g auf RH bzgl. der Basis {1 ⊗H gi : 1 ≤ i ≤ m} identisch mit der von g auf den Nebenklassen von H in G. Analog erh¨alt man die P Aussage f¨ ur den Modul h h∈H hiRG . 
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Kapitel 2 Endomorphismenringe von Permutationsmoduln Die globale Voraussetzung f¨ ur das zweite Kapitel sei, wenn nicht an gegebener Stelle anders gesagt, wie folgt. Es seien G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe von G. Zudem seien R ein Integrit¨atsbereich und K ein K¨orper. In diesem Kapitel werden die Eigenschaften und Strukturen der Endomorphismenringe von Permutationsmoduln untersucht. Viele allgemeine Aussagen aus dem ersten Kapitel werden auf diese spezielle Situation angewendet. So bereitet der erste Abschnitt l¨angst bekannte Aussagen u ¨ber die gew¨ohnliche Charaktertafel, Idempotente, Standardbasis, Valenzen und die Schur-Basis, wie sie zum Beispiel im Abschnitt 11 in [CR81] zu finden sind, auf. J. M¨ uller hat in seiner Habilitationsschrift [M¨ ul03] unter anderem so genannte vielfachheitsfreie Permutationsmoduln und ihre Endomorphismenringe untersucht und Charaktertafeln dieser Endomorphismenringe berechnet. Viele Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel ausarbeiten, finden sich daher auch in der Arbeit von J. M¨ uller. Im zweiten Abschnitt werden gruppentheoretische Beziehungen der Untergruppenkette H ≤ N := NG (H) ≤ G untersucht, um strukturelle Zusammenh¨ange N zwischen den Endomorphismenringen EndRG (RG H ) und EndRN (RH ) herzustellen. Im dritten und vierten Abschnitt benutzen wir die Ergebnisse aus dem ersten Abschnitt, um die Charaktertafel von Endomorphismenringen der Form EndRG (RG H) aus der Charaktertafel von G berechnen zu k¨onnen. Auch ein Zusammenhang zwionnen wir mit Hilfe des schen dem Zentrum von RG und dem von EndRG (RG H ) k¨ ersten Abschnitts finden. Das kondensierte Zentrum der Gruppenalgebra l¨asst sich n¨amlich in das Zentrum des Endomorphismenrings einbetten. Die Primteiler der Ordnung des Faktors dieser beiden Strukturen als abelsche Gruppe teilen dann die Ordnung von G. Der f¨ unfte und sechste Abschnitt wenden die Theorie u ¨ber symmetrische Algebren und Schur-Elemente aus dem ersten Kapitel auf den speziellen Fall der Endomorphismenringe von Permutationsmoduln an. In den darauffolgenden Ab-
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schnitten wenden wir uns allm¨ahlich der modularen Situation zu und zitieren Hanakis Charakterisierung der Halbeinfachheit von Endomorphismenringen von Permutationsmoduln. Die Frage nach der Blockzugeh¨origkeit der gew¨ohnlichen Charaktere solcher Endomorphismenringe wird beispielsweise in [Lan83] beantwortet und im achten Abschnitt aufgegriffen. Auch die letzten beiden Abschnitte spezialisieren Ergebnisse aus dem ersten Kapitel u ¨ber Zerlegungsmatrizen von Gittern auf Endomorphismenringen von Permutationsmoduln. Mit Hilfe der Fitting-Korrespondenz wird ein Kriterium daf¨ ur entwickelt, wann bestimmte gew¨ohnliche Charaktere des Endomorphismenrings nach Reduktion modulo einer Primzahl projektiv einfach bleiben. Dabei werden wir in den abschließenden Bemerkungen vor allem die Unterschiede zu den Ergebnissen bei Gruppen herausstellen.



2.1



Strukturanalyse



2.1.1 Definition und Bemerkung ([CR81, Prop. (11.21), Def. (11.22)]) Es sei R ein kommutativer Ring. Weiterhin seien G eine Gruppe, H ≤ G eine Untergruppe, e ∈ RH ein Idempotent und eRH der davon erzeugte RH-Modul. Dann ist der RG-Modul eRG zum induzierten Modul (eRH)G isomorph. Die Hecke-Algebra H := H(G, H, eRH) ist die Unteralgebra eRGe von RG. Ist eRH ∼ = e′ RH, so sind auch die zugeh¨origen Hecke-Algebren isomorph. W¨ahlen wir in der Parametrisierung von Hecke-Algebren spezielle Idempotente, so k¨onnen wir die bisher allgemeinen Strukturaussagen konkretisieren. 2.1.2 Bemerkung Es seien G eine Gruppe, H ≤ G und R ein kommutativer Ring mit |H| ∈ R∗ . P Dann ist eH := |H|−1 h∈H h ein Idempotent von RH. (a) Es sei M ein RG-Modul. Dann ist die Kondensation MeH genau die Fixpunktmenge FixH (M) := {m ∈ M : mh = m f¨ ur alle h ∈ H} unter H. (b) Es ist eH RH isomorph zum trivialen RH-Modul RH . (c) Der regul¨are eH RGeH -Modul eH RGeH ist isomorph zur Kondensation des Permutationsmoduls RG H auf den Rechtsnebenklassen von H in G. (d) Die Hecke-Algebra H(G, H, eH RH) = eH RGeH ist isomorph zur Algebra der R-wertigen Funktionen auf G (mit Faltungsprodukt), die auf den (H, H)-Doppelnebenklassen von G konstant sind.



2.1. Strukturanalyse
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Beweis: (a) F¨ ur m ∈ M ist m ∈ MeH genau dann, wenn meH = m ist. Da eH · h = eH f¨ ur alle h ∈ H gilt, impliziert meH = m dann mh = m. Gilt umgekehrt mh = h f¨ ur alle h ∈ H, so gilt wegen der Definition von eH auch meH = m. (b) Klar. (c) Die durch eH RG → RG H , eH g 7→ Hg definierte Abbildung ist ein RGIsomorphismus. Somit ist die Kondensation eH RGeH von eH RG isomorph zur Kondensation von RG H. (d) Klar.







2.1.3 Definition Die Voraussetzungen seien wie in Bemerkung 2.1.2. Ab jetzt bezeichnen wir f¨ ur P eine Untergruppe H ≤ G mit eH das Idempotent eH := |H|−1 h∈H h.



2.1.4 Bemerkung Es seien G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe von G. Ist e ∈ RH ein Idempotent, so k¨onnen wir den Endomorphismenring EndRG (eRG) von mehreren Seiten beleuchten. Zum einen wissen wir bereits aus Lemma 1.2.10, dass eRGe als R-Algebra zum Endomorphismenring EndRG (eRG) isomorph ist. Zum anderen haben wir das Konzept der Kondensation und die Theorie der Hecke-Algebren. Wir werden, ohne darauf immer hinzuweisen, die unterschiedlichen Sichtweisen oftmals parallel betrachten. So k¨onnen wir uns die strukturellen Informationen, die die Gruppenalgebra bereits hergibt, zu Nutze machen, um den Endomorphismenring zu untersuchen. Insbesondere k¨onnen wir die Charaktertheorie, die in [CR81] entwickelt wird, auf unsere Situation anwenden. So gibt es f¨ ur einen K¨orper K der Charakteristik 0 ein enges Zusammenspiel zwischen den gew¨ohnlichen Charakteren von G und denjenigen von eKGe. 2.1.5 Lemma (vgl. [CR81, La. (11.23), Cor. (11.24)]) Es sei ein Idempotent e ∈ KH gegeben, wobei K ein Zerf¨allungsk¨orper der Charakteristik 0 der Gruppe G und ihrer Untergruppen ist. Dann gilt f¨ ur die HeckeAlgebra H := H(G, H, eKH): (a) H ist eine halbeinfache Algebra (genau wie KG). (b) Ein Idempotent e′ ∈ H(= eKGe) ist genau dann primitiv, wenn es auch in KG primitiv ist. (c) Der K¨orper K ist auch Zerf¨allungsk¨orper von H. Beweis: (a) Dies folgt aus [NT89, Thm. I.3.9].
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(b) Nach dem Lemma von Schur ([NT89, Thm. I.5.1]) ist ein Idempotent e′ einer halbeinfachen Algebra A genau dann primitiv, wenn e′ Ae′ ein Schiefk¨orper ist. Nun ist e′ ∈ H und e ist das Einselement von H, weswegen e′ KGe′ = e′ eKGee′ = e′ He′ gilt und die Behauptung folgt. (c) Wir zeigen, dass jeder einfache H-Modul absolut einfach ist. Wegen des Lemmas von Schur reicht es zu zeigen, dass e′ He′ = Ke′ f¨ ur jedes primitive Idempotent e′ ∈ H. Das folgt mit (b), weil K ein Zerf¨allungsk¨orper f¨ ur KG ist.  Der folgende Satz gibt genau an, woher die gew¨ohnlichen Charaktere einer HeckeAlgebra kommen und welche Grade sie haben. 2.1.6 Satz (vgl. [CR81, Thm. (11.25)]) Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.1.5. Zus¨atzlich sei ψ der gew¨ohnliche Charakter von KH, der zum Modul eKH geh¨ort. Dann gilt: (a) Es sei χ ∈ Irr(G). Dann ist die Restriktion χ|H auf H genau dann von 6 0 gilt, wobei h·i das Skalarprodukt von 0 verschieden, wenn hχ, ψ G i = Charakteren wie auf Seite 3 ist. (b) Die Abbildung χ 7→ χ|H ist eine Bijektion von {χ ∈ Irr(G) : hχ, ψ G i = 6 0} in die Menge der irreduziblen Charaktere von H. (c) Ist µ ein irreduzibler Charakter von H, der zu χ ∈ IrrK (G) nach (b) korrespondiert, so gilt deg(µ) = hχ, ψ G i f¨ ur den Grad von µ. Schreibweise: IrrH(G) := {χ ∈ IrrK (G) : hχ, ψ G i = 6 0}.







2.1.7 Lemma Es seien K ein K¨orper der Charakteristik 0 und P ∈ Sylp (G) f¨ ur eine Primzahl p und nehmen an, P K sei ein Zerf¨allungsk¨orper f¨ ur kG. Wir betrachten das Idempotent eP := |P |−1 x∈P x und die Hecke-Algebra H := H(G, P, eP KP ). Ist χ ∈ IrrH(G) sogar ein Defekt-0-Charakter f¨ ur die Primzahl p, so ist der Grad des korrespondierenden gew¨ohnlichen Charakters µ von H gleich dem p′ -Anteil von χ(1). In diesem Fall ist n¨amlich χ(g) = 0 f¨ ur alle Elemente g ∈ G, deren Ordnung von p geteilt wird. Es sei χ(1) = |P | · t f¨ ur eine zu p teilerfremde nat¨ urliche Zahl t. Dann gilt µ(1) = h1G P , χiG = h1P , χP iP X = |P |−1 χ(g) = |P |−1χ(1) = |P |−1|P | · t = t. g∈P



Nach dem Satz von Wedderburn korrespondiert dieser Charakter dann zu einer Matrix-Algebra der Form K t×t . 
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Im letzten Teil dieser Arbeit haben wir einige Charaktertafeln von Endomorphismenringen abgedruckt, die im Rahmen dieser Arbeit berechnet wurden. Wir geben dort auch in einer zus¨atzlichen Spalte die Korrespondenz zwischen den einzelnen gew¨ohnlichen Charakteren der Hecke-Algebra und den Konstituenten des Permutationscharakters an. Wie die Charaktertafeln genau berechnet werden, wird in Abschnitt 2.3 beschrieben. W¨ahlen wir wie oben das spezielle Idempotent P −1 eH = |H| asst sich etwa noch folgende strukturelle Eigenschaft aus h∈H h, so l¨ den Konstituenten des Permutationscharakters ableiten.



2.1.8 Korollar (vgl. [BI84, Thm. II.1.3]) Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.6. Sei H := H(G, H, eH KH). Dann ist H genau dann kommutativ, wenn jeder Konstituent des Permutationscharakters 1G  H mit Vielfachheit 1 vorkommt. 2.1.9 Bemerkung Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.6. Zudem seien χ ∈ IrrK (G) \ IrrH(G) (vergleiche Satz 2.1.6) und Mχ ein KG-Modul mit Charakter χ. Dann ist Mχ e = 0. 



Das folgende Lemma u ¨ber zentral primitive Idempotente einer Hecke-Algebra wird in Abschnitt 2.4 u ¨ber allgemeineren Grundk¨orpern ben¨otigt, als wir bisher angenommen haben. Wir wollen das schon hier ber¨ ucksichtigen und die Voraussetzungen entsprechend anpassen. In diesem Sinne ist die Aussage auch eine Verallgemeinerung von [CR81, Cor. (11.26)], wo ein K¨orper der Charakterisitk 0 vorausgesetzt war. 2.1.10 Lemma (vgl. [CR81, Cor. (11.26)]) Es seien G eine Gruppe und F ein K¨orper mit char(F ) ∤ |G|, so dass F ein Zerf¨allungsk¨orper von F G ist. Zudem seien H ≤ G und e ein Idempotent von F H. Wir bezeichnen die Repr¨asentanten der einfachen F G-Moduln mit V1 , V2 , . . . , Vl . Sie seien so angeordnet, dass V1 e 6= 0, V2 e 6= 0, . . . , Vr e 6= 0, Vr+1e = 0, . . . Vl e = 0 f¨ ur ein 1 ≤ r ≤ l gilt. Die zu Vi geh¨origen zentral primitiven Idempotente bezeichnen wir mit εi f¨ ur 1 ≤ i ≤ l (vergleiche Satz 1.2.17). Dann ist die Menge der zentral primitiven Idempotente von H := eF Ge gegeben durch {eεi : 1 ≤ i ≤ r}. Insbesondere gilt Z(eF Ge) = heεi : 1 ≤ i ≤ ri = eZ(F G)e. Beachte zudem, dass eεi = 0 f¨ ur alle r + 1 ≤ i ≤ l gilt. Beweis: Nach Lemma 1.2.13 sind die Moduln V1 e, V2 e, . . . , Vr e Repr¨asentanten der einfachen eF Ge-Moduln. F¨ ur 1 ≤ i ≤ l ist εi e = eεie ∈ eZ(F G)e ⊆ Z(eF Ge) und εi e ist genau dann ein Idempotent, wenn es von 0 verschieden ist. Weiter gilt f¨ ur 1 ≤ i ≤ r:  Vi e f¨ ur j = i (Vi e)eεj = Vi εj e = 0 f¨ ur j 6= i.



24



Kapitel 2. Endomorphismenringe von Permutationsmoduln



Dabei operiert eεi wie die Identit¨at auf Vi e f¨ ur 1 ≤ i ≤ r. Weil F G halbeinfach ist, existiert zu jedem 1 ≤ i ≤ l mit eεi 6= 0 ein Index 1 ≤ j ≤ l, so dass Vj eεi 6= 0 ¨ gilt. Nach den vorherigen Uberlegungen folgt j = i und 1 ≤ i ≤ r und somit Z(eF Ge) = heεi : 1 ≤ i ≤ ri ≤ eZ(F G)e.  2.1.11 Satz (Formel von Ree) Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.1.5 und die Bezeichnungen wie in Satz 2.1.6. Es sei χ ∈ IrrH(G). Wir fixieren x ∈ G und die Konjugiertenklasse C mit x ∈ C. Dann gilt: !−1 X ˆ χ(x) = |CG (x)|χ(eCe) χ(eg −1e)χ(ege) , (2.1) g∈G



wobei Cˆ =



P



y∈C



y die Klassensumme von C bezeichnet.



Beweis: [CR81, Thm.(11.28)].  Rees Formel bietet die M¨oglichkeit, mit Kenntnis der Charaktertafel von H Teile der Charaktertafel von G zu berechnen. Dies hat vor allem rechnerische Vorteile, da die Dimension von H in der Regel kleiner als die von KG ist. ¨ Weil die Uberlegungen im Rest des Abschnitts keine Einschr¨ankung an den zugrunde liegenden Ring ben¨otigen, fixieren wir ab hier einen kommutativen Ring R. Wir verlassen jetzt den allgemeinen Rahmen der Hecke-Algebren und setzen den Schwerpunkt auf Hecke-Algebren der Form EndRG (RG H ). 2.1.12 Definition (gepaarte Bahn) Es sei Ω = H\G die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G. Dann operiert G diagonal auf Ω × Ω. Die Bahnen dieser Operation bezeichnen wir mit Ω1 , Ω2 , . . . , Ωd , wobei wir die Notation Ω1 = {(ω, ω) : ω ∈ Ω} vereinbaren. Weiterhin sei f¨ ur 1 ≤ i ≤ d Ωi = {(ω ′ , ω) : (ω, ω ′) ∈ Ωi } die zu Ωi gepaarte Bahn. F¨ ur 1 ≤ i ≤ d sei dann i∗ ∈ {1, 2, . . . , d}, so dass ur 1 ≤ i ≤ d und ω ∈ Ω die Menge Ωi (ω) definiert Ωi = Ωi∗ gilt. Schließlich sei f¨ durch Ωi (ω) := {ω ′ ∈ Ω : (ω, ω ′) ∈ Ωi }. 2.1.13 Bemerkung Es seien {Di : 1 ≤ i ≤ d} die Menge der Doppelnebenklassen von H in G und {g1 = 1, g2 , . . . , gd} ein Repr¨asentantensystem dieser Doppelnebenklassen. (a) Dann ist die Abbildung {Ωi : 1 ≤ i ≤ d} → {Di : 1 ≤ i ≤ d} : Ωi = (Hg, Hg ′)G 7→ Hg ′g −1 H bijektiv. Via dieser Bijektion ist {(H, Hgi) : 1 ≤ i ≤ d} ein Repr¨asentantensystem der Bahnen von G auf Ω × Ω. Beachte, dass Ωi = (H, Hgi)G = (Hgi, H)G zu Hgi−1H korrespondiert.
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(b) F¨ ur 1 ≤ i ≤ d und ω = Hg ∈ Ω gilt Ωi (Hg) = {Hgih : h ∈ [(H ∩ H gi )\H]}g, wobei [(H ∩ H gi )\H] eine Transversale von H ∩ H gi in H bezeichnet. Insbesondere ist ki := |Ωi (Hg)| = |H : (H ∩ H gi )| von Hg unabh¨angig und somit wohldefiniert. Zudem gilt ki∗ = ki . Beweis: (b) Beachte, dass Ωi (Hg) = Ωi (H)g gilt. Daher betrachten wir ohne Einschr¨ankung Ωi (H). In Ωi finden wir alle Elemente der Form (Hg, Hgig) f¨ ur g ∈ G. Also ist Hgi g ein Element von Ωi (H), wenn g ∈ H gilt. Aber nicht alle Elemente von H liefern verschiedene Nebenklassen. Es ist n¨amlich Hgig = Hgi g ′ genau dann, wenn g ′g −1 ∈ H gi gilt, weswegen wir diese Elemente herausfaktorisieren.  Beachte, dass erst die Transitivit¨at der Operation von G auf Ω die Unabh¨angigkeit der ki von ω gew¨ahrleistet. 2.1.14 Definition (Valenz) Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.1.13. Dann heißen die Zahlen ki f¨ ur 1 ≤ i ≤ d die Valenzen fu ¨r die Operation von G auf Ω × Ω. 2.1.15 Lemma Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 2.1.13 gilt: ki = |H|−1|Di |. Insbesondere ist die Valenz ki die Anzahl der Nebenklassen von H in G in der Doppelnebenklasse Di . Beweis: Wir betrachten die Bahn von H auf {Hgih : h ∈ H} unter Rechtsmultiplikation und erhalten mit dem Bahnensatz |Hgi|−1 |Di | = |H : HHgi |. F¨ ur den Stabilisator gilt HHgi = H ∩ H gi , woraus die Behauptung folgt.







2.1.16 Definition und Bemerkung (Adjazenzmatrizen) Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.1.12. Zudem seien {Di : 1 ≤ i ≤ d} die Menge der Doppelnebenklassen von H in G und RΩ sei der zugeh¨orige Permutationsmodul u ¨ ber R. F¨ ur 1 ≤ i ≤ d und ω ∈ Ω sei dann ϕi ∈ EndR (RΩ) definiert durch X ϕi (ω) := ω′. ω ′ ∈Ωi (ω)
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Dann ist offensichtlich ϕi ∈ EndRG (RΩ). F¨ ur 1 ≤ i ≤ d sei Ai die Matrix, deren Zeilen und Spalten durch Ω induziert sind und deren Eintr¨age gegeben sind durch   1R , falls (ω, ω ′) ∈ Ωi 1R , falls ω ′ ∈ Ωi (ω) = [Ai ]ω,ω′ = 0 , sonst. 0 , sonst Diese Matrizen sind die Abbildungsmatrizen von ϕi auf RΩ bez¨ uglich der Basis Ω und heißen die Adjazenzmatrizen von G auf Ω. ¨ In Ubereinstimmung mit der Rechtsoperation, die die MeatAxe benutzt, haben wir die zugeh¨origen Abbildungsmatrizen bez¨ uglich der Basis Ω in Zeilenkonvention definiert. Man verifiziert leicht, dass ϕi ◦ ϕj dann zu Aj Ai korrespondiert. 2.1.17 Bemerkung Die Adjazenzmatrix Ai hat genau ki = |H|−1|Di | (i-te Valenz) Einsen in jeder Spalte und Zeile. 2.1.18 Lemma (Schur (1933)) Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Dann bilden die Endomorphismen ϕ1 , ϕ2 , . . . , ϕd eine R-Basis von EndRG (RΩ), die so genannte Schur Basis. Beweis: Die lineare Unabh¨angigkeit erkennen wir sofort, wenn wir die Adjazenzmatrizen betrachten, die paarweise disjunkte Tr¨ager haben. Auch die RGLinearit¨at ist klar, wenn wir die Gleichheit Ωi (ωg) = Ωi (ω)g beachten. Es bleibt zu zeigen, dass die Schur-Basis den ganzen Raum aufspannt. Seien also ψ ∈ EndRG (RΩ) beliebig und Aψ := [aω,ω′ ]ω,ω′ ∈Ω die zugeh¨orige Abbildungsmatrix. Dann ist f¨ ur ein beliebiges g ∈ G und ω ∈ Ω X ψ(ω)g = aω,ω′ ω ′ g ω ′ ∈Ω



und ψ(ωg) =



X



aωg,ω′ ω ′



ω ′ ∈Ω



=



X



aωg,ω′′ g ω ′′ g,



ω ′′ ∈Ω



wobei wir ω ′′ = ω ′ g −1 gesetzt haben. Nach Koeffizientenvergleich sehen wir ur alle ω ′ ∈ Ω. Damit ist Aψ eine R-Linearkombination der aω,ω′ = aωg,ω′ g f¨ Adjazenzmatrizen.  2.1.19 Korollar (vgl. [BI84, Thm. II 1.3]) Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Zus¨atzlich sei {P(g) : g ∈ G} die Menge der Permutationsdarstellungsmatrizen von G auf Ω (vergleiche Definition 1.7.1).
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Dann ist die Menge A aller |Ω| × |Ω| Matrizen u ¨ ber R, die mit allen Permutationsmatrizen P(g) f¨ ur g ∈ G kommutieren, eine R-Algebra. Diese wird von den Adjazenzmatrizen aufgespannt. Wir nennen A den Zentralisator-Ring von G u ¨ber Ω. Insbesondere sind A und EndRG (RΩ) als R-Algebren isomorph. Nach Lemma 2.1.18 bilden die Adjazenzmatrizen A1 , A2 , . . . , Ad eine R-Basis von A.  2.1.20 Lemma Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.1.16. Zudem sei Ω die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G. F¨ ur 1 ≤ i, j, t ≤ d seien ptij ∈ R durch ϕi ϕj = P t 1≤t≤d pij ϕt definiert. Dann gilt ptij = |Ωj (Hg) ∩ Ωi (Hg ′)| · 1R = |H|−1|Di ∩ gt Dj−1 | · 1R



f¨ ur ein fest gew¨ahltes Element (Hg, Hg ′) ∈ Ωt . Beweis: Es seien Ai und Aj die zu ϕi bzw. ϕj geh¨origen Adjazenzmatrizen. Wir ′ berechnen P den (Hg, Hg )-Eintrag von Aj Ai (vergleiche Bemerkung 2.1.16), der durch Hg′′ ∈Ω [Aj ]Hg,Hg′′ [Ai ]Hg′′ ,Hg′ gegeben ist. Es ist [Aj ]Hg,Hg′′ [Ai ]Hg′′ ,Hg′ = 1 genau dann, wenn (Hg, Hg ′′) ∈ Ωj und (Hg ′′, Hg ′) ∈ Ωi gilt, wenn also Hg ′′ ∈ Ωj (Hg) und Hg ′′ ∈ Ωi (Hg ′) ist. Daraus folgt die erste Gleichheit. Es sei (H, Hgt) ∈ Ωt das fest gew¨ahlte Element. Dann gilt: |Ωj (H) ∩ Ωi (Hgt )| = = = = = =



|{Hg ∈ Ω : (H, Hg) ∈ Ωj und (Hg, Hgt) ∈ Ωi }| |H|−1 |{g ∈ G : g ∈ Dj und gt g −1 ∈ Di }| |H|−1 |{g ∈ G : g ∈ Dj und g −1 ∈ gt−1 Di }| |H|−1 |{g ∈ G : g ∈ Dj ∩ Di−1 gt }| |H|−1 |Dj gt−1 ∩ Di−1 | |H|−1 |Di ∩ gt Dj−1 |. 



2.1.21 Definition (Strukturkonstanten) Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.1.20. Dann heißen die nat¨ urlichen Zahlen ptij die Strukturkonstanten von G auf Ω. ¨ In den obigen Uberlegungen haben wir eine Basis von E := EndRG (RΩ) angegeben und diskutiert. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die zu E isomorphe Hecke-Algebra H := H(G, H, eH RH) und untersuchen insbesondere ausgezeichnete Basen darin. 2.1.22 Satz (vgl. [CR81, Prop. (11.30)]) Der Ring R erf¨ ulle |H| ∈ R∗ . Wir bezeichnen die Doppelnebenklassen von H in G mit {Di : 1 ≤ i ≤ d} und Repr¨asentanten dieser Doppelnebenklassen mit {1 = g1 , g2 , . . . , gd}. Weiter seien ki = |H : H∩H gi | f¨ ur 1 ≤ i ≤ d diePValenzen von G auf Ω × Ω. Schließlich sei H := H(G, H, eH RH) mit eH = |H|−1 h∈H h ∈ RG die Hecke-Algebra zu eH .
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(a) Setze ai := ki · eH gi eH f¨ ur 1 ≤ i ≤ d. Dann gilt ai = |H|−1



X



ˆi y = |H|−1D



(2.2)



y∈Di



und es ist {ai : 1 ≤ i ≤ d} eine R-Basis f¨ ur H. Die Basiselemente ai sind unabh¨angig von der Wahl der Doppelnebenklassenvertreter. Wegen der Wahl von g1 = 1 ist a1 = eH . (b) F¨ ur 1 ≤ i, j ≤ d gilt: ai aj =



d X



µtij at



t=1



f¨ ur gewisse



µtij



∈ R. Es gilt



µtij = |H|−1|Di ∩ gt Dj−1 |. Nach Lemma 2.1.20 sind die Koeffizienten µtij gleich den Strukturkonstanten ptij . (c) Der Ring R erf¨ ulle zus¨atzlich, dass ki ∈ R∗ f¨ ur 1 ≤ i ≤ d gilt. Wir definieren die Abbildung d X ψ : H −→ R, λi ai 7→ λ1 . i=1



Dann ist



β : H × H −→ R : (a, b) 7→ ψ(ab) eine nicht ausgeartete symmetrische und assoziative Bilinearform auf H×H. Es sei a∨i := eH gi−1 eH = ki−1 ai∗



(2.3)



f¨ ur 1 ≤ i ≤ d. Dann sind die Mengen {ai : 1 ≤ i ≤ d} und {a∨i : 1 ≤ i ≤ d} bez¨ uglich β zueinander duale Basen.  2.1.23 Definition (Standardbasis) ur Die Bezeichnungen seien wie in Satz 2.1.22. Dann heißen die Elemente ai f¨ 1 ≤ i ≤ d die Standardbasis-Elemente von H und {ai : 1 ≤ i ≤ d} ist die Standardbasis von H.
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2.1.24 Korollar (Formel von Ree, vgl. [CR81, Prop. (11.34)]) Es seien die Voraussetzungen wie in Lemma 2.1.5 und Satz 2.1.22. Zudem seien χ ∈ IrrH(G) und µ := χH der zu χ korrespondierende irreduzible Charakter von H (vergleiche Satz 2.1.6). Wir fixieren x ∈ G und die Konjugiertenklasse C von G mit x ∈ C. Dann spezialisiert sich die Formel von Ree in Gleichung (2.1) zu χ(x) = |CG (x)||H|−1



d X



ki−1 µ(ai )|C ∩ Di |



i=1



!



d X



ki−1 µ(a∨i )µ(ai )



i=1



!−1



.



ˆ ⊂ G im Folgenden f¨ Beweis: Zur vereinfachenden Schreibweise sei mit X ur P ˆ := eine Menge X die Summe X x gemeint. F¨ u r ein x ∈ C sei zudem D x x∈X diejenige Doppelnebenklasse, in der x liegt. Dann gilt: X ˆ H = |H|−2 eH Ce hxh′ x∈C,h,h′ ∈H



= |H|−2



X



ˆx |H|2|Dx |−1 D



x∈C



Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen, da |H|2 |Dx |−1 die H¨aufigkeit ist, mit der ein Element in einer Doppelnebenklasse Dx als hxh′ f¨ ur h, h′ ∈ H dargestellt werden kann. Daher folgt: ˆ H = eH Ce



d X



ˆj |C ∩ Dj ||Dj |−1 D



j=1



=



d X



ˆj |C ∩ Dj |kj−1 |H|−1 D



j=1



=



d X



|C ∩ Dj |kj−1 aj .



j=1



Damit ist ˆ H) = χ(eH Ce



d X



|C ∩ Di |ki−1 µ(ai ).



i=1



Wegen eH xeH = ki−1 ai f¨ ur alle x ∈ Di folgt X



χ(eH y −1eH )χ(eH yeH ) =



y∈G



und damit die Behauptung.



d X i=1



|Di |ki−2 µ(a∨i )µ(ai ) = |H|



d X



ki−1 µ(a∨i )µ(ai )



i=1
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Die in der Formel von Ree auftretenden Koeffizienten |C ∩ Di | spielen auch bei der Bestimmung der Charaktertafeln von Hecke-Algebren in Abschnitt 2.3 und bei der Untersuchung des Zentrums von Hecke-Algebren in Abschnitt 2.4 eine große Rolle. Wir wollen sie deshalb in die folgende Definition aufnehmen. 2.1.25 Definition (Klassen-Nebenklassentafel) Die Konjugiertenklassen von G seien mit C1 , C2 , . . . , Cm und die Doppelnebenklassen von H in G mit D1 , D2 , . . . , Dd bezeichnet. Dann heißt die Matrix CCTH mit den Eintr¨agen [CCTH ]ij := |Ci ∩ Dj | f¨ ur 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ d die H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G. Ist die Untergruppe H klar, so schreiben wir CCTij . Die reduzierte Klassen-Nebenklassen-Tafel von G ist die Matrix rCCT = [bij ] mit |Ci ∩ Dj | bij = kj f¨ ur 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ d. 2.1.26 Bemerkung Die Anzahl der Elemente in einer Konjugiertenklasse, die in einer Nebenklasse liegen, ist konstant u ¨ber den Nebenklassen in einer Doppelnebenklasse. Dazu fixieren wir zwei Rechtsnebenklassen Hx1 und Hx2 , die beide in der Doppelnebenklasse Dj = Hgj H liegen, eine Konjugiertenklasse Ci und ein Element g ∈ Ci ∩ Hx1 . Nach Voraussetzung gibt es Elemente hl , h′l f¨ ur l = 1, 2 mit xl = h′l gj hl . Also gilt −1 −1 g ∈ Ci ∩Hx1 = Ci ∩Hgj h1 . Dann ist (h1 h2 ) g(h−1 1 h2 ) ∈ Ci ∩Hgj h2 = Ci ∩Hx2 . Daher ist jeder Eintrag der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel rCCT eine nat¨ urliche Zahl.



2.2



Endomorphismenringe aus H E NG (H) ≤ G



Es sei R ein kommutativer Hauptidealring. Die Datensammlung am Ende dieser Arbeit legt Strukturen der Endomorphismenringe der Permutationsmoduln RG H von speziellen Untergruppen H einer endlichen Gruppe G offen. Insbesondere untersuchen wir zu einer gegebenen Untergruppe H ≤ G nicht nur den EndoN morphismenring EndG (RG H ) sondern auch die Endomorphismenringe EndN (RH ) G und EndG (RN ) f¨ ur N := NG (H). In diesem Abschnitt wollen wir bereits theoretisch Zusammenh¨ange dieser Endomorphismenringe darstellen, die sich allein aus dem gruppentheoretischen Zugang H E N ≤ G ergeben. Zur vereinfachenden Schreibweise seien folgende Bezeichnungen eingef¨ uhrt: G EndG H := EndRG (RH ), N EndN H := EndRN (RH ).
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Wir werden auch weiterhin die dazu isomorphen Algebren bem¨ uhen und insbesondere die Adjazenzmatrizen der jeweiligen Algebren mit G HAi



und N HAi



bezeichnen. Wir nummerieren die Doppelnebenklassen Di , 1 ≤ i ≤ d von H in G so, dass D1 = H und f [ Di = N f¨ ur ein 1 ≤ f ≤ d i=1



gilt. Zudem bezeichne {g1 = 1, g2 , . . . , gd } ein Repr¨asentanten-System dieser Doppelnebenklassen. Die Nummerierung der n := |G : H| Nebenklassen H\G sei so gew¨ahlt, dass Hx1 = H und m [ Hxi = N mit m := |N : H| i=1



gilt. Dabei sei {x1 , x2 , . . . , xn } eine Transversale f¨ ur die (Rechts-)Nebenklassen von H in G. J. Jacob hat sich in ihrer Dissertation [Jac04, Sec. 1.2] mit dem allgemeineren Konzept der Assoziationsschemata auseinander gesetzt und entsprechende Ergebnisse wie in diesem Abschnitt gewonnen. Wegen der konkreten Handhabbarkeit N G im speziellen Fall von EndG H , EndH und EndN wollen wir die Situation nochmals studieren. Wir konzentrieren uns auf den strukturellen Zusammenhang zwischen EndG H und N EndN . Beachte, dass der Endomorphismenring End als R-Algebra isomorph H H zum Gruppenring RN/H ist. 2.2.1 Lemma Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. (a) Dann gilt f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ f und 1 ≤ s, t ≤ m: N [G HAi ]Hxs ,Hxt = 1 ⇐⇒ [HAi ]Hxs ,Hxt = 1.



(b) F¨ ur alle 1 ≤ i ≤ f , 1 ≤ s, t ≤ m und m + 1 ≤ v ≤ n gilt G [G HAi ]Hxs ,Hxv = 0 und [HAi ]Hxv ,Hxt = 0.



(c) Es gilt f¨ ur alle f + 1 ≤ i ≤ d und 1 ≤ s, t ≤ m: [G HAi ]Hxs ,Hxt = 0.
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Zusammenfassend haben wir f¨ ur 1 ≤ i ≤ f Adjazenzmatrizen der Form   0m,n−m ∗ G , HAi = 0n−m,m ∗∗ wobei ∗ eine Matrix der Dimension m × m ist. F¨ ur f + 1 ≤ i ≤ d haben die Adjazenzmatrizen die Gestalt   0m,m ∗ G , HAi = ∗˜ ∗∗ wobei ∗ und ˜∗ und ∗∗ entsprechend dimensionierte Matrizen sind. Beweis: (a) Es ist [N H Ai ]Hxs ,Hxt = 1 genau dann, wenn ein g ∈ N mit (Hxs , Hxt ) = (Hgig, Hg) existiert, woraus wegen g ∈ N ⊆ G sofort auch [G HAi ]Hxs ,Hxt = 1 folgt. Ist umgekehrt [G HAi ]Hxs ,Hxt = 1, so existiert ein g ∈ G mit (Hxs , Hxt ) = (Hgig, Hg). Somit ist g = hxt f¨ ur ein h ∈ H. Wegen 1 ≤ t ≤ m und H ≤ N ist g ein Element von N. Daraus folgt die umgekehrte Richtung. ur ein m + 1 ≤ v ≤ n. Dann ist (b) Wir nehmen an [G HAi ]Hxs ,Hxv = 1 f¨ Hxs x−1 H = Hg H und nach Voraussetzung an i ist Hgi H ⊆ N. Wegen i v H ≤ N und xs ∈ N ist also xv ∈ N. Dies steht im Widerspruch zur Wahl der Nummerierung. Die andere Behauptung wird analog gezeigt. are Hxs x−1 (c) W¨are [G t H = Hgi H also xs xt ∈ Hgi H. HAi ]Hxs ,Hxt = 1, so w¨ Andererseits ist xs xt ∈ N wegen 1 ≤ s, t ≤ m. Das steht im Widerspruch zur Wahl der Nummerierung.  ¨ Aus diesen Uberlegungen folgt der Satz, der den Zusammenhang zwischen EndN H G und EndH erl¨autert. 2.2.2 Satz Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Dann ist die Abbildung G ι : EndN H −→ EndH ,



N HAi



7→



G HAi



f¨ ur 1 ≤ i ≤ f



ein injektiver R-Algebren-Homomorphismus. Insbesondere kann EndN H als UnterG algebra von EndH aufgefasst werden. 



2.3



Charaktertafeln



Auch die modulare Darstellungstheorie der Gruppen wird zu einem gewissen Grad von der gew¨ohnlichen bestimmt. Wie wir im letzten Abschnitt sahen und in den
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n¨achsten Abschnitten sehen werden, spielt die gew¨ohnliche Charaktertafel eine große Rolle. In diesem Abschnitt arbeiten wir (bereits bekannte) Methoden auf, die Charaktertafel einer Hecke-Algebra mit Hilfe der Charaktertafel der zugrunde liegenden Gruppe zu berechnen. Wir halten f¨ ur diesen Abschnitt die folgenden Bezeichnungen fest. Es sei K ein K¨orper mit char(K) = 0. Weiter seien G eine Gruppe, C1 , C2 , . . . , Cm die Konjugiertenklassen von G und 1 = y1 , y2 , . . . , ym Vertreter mitP yi ∈ Ci . Wir fixieren −1 eine Untergruppe H ≤ G und das Idempotent eH := |H| h∈H h sowie die zugeh¨orige Hecke-Algebra H := H(G, H, eH KH) mit Standardbasis {a1 , a2 , . . . , ad }. Weiter seien H = D1 , D2 , . . . , Dd die Doppelnebenklassen von H in G und gi ∈ Di f¨ ur 1 ≤ i ≤ d. Schließlich bezeichnen wir mit [CCT]ij = [|Ci ∩ Dj |] die H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G (vergleiche Definition 2.1.25) und mit [ct(G)]ij = [χi (yj )] die Charaktertafel von G. 2.3.1 Lemma Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann kann man die Charaktertafel von H aus der Charaktertafel von G mittels der H-Klassen-Nebenklassen-Tafel wie folgt berechnen: m X −1 ∗ −1 χi (yl )|Cl ∩ Dj |]∗ , [µi (aj )] = |H| [ct(G) · CCT]ij = |H| [ l=1



wobei [·]∗ aus [·] durch Streichen der Nullzeilen entsteht.



Beweis: Wir haben in Satz 2.1.22 die Basiselemente ai durch ai = ki eH gi eH definiert. Weiterhin korrespondiert zu jedem irreduziblen Charakter µi von H ein irreduzibler Charakter χi von G, so dass (χi )|H = µi gilt. Daher folgt f¨ ur 1 ≤ j ≤ d: µi (aj ) = kj χi (eH gj eH ) X = |H|−2 kj χi (hgj h′ ) h,h′ ∈H



Nach Lemma 2.1.15 ist kj = |Dj |/|H|. Außerdem kommt jedes Element aus Dj in obiger Summe genau |H|2|Dj |−1 mal vor. Somit gilt: µi (aj ) = |Dj |/|H|3



X



χi (x)|H|2 |Dj |−1



x∈Dj



= |H|−1



m X



χi (yl ) · |Cl ∩ Dj |



l=1



= |H|



−1



[ct(G) · CCT]i,j .



ur Ist hingegen χ ∈ IrrK (G)\IrrH(G), so ist χ(eH gj eH ) = 0 nach Bemerkung 2.1.9 f¨ alle 1 ≤ j ≤ m. Daher ist die entsprechende Zeile im Matrixprodukt [ct(G)·CCT]
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eine Nullzeile. Weil χ zu keinem gew¨ohnlichen irreduziblen Charakter von H korrespondiert, folgt insgesamt die Behauptung.  Dieses Ergebnis war bereits bekannt und wird beispielsweise in [Alp08] erw¨ahnt. Allerdings war eine Referenz f¨ ur den Beweis unbekannt. Genau wie bei Gruppen k¨onnen wir u ¨ber die Charakterwerte Folgendes sagen: 2.3.2 Bemerkung (vgl. [Zie05, La. 9.2.5]) Wir nehmen von dem K¨orper K zus¨atzlich an, dass er algebraisch abgeschlossen ist. Weiter sei µ ein irreduzibler Charakter von H. Dann ist µ(ai ) f¨ ur 1 ≤ i ≤ d eine ganze algebraische Zahl, d.h. es existiert ein normiertes Polynom f ∈ Z[X]\Z mit f (µ(ai)) = 0. Beweis: Die lineare Fortsetzung θ der Abbildung ai 7→ Atr i , wobei Ai die Adjazenzmatrizen (Korollar 2.1.19) des zugeh¨origen Zentralisatorrings bezeichnen, ist ein K-Algebren-Isomorphismus. Via θ k¨onnen wir die Standardbasis von H mit der von A identifizieren und trotz der formalen Ungenauigkeit µ(Ai ) schreiben. Weil A halbeinfach ist, k¨onnen alle Adjazenzmatrizen simultan auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden, wobei jeder Unterblock jeweils zu einer irreduziblen Darstellung von geh¨ort. Weil Ai nur 1 und 0 als Eintr¨age hat, sind die Nullstellen von XEn − Ai ganz algebraisch und damit die Charakterwerte µ(Ai ) als Summe von Eigenwerten von Ai auch.  2.3.3 Korollar Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Es sei [µi (aj )] die Charaktertafel von H. (a) F¨ ur alle χ ∈ IrrK (G) \ IrrH(G) gilt: m X



χ(yl )|Cl ∩ Dj | = 0 f¨ ur alle 1 ≤ j ≤ d.



l=1



(b) F¨ ur alle 1 ≤ j ≤ d gilt X



χ(1)µχ (aj ) =



χ∈IrrH (G)







|G : H|, j = 1 0, sonst.



(c) Ist H E G ein Normalteiler von G, so ist H als Algebra isomorph zur Gruppenalgebra K(G/H) und die Repr¨asentanten g1 , g2 , . . . , gd der Doppelnebenklassen sind zugleich Vertreter f¨ ur die Nebenklassen von H in G. Dann gilt m X −1 |Cl ∩ Dj |χi (gl ) = χi (gj ). µi (aj ) = |H| l=1



Damit enstpricht χ genau dem inflationierten Charakter von µ.
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Beweis: (a) Im Beweis zu Lemma 2.3.1 sehen wir, dass die zu χ geh¨orige Zeile in der Matrix |H|−1 [ct(G)CCT]ij eine Nullzeile ist, woraus die Behauptung sofort folgt. (b) Zum Zweck der u ¨ bersichtlicheren Darstellung benutzen wir an dieser Stelle dH(G) := Irr(G) \ IrrH(G). Es gilt nach Lemma 2.3.1 die Schreibweise Irr X X X χ(1)µχ (aj ) = |H|−1 χ(1)χ(xl )|Cl ∩ Dj | χ∈IrrH (G)



= |H|−1



X



1≤l≤m







|Cl ∩ Dj | 



1≤l≤m χ∈IrrH (G)



X



X



χ(1)χ(xl ) −



c H (G) χ∈Irr



χ∈Irr(G)







χ(1)χ(xl ) .



Mit den 2. Orthogonalit¨atsrelationen f¨ ur Gruppen (vergleiche beispielsweise [CR81, Prop. (9.26)]) erhalten wir im Fall j = 1 X X X χ(1)µχ (a1 ) = |G : H| − |H|−1 |Cl ∩ D1 | χ(1)χ(xl ), 1≤l≤m



χ∈IrrH (G)



c H (G) χ∈Irr



und im Fall j = 6 1 X X |Cl ∩ Dj | χ(1)µχ (aj ) = −|H|−1 1≤l≤m



χ∈IrrH (G)



F¨ ur die letzte Summation gilt nach (a): X X X |Cl ∩ Dj | χ(1)χ(xl ) = 1≤l≤m



cH χ∈Irr



χ(1)



X



χ(1)χ(xl ).



c H (G) χ∈Irr



X



|Cl ∩ Dj |χ(xl ) = 0.



1≤l≤m



c H (G) χ∈Irr



Insgesamt folgt die Behauptung. (c) Es seien 1 ≤ l1 , l2 ≤ m mit Cl1 ∩ Dj 6= ∅ und Cl2 ∩ Dj 6= ∅ gegeben. Wir betrachten χ ˆi ∈ IrrK (G/H), definiert durch χˆi (gH) := χi (g). Dann gilt χi (gl1 ) = χi (gl2 ) = χ ˆi (gj H). Daher folgt µi (aj ) = |H|−1



m X



|Cl ∩ Dj |χi (gl ) = |H|−1



l=1



weil



Pm



l=1



|Cl ∩ Dj | = |Dj | = |H| ist.



m X



|Cl ∩ Dj |χi (yj ) = χi (yj ),



l=1
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2.3.4 Lemma (vgl. [CR81, Thm. (11.32)]) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zus¨atzlich seien χ ∈ IrrH, εKG ∈ KG das zu χ geh¨orige zentrale Idempotent von KG und µ := χ|H der zu χ χ geh¨orige irreduzible Charakter von H. Dann ist eH εKG nach Korollar 2.1.10 ein χ Idempotent von H und wir erhalten die Darstellung d



eH εKG χ



d



d



χ(1) X µ(ai ) b χ(1) X χ(1) X = Di = µ(ai )a∨i = µ(a∨i )ai . |G : H| i=1 |Di | |G : H| i=1 |G : H| i=1



Beweis: Mit Dg bezeichnen wir die Doppelnebenklasse, zu der g geh¨ort. Zur Erinnerung sei f¨ ur einen Index i der Index i∗ wie in Definition 2.1.12 definiert. Es gilt:



eH



! χ(1) χ(1) X χ(g)g −1 eH = |G| g∈G |H|2|G| = =



X



χ(g)hg −1h′



g∈G,h,h′ ∈H



χ(1) X |H|2 b Dg−1 χ(g) |H|2|G| g∈G |Dg−1 |



m X D b g−1 χ(1) X χ(xj ) |G| j=1 |Dg−1 | g∈C j



=



χ(1) |G|



m X



χ(xj )



d X



|Cj ∩ Di |



i=1



j=1



b i∗ D . |Di∗ |



Mit Lemma 2.3.1, Lemma 2.1.15 und Gleichung (2.2) auf Seite 28 gilt dann: ! d m b i∗ χ(1) X D χ(1) X X −1 eH eH = χ(g)g χ(xj )|Cj ∩ Di | |G| g∈G |G| i=1 j=1 |Di∗ | d



=



χ(1) X µ(ai ) b Di∗ |G : H| i=1 |Di∗ | d



χ(1) X µ(ai ) ai∗ = |G : H| i=1 ki d



χ(1) X µ(ai )a∨i . = |G : H| i=1



Die letzte Gleichheit folgt aus Gleichung (2.3) in Lemma 2.1.22.  K Wie schon in Korollar 2.1.8 bemerkt, ist der Endomorphismenring E des PerG mutationsmoduls KH genau dann kommutativ, wenn alle irreduziblen Konstituenten im Permutationscharakter mit Vielfachheit 1 vorkommen. Nach dem Satz
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von Wedderburn ist aber in diesem Fall dimK EK = dimK Z(EK ) =



X



µχ (1)2 .



χ∈IrrE K (G)



Andererseits indizieren wir die Spalten der Charaktertafel mit allen Adjazenzmatrizen, so dass wir genau im kommutativen Fall eine quadratische Charaktertafel haben.



2.4



Das Zentrum



Wir fixieren eine Gruppe G und eine Untergruppe H ≤ G von G. Es seien F ein K¨orper mit char(F ) ∤ |G|,P so dass F Zerf¨allungsk¨orper von F G ist. Dann ist −1 das Idempotent eH := |H| onnen die Hecke-Algebra h∈H h ∈ F H und wir k¨ H := eH F GeH betrachten. Mit A bezeichnen wir die dazu isomorphe Adjazenzalgebra. Die Standardbasis von H sei mit {a1 , a2 , . . . , ad } bezeichnet (vergleiche Satz 2.1.22). Die Konjugiertenklassen von G seien mit C1 , C2 , . . . , Cm und die Doppelnebenklassen von H in G mit D1 , D2 , . . . , Dd bezeichnet. Schließlich sei (r)CCT die (reduzierte) H-Klassen-Nebenklassen-Tafel von G (vergleiche Definition 2.1.25). Zur Erinnerung: In Lemma 2.1.10 wurde bereits eH Z(F G)eH = Z(H) = Z(eH F GeH ) bewiesen. Wir wollen den K¨orper F in dieser Formulierung spezifizieren und als Element eines p-modularen Zerf¨allungssystems verstehen. Es sei (K, O, k) ein pmodulares Zerf¨allungssystem f¨ ur G mit p = char(k) ∤ |G|. Zudem seien wie in Lemma 2.1.10 die einfachen KG-Moduln mit V1 , V2 , . . . , Vl bezeichnet, wobei die Anordnung so gew¨ahlt ist, dass V1 eH 6= 0, V2 eH 6= 0, . . . , Vr eH 6= 0 und Vr+1 eH = 0, . . . , Vl eH = 0



(2.4)



f¨ ur ein 1 ≤ r ≤ l gilt. F¨ ur 1 ≤ i ≤ l seien O-Formen von Vi mit Xi bezeichnet. − Schließlich sei : OG → kG, x 7→ x die kanonische Abbildung. Beachte, dass kG halbeinfach ist und somit die reduzierten Gitter X i f¨ ur 1 ≤ i ≤ l die projektiv unzerlegbaren kG-Moduln sind. 2.4.1 Lemma Die Bezeichnungen seien wie gerade erl¨autert. Dann gilt: dimK (Z(eH KGeH )) = dimk (Z(eH kGeH )).
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Beweis: Nach Lemma 1.2.10 und Bemerkung 1.7.2(b) gilt: G dimk (X i eH ) = dimk (HomkG (kH , X i )) G , Xi )) = dimk (HomOG (OH G = rangO (HomOG (OH , Xi )) G = dimK (HomKG (KH , Vi )),



wobei das zweite Gleichheitszeichen nach Lemma 1.3.9 gilt. Mit [NT89, Thm. 11.7] folgt daraus: G dimk (X i eH ) = dimK (HomKG (KH , Vi )) = dimK (Vi eH ).



Daraus folgt, dass genau dann X i eH = 0 ist, wenn Vi eH = 0 ist. Nach Lemma 1.2.13 sind somit X i eH f¨ ur 1 ≤ i ≤ r die einfachen eH kGeH -Moduln und es folgt die Behauptung.  ˆ ˆ ˆ In Gruppenalgebren ist die Menge {C1 , C2 , . . . , Cn } der Konjugiertenklassensummen eine K-Basis des Zentrums. Wir k¨onnen die zugeh¨origen kondensierten Elemente eH Cˆi eH untersuchen und erhalten das folgende Lemma: 2.4.2 Lemma Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann gilt f¨ ur 1 ≤ i ≤ n eH Cˆi eH =



d X



[CCT]ij a∨j ∗



j=1



=



d X



[rCCT]ij aj .



j=1



Insbesondere ist dimK (Z(eH KGeH )) = rang(CCT). Beweis: Im Beweis zu Korollar 2.1.24 haben wir bereits die Gleichheit eH Cˆi eH =



d X



kj−1 |Ci ∩ Dj |aj



j=1



gezeigt. Aus Gleichung (2.3) (Seite 28) folgt eH Cˆi eH =



d X



|Ci ∩ Dj |a∨j ∗ .



j=1



Weil |Ci ∩ Dj | genau der i, j-Eintrag der Klassen-Nebenklassen-Tafel ist, folgt zusammen mit Lemma 2.1.10, dass dimK (Z(H)) = dimK (im(CCT)) = rang(CCT) ist.  J. L. Alperin hat das Zentrum einer Hecke-Algebra u ¨ber Z als additive abelsche Gruppe untersucht. Bevor wir sein Ergebnis zitieren, m¨ ussen wir die darin vorkommenden Strukturen pr¨azise einordnen.
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P Es sei eH := |H|−1 h∈H h ∈ QG, aufgefasst als Element des Gruppenrings u ¨ ber den rationalen Zahlen. Wir setzen HZ := hai : 1 ≤ i ≤ diZ . ∼ Nach Bemerkung 1.7.2 ist eH ZG ∼ = ZG H , und es gilt HZ = EndZG (eH ZG) nach Satz 2.1.22(b). Betrachte nun Z0 := eH Z(ZG)eH = heH Cˆi eH : 1 ≤ i ≤ miZ . Wegen Bemerkung 2.1.26 und Lemma 2.4.2 gilt Z0 ≤ HZ . Offensichtlich ist eH ZGeH ≤ QG, so dass wir innerhalb von QG die Inklusion Z0 ≤ Z := Z(HZ ) ≤ HZ ≤ eH ZGeH ≤ QG haben. 2.4.3 Satz ([Alp08]) Die Bezeichnungen seien wie oben. Dann ist der Quotient Z/Z0 = Z(HZ )/eH (Z(ZG))eH eine abelsche Gruppe von endlicher Ordnung, die gleich dem Produkt aller (von 0 verschiedenen) Invariantenteiler der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel ist. Beweis: Beachte zun¨achst, dass Z/Z0 nach Lemma 2.1.10 mit F = Q endliche Ordnung hat. Wir beweisen die Aussage in zwei Schritten. 1.Schritt: Zeige, dass Z/Z0 die Torsionsgruppe der endlich erzeugten abelschen Gruppe HZ /Z0 ist. Es sei T /Z0 die Torsionsgruppe von HZ /Z0 . Dann gibt es f¨ ur ein beliebiges Element t ∈ T eine nat¨ urliche Zahl n, so dass nt =: zt ∈ Z0 ist. Also gilt f¨ ur den Kommutator [t, h] := th − ht: n[t, h] = nth − nht = zt h − hzt = 0, so dass [t, h] endliche Ordnung f¨ ur ein beliebiges h ∈ HZ hat. Aber in der freien abelschen Gruppe HZ hat nur das Element 0 endliche Ordnung. Daher gilt T ⊆ Z und es folgt Gleichheit. 2. Schritt: Zeige, dass sich die Torsionsgruppe Z/Z0 von HZ /Z0 aus den von 0 verschiedenen Invariantenteilern von [rCCT] berechnet. Weil {ai : 1 ≤ i ≤ n} eine Z-Basis von HZ ist und Z0 = heH Cˆi eH : 1 ≤ i ≤ niZ gilt, folgt mit Lemma 2.4.2 die Behauptung.  Betrachten wir die Situation aus Satz 2.4.3 u ¨ ber einem Zerf¨allungsk¨orper K von G, so dass char(K) ∤ |G|. Dann gibt es genau r (von 0 verschiedene) Invariantenteiler in der reduzierten Klassen-Nebenklassen-Tafel, wobei r wie in (2.4) auf Seite 37 die Anzahl der einfachen eH KGeH -Moduln (bis auf Isomorphie) ist.
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2.4.4 Lemma Es seien f1 , f2 , . . . , fr die von 0 verschiedenen Invarianten-Teiler der KlassenNebenklassen-Tafel mit f1 | f2 | · · · | fr . Dann gilt p | |G| f¨ ur jede Primzahl p mit p | fr . Beweis: Wir nehmen an, p | fr und p ∤ |G|. Es seien alle Bezeichnungen wie in Satz 2.4.3. Dann existiert eine Z-Basis {z1 , z2 , . . . , zr } von Z = Z(HZ ), so dass {f1 z1 , f2 z2 , . . . , fr zr } eine Z-Basis von Z0 = eH Z(ZG)eH ist. Betrachte ein p-modulares Zerf¨allungsystem (K, O, k). Dann ist eH ∈ OG und wir k¨onnen Z0,O := eH Z(OG)eH betrachten. Einerseits ist dimK (eH Z(KG)eH ) = r = rangO (Z0,O ) und {f1 z1 , f2 z2 , . . . , fr zr } ist auch eine O-Basis von Z0,O . Andererseits ist Z0,O = eH Z(kG)eH wegen Z0,O = heH Cˆi eH : 1 ≤ i ≤ miO . Aber fr zr = f r z r = 0, weswegen dimk (eH Z(kG)eH ) < r gilt. Das ist aber wegen Lemma 2.1.10 ein Widerspruch zu Lemma 2.4.1.  Wir haben am Ende dieser Arbeit eine Datensammlung bereit gestellt, die eine Auflistung s¨amtlicher Strukturmerkmale von verschiedenenen Endomorphismenringen aufzeigt. Von den einigermaßen klein-dimensionalen Beispielen k¨onnen wir die Dimension des Zentrums in verschiedenen Charakteristiken untersuchen. Zum einen bemerken wir hier, dass hin und wieder eine Dimensionsvergr¨oßerung beim ¨ Ubergang von Charakteristik 0 nach Charakteristik p stattfindet (etwa beim Endomorphismenring EndKG (KPG ) f¨ ur G = A6 , P ∈ Syl5 (G), p = 5). Auff¨allige andere Merkmale des Zentrums insbesondere im Hinblick auf die modulare Darstellungstheorie dieser Algebren haben wir an diesen Beispielen nicht festgestellt. ¨ Uberhaupt ist ein Zusammenhang zwischen den modularen Charakteren oder deren Anzahl modulo p und der Dimension des Zentrums u ¨ber Charakteristik p nicht offensichtlich.



2.5



Symmetrische Endomorphismenringe



Es sei (K, O, k) ein p-modulares System. Das eindeutig bestimmte maximale Ideal p von O sei von π erzeugt. Es seien G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe. G Wir fixieren den Endomorphismenring E := EndOG (OH ) und bezeichnen die K Konstantenerweiterung E ⊗O K mit E . Die dazu isomorphe Adjazenzalgebra AK hat die Adjazenzmatrizen (A1 , A2 , . . . , Ad ) als K-Basis. Weil dies Matrizen mit (0, 1)-Eintr¨agen sind, k¨onnen wir (A1 , A2 , . . . , Ad ) als Basis von A bzw. Ak ∼ = A := A/Aπ betrachten. Insbesondere haben E, EK und Ek den gleichen Rang bzw. die gleiche Dimension. In diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Voraussetzungen A bzw. A symmetrische Algebren sind. Wir bekommen auf nat¨ urliche Weise zwei symmetrische Bilinearformen f¨ ur A. Die erste Bilinearform, deren Nicht-Ausgeartetheit genau bestimmbar ist, ergibt sich aus der nat¨ urlichen Darstellung, vergleiche dazu auch Satz 2.1.22(c).



2.6. Das Schur-Element



41



2.5.1 Lemma Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Sind alle Valenzen ki Einheiten in O, so sind A und Ak symmetrisch. Beweis: Es seien θ ∈ {O, k} und kiθ := ki, falls θ = O und kiθ := k i , falls θ = k ist. Dann ist die bilineare Fortsetzung von β N : Aθ × Aθ −→ θ : (Ai , Aj ) 7→ kiθ δij ∗ eine symmetrische und nicht ausgeartete Bilinearform.  Beachte, dass diese Bilinearform β N aus der natu ¨rlichen Darstellung, die die lineare Fortsetzung von Aθ → Aθ : Ai 7→ Ai ist, abgeleitet wird. Dann ist β N n¨amlich nach Skalierung gleich der Abbildung, die ein Tupel (A, A′ ) ∈ Aθ × Aθ auf die Spur ihres Produkts abbildet. Die zweite Bilinearform, ergibt sich aus der regul¨aren Darstellung. Allerdings finden wir hier keine einfache hinreichende Bedingung f¨ ur ihre Nicht-Ausgeartetheit. 2.5.2 Definition und Bemerkung (kollabierte Adjazenzmatrix) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zudem sei f¨ ur 1 ≤ i ≤ d die Matrix [Bi ]jt := ptji die zu Ai geh¨orige kollabierte Adjazenzmatrix. Dann ist die bilineare Fortsetzung β R der Abbildung Aθ × Aθ −→ θ : (Am , An ) 7→ Tr(Bm Bn ) =



n X



ptsm pstn ,



s,t=1



eine Bilinearform auf A. Die Indizierung β R deutet an, dass sich diese Bilinearform aus der regul¨ aren θ θ Darstellung ableitet, die die lineare Fortsetzung von A → A : Ai 7→ Bi ist, wobei Bi die zu Ai kollabierte Matrix bezeichnet. 2.5.3 Bemerkung Die Umkehrung von Lemma 2.5.1 ist nicht richtig. Man betrachte zum Beispiel die Mathieu-Gruppe G = M11 , die auf den Nebenklassen nach H := A6 .23 vielfachheitsfrei operiert. Dann ist |G : H| = 11, k1 = 1, k2 = 10. Die Gram-Matrix, die sich aus der zweiten Bilinearform β R ergibt, hat Determinante 121. Insbesondere sind die entsprechenden Algebren in Charakteristik p = 2, 5 symmetrisch, obwohl diese Primzahlen die Valenz k2 teilen und die erste Bilinearform β N ausgeartet ist.



2.6



Das Schur-Element



Es seien G eine Gruppe und H ≤ G eine Untergruppe. Zudem sei K ein K¨orper der Charakteristik 0, so dass KG und KH halbeinfach und zerfallend u ¨ber K sind.
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P Dann ist eH := |H|−1 h∈H h ∈ KH. Wir fixieren die zugeh¨orige Hecke-Algebra H := H(G, H, eH KH), die dann auch halbeinfach (vergleiche Satz 2.1.5) und symmetrisch (vergleiche Lemma 1.5.3) ist. Es sei β die nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform aus Satz 2.1.22 auf H. Die Standardbasis sei mit {a1 , a2 , . . . , ad } und die dazu duale Basis bzgl. β mit {a∨1 , a∨2 , . . . , a∨d } bezeichnet (vergleiche Satz 2.1.22). Außerdem sei {S1 , S2 , . . . , Sr } ein Repr¨asentantensystem der einfachen H-Moduln mit korrespondierenden irreduziblen Charakteren {µ1 , µ2 , . . . , µr } = IrrK (H). Wir wenden in diesem Abschnitt die Ergebnisse aus Abschnitt 1.6 auf unsere speziellen Voraussetzungen an. ur die zentral primitiven Idempotente die DarIn Proposition 1.6.6 finden wir f¨ stellung d 1 X ε Si = µi (a∨l )al . cSi l=1 Andererseits haben wir in Lemma 2.3.4 die Darstellung d



ε Si



χ(1) X µi (a∨l )al , = |G : H| l=1



wobei χi ∈ IrrK (G) der zu µi korrespondierende Charakter von G ist (vergleiche Satz 2.1.6). Da die zentral primitiven Idempotente unter den gegebenen Voraussetzungen nach Bemerkung 1.2.14 eindeutig sind, k¨onnen wir die Koeffizienten vergleichen und erhalten den folgenden Satz. 2.6.1 Satz Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie oben. Dann gilt f¨ ur das zum einfachen H-Modul Si geh¨orige Schur-Element cS i =



|G : H| . χi (1) 



2.7



Halbeinfachheit



In diesem Abschnitt seien G eine Gruppe, H ≤ G eine Untergruppe von G und F ein K¨orper. Wir fixieren den Endomorphismenring E := EndF (FHG ) und betrachten die dazu isomorphe Adjazenz-Algebra A. Es ist durchaus m¨oglich, dass der Gruppenring F G nicht halbeinfach ist, die Adjazenz-Algebra jedoch wohl (zum Beispiel der Endomorphismenring des Permutationsmoduls FPG f¨ ur eine pSylowgruppe P in G, die zudem ein Normalteiler von G ist). J. Jacob hat in ihrer Dissertation [Jac04] Beispiele angegeben, bei denen Valenzen von der zugrunde liegenden Charakteristik geteilt wurden; darunter fanden sich sowohl halbeinfache
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als auch nicht halbeinfache Adjazenz-Algebren, so dass f¨ ur eine Charakterisierung von Halbeinfachheit andere Verkn¨ upfungen der Bedingungen n¨otig sind als nur das Produkt der Valenzen. A. Hanaki hat in [Han00] die Frage nach der Halbeinfachheit von Adjazenz-Algebren beantwortet. Er kommt zu dem Resultat, dass die Halbeinfachheit an der so genannten Frame-Zahl der Adjazenz-Algebra entschieden werden kann. 2.7.1 Definition (Frame-Zahl) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts. Zus¨atzlich seien K ein K¨orper der Charakteristik 0 und χ1 , χ2 , . . . , χr ∈ IrrK (G) die Konstituenten des gew¨ohnlichen Permutationscharakters 1G H mit den jeweiligen Vielfachheiten mj . Es seien dimK (A) = d und k1 , k2, . . . , kd die Valenzen von A. Dann ist die FrameZahl von A durch Q |G : H|d di=1 ki F(A) := Qr m2j j=1 χj (1) definiert.



2.7.2 Lemma ([Wei76, Thm. L9]) Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Dann ist die Frame-Zahl eine ganze Zahl.  2.7.3 Satz ([Han00]) Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Zus¨atzlich seien (K, O, k) ein pmodulares System und F die Frame-Zahl von A. Dann ist die Adjazenz-Algebra Ak u  ¨ ber k genau dann halbeinfach, wenn p nicht die Frame-Zahl teilt. 2.7.4 Bemerkung Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.7.1. Zus¨atzlich nehmen wir an, dass H E G ein Normalteiler von G ist und dass K ein Zerf¨allungsk¨orper von KG ist. Dann ist die Adjazenz-Algebra isomorph zu K(G/H). Die Charaktere von IrrA(G) := {χ ∈ IrrK (G) : h1G 6 0} sind genau die inflationierten Charaktere H , χi = ur alle χ ∈ IrrA(G) nach Korollar von K(G/H) ∼ = A. Daher gilt χ(1) = µχ (1) f¨ 2.3.3(c). Die Frame-Zahl von A ist dann durch |G : H|d |G : H|d Q = 2 µχ (1) µχ (1)2 χ∈IrrA (G) χ(1) χ∈IrrA (G) µχ (1) P gegeben. Nun gilt nach Wedderburn χ∈IrrA (G) µχ (1)2 = d. Daher kann man die Faktoren in der Frame-Zahl wie folgt arrangieren: Y  |G : H| µχ (1)2 . F = µχ (1) F= Q



χ∈IrrA (G)



Weil G/H eine Gruppe ist, ist jeder einzelne Faktor eine ganze Zahl. Daher teilt p die Frame-Zahl genau dann nicht, wenn p keinen Faktor |G : H|/µχi (1) teilt.
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Dies ist genau das aus der modularen Darstellungstheorie von Gruppen bekannte Defekt-0-Kriterium f¨ ur die Charaktere von G/H.



2.8



Bl¨ ocke



Wir fixieren eine Gruppe G, eine Primzahl p und ein p-modulares Zerf¨allungssystem (K, O, k) f¨ ur G. Das eindeutig bestimmte maximale Ideal von O bezeichnen wir mit p. Wie im vorherigen Abschnitt seien H ≤ G und Ω die Menge der Rechtsnebenklassen von H in G. Dann operiert G auf Ω transitiv und wir bezeichnen den zugeh¨origen Permutationsmodul u ¨ber O mit OΩ. Schließlich seien E := EndOG (OΩ), EK = EndKG (OΩ) ⊗O K und Ek = EndkG (OΩ) ⊗O k. Wir k¨onnen nun auf das Tripel E, EK , Ek die Ergebnisse aus Abschnitt 1.3 anwenden. Zuvor erinnern wir an die Fitting-Korrespondenz (vergleiche Satz 1.2.5) angewendet auf EK . 2.8.1 Bemerkung Die Bezeichnungen seien wie in der Einleitung dieses Abschnitts. Dann sind OΩ ⊗O K =: KΩ und EK halbeinfach. Es seien V1 , V2 , . . . , Vr Repr¨asentanten der Isomorphieklassen der einfachen KG-Moduln, die in KΩ vorkommen. Wir setzen mi := dimK (Vi ) und betrachten die homogene Zerlegung von KΩ als KGModul KΩ = H1 ⊕ H2 ⊕ . . . ⊕ Hr , ur 1 ≤ i ≤ r. wobei Hi ∼ = Vini := Vi ⊕ Vi ⊕ . . . ⊕ Vi die ni -fache Summe von Vi ist f¨ Dann ist  n ×n K i i, j = i ∼ HomKG (Hi , Hj ) = 0, j 6= i



und somit ist EK ∼ = ⊕ri=1 K ni ×ni eine Zerlegung in minimale zweiseitige Ideale. Dieses Ergebnis k¨onnen wir auch mit Hilfe von zentralen Idempotenten interpretieren. Ist n¨amlich εi ∈ EK die Projektion auf HP i , so ist εi nach Satz 1.2.15 ein zentral primitives Idempotent von EK und 1 = ri=1 εi ist eine Idempotentzerlegung in zentral primitive Idempotente. Folglich ist EK = ⊕ri=1 εi EK εi und nach Lemma 1.2.10 gilt εi EK εi ∼ = EndKG (Hi ) ∼ = K ni ×ni . Es seien nun S1 , S2 , . . . , Sr die einfachen EK -Moduln, wobei die Nummerierung so gew¨ahlt sei, dass Si = HomKG (KΩ, Vi ) ⊆ EK f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ r gilt. Dann gilt  Si , j = i Sj ε i = ε i Sj ε i = ε i Sj = 0, j 6= i und dimK Si = ni f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ r.
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2.8.2 Satz ([Lan83, Prop. II 12.11]) Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Weiter seien ϕ1 , ϕ2 , . . . , ϕd die Schur-Basis von EK mit ϕ1 = idKΩ und µ1 , µ2 , . . . , µr die zu S1 , S2 , . . . , Sr geh¨origen irreduziblen EK -Charaktere. Dann gilt (a) d



dimK (Vi ) X 1 εi = µi(ϕl∗ )ϕl . |Ω| k i l=1 (b) d



dimK (Vi ) X 1 µi (ϕl )µi (ϕl∗ ). dimK (Si ) = |Ω| kl l=1



(c) Es gelten f¨ ur alle 1 ≤ i, j ≤ r die Orthogonalit¨atsrelationen d X 1 dimK (Si ) µi(ϕ∗l )µj (ϕl ) = δij |Ω| , k dim l K (Vi ) l=1



wobei δij die Kronecker-Funktion bezeichnet.







2.8.3 Bemerkung (a) Mit Korollar 2.1.10 h¨atten wir die Formeln aus Satz 2.8.2 auch anhand der Standardbasis aus Satz 2.1.22 direkt beweisen k¨onnen. (b) Im Gruppenring KG haben die zentral primitiven Idempotente die Darstellung m χi (1) X εKG = χi (gl−1 )gl , i |G| l=1



εKG i



wobei χi der zu geh¨orige irreduzible Charakter von G ist (vergleiche ¨ Satz 1.2.17). Die strukturelle Ahnlichkeit ist groß und deshalb ergeben sich Analogien wie beispielsweise die Orthogonalit¨atsrelationen.



(c) Ist H E G sogar ein Normalteiler, so ist EK als Algebra isomorph zur Gruppenalgebra K(G/H). Tats¨achlich f¨ uhren dann auch die obigen Orthogonalit¨atsrelationen zu den 1. Orthogonalit¨atsrelationen f¨ ur Gruppen (vergleiche zum Beispiel [CR81, Prop. (9.21)(i)]), wenn man beachtet, dass in diesem Fall ki = 1 f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ d gilt. 2.8.4 Definition und Bemerkung ur 1 ≤ i ≤ r Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Wir betrachten f¨ die K-Algebren-Homomorphismen ωi∗ : EK −→ K,



d X j=1



aj ϕj 7→



d d 1 X 1 X aj µi (ϕj ) = aj µi (ϕj ). ni j=1 µi (ϕ1 ) j=1
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Dann sind ωi := (ωi∗)|Z(EK ) die zentralen K-Algebren-Homomorphismen von Ek . Wir k¨onnen dann jeden dieser zentralen Homomorphismen ωi durch ωi (



d X



aj εj ) = ai



i=1



mit einem zentralen Idempotent εi assoziieren. 2.8.5 Lemma Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Dann ist ωi (ϕj ) ∈ K ganz algebraisch u ur alle 1 ≤ i ≤ r und 1 ≤ j ≤ d. ¨ ber Z f¨ P Beweis: F¨ ur 1 ≤ i ≤ d gilt ωi(ϕj )ωi (ϕl ) = dt=1 ptjl ωi (ϕt ), wobei ptjl die Strukturkonstanten bezeichnen. In der Matrixschreibweise dieser Gleichung sehen wir wegen (ωi (ϕ1 ), ωi (ϕ2 ), . . . , ωi(ϕd ))tr 6= 0, dass det(ωi (ϕj )Id − [ptjl ]) = 0 gelten muss. Weil O in K ganz abgeschlossen ist, gilt ωi (ϕj ) ∈ O. Daher ist ωi (ϕj ) Nullstelle eines normierten Polynoms in Z[X].  Es sei 1 ≤ i ≤ r. Wegen Lemma 2.8.5 induziert ωi einen Algebren-Homomorphismus ωi′ : Z := Z(E)/Z(E)p −→ k. Beachte, dass Z artinsch ist und somit ωi′ (J(Z)) = 0 wegen der Nilpotenz von J(Z) gilt. Damit induziert ωi′ einen Algebren-Homomorphismus ω i : Z/J(Z) ∼ = Z(Ek /J(Ek )) −→ k. 2.8.6 Lemma (vgl. [Lan83, Prop. II 12.13]) Die Bezeichnungen seien wie oben. Weiter seien {εi : 1 ≤ i ≤ r} die Menge der Blockidempotente von EK (wie oben) und {ei : 1 ≤ i ≤ s} die Menge der Blockidempotente von E mit der korrespondierenden Menge von Idempotenten {ei : 1 ≤ i ≤ s} in Z/J(Z) mit Z := Z(E)/Z(E)p. Dann liegen ei und ej genau dann im gleichen Block, wenn ωi und ωj modulo p auf Z(E) gleich sind.  Aus diesen Beobachtungen folgt zusammenfassend der Satz: 2.8.7 Satz Die Bezeichnungen seien wie in Bemerkung 2.8.1. Die Charaktertafel [µi (ϕj )] von EK bestimmt die p-Bl¨ocke von E vollst¨andig.  Wir bemerken an dieser Stelle, dass sich G. Robinson in [Rob94] ebenfalls mit der Blocktheorie von Hecke-Algebren auseinandergesetzt hat. Insbesondere zeigt er, dass die Anzahl der Bl¨ocke von Ek gleich der Anzahl der unzerlegbaren P direkten O[G × G]-Summanden des zweiseitigen OG-Ideals hw0 iOG mit w0 := x∈H x ist.
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Zerlegungsmatrizen



Wir wollen die Definition von Zerlegungsmatrizen von Gittern aus Definition 1.4 auf Endomorphismenringe von Permutationsmoduln anwenden. In diesem Abschnitt seien wieder G eine Gruppe und H ≤ G. Wir fixieren eine Primzahl p und ein p-modulares Zerf¨allungssystem (K, O, k) von G. Das eindeutige maximale Ideal p von O sei von π erzeugt. F¨ ur θ ∈ {K, O, k} bezeichnen wir G mit θH den trivialen θH-Modul und mit θH den nach G induzierten θG-Modul. G Beachte, dass unter diesen Voraussetzungen auch EK := EndKG (KH ) halbeinfach G ist. Weiter sei [d˜ij ] die Zerlegungsmatrix des θ-Gitters θH , wie in Definition 1.4.1 beschrieben. G G Wir k¨onnen jetzt die Zerlegungsmatrix von OH mit der von E := EndOG (OH ) mittels der Fitting-Korrespondenz aus Satz 1.2.5 in Verbindung setzen und erhalten wie in Bemerkung 1.4.2, dass die Zerlegungsmatrix [dij ] von E und die von G OH gleich sind, wenn man Repr¨asentantensysteme aus der Fitting-Korrespondenz zugrunde legt. Daher wird die Zerlegungsmatrix des Gitters in diesem Abschnitt auch mit [dij ] bezeichnet. Wir wollen folgende Bezeichnungen fixieren: • Es sei G OH



=



nj s M M



Wij



i=1 j=1



G eine Zerlegung von OH in unzerlegbare OG-Moduln, wobei Wij ∼ = Wmn genau dann gilt, wenn i = m ist.



• Es sei {S1 , S2 , . . . , Sr } ein vollst¨andiges Repr¨asentantensystem der einfaG chen KG-Moduln, die in KH vorkommen. Eine O-Form von Si bezeichnen wir mit Xi f¨ ur 1 ≤ i ≤ r. G Dann ist {HomOG (OH , Wi1 ) : 1 ≤ i ≤ s} ein Repr¨asentantensystem der IsoG morphieklassen der PIMs von E. Zudem ist HomOG (OH , Xi ) eine O-Form des K G einfachen E -Moduls HomKG (KH , Si ) und es gilt nach Lemma 1.3.10(c) G G HomOG (OH , Xi ) ∼ , X i ). = HomkG (kH



2.9.1 Lemma Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn des Abschnitts erl¨autert. Wir nehmen K ohne Einschr¨ankung an, dass S1 in der Zerlegung von W11 in einfache Summanden K G vorkommt. Dann ist d11 > 0 und der einfache E -Modul HomKG (KH , S1 ) nach Reduktion modulo π genau dann einfach, wenn f¨ ur die Zerlegungszahlen d1j = δ1j f¨ ur alle 1 ≤ j ≤ s gilt. Beweis: Nach dem Satz von Zassenhaus ([Lan83, Thm. I.17.3]) ist d11 > 0. Die zweite Aussage folgt sofort aus Bemerkung 1.4.2. 
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Beachte, dass in der letzten Aussage unerheblich ist, wie oft (bis auf Isomorphie) G W11 in der Zerlegung von OH vorkommt. 2.9.2 Korollar K Wir nehmen wieder an, dass S1 in W11 vorkommt. (a) Es sei W11 in einem anderen Block als Wj1 f¨ ur alle 2 ≤ j ≤ s. Dann ist G HomkG (kH , X 1 ) genau dann einfach, wenn d11 = 1 ist. G (b) Es ist HomkG (kH , X 1 ) genau dann projektiv und einfach, wenn d1j = δ1j f¨ ur alle 1 ≤ j ≤ s und di1 = δi1 f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ r gilt. K G (c) Ist S1 ein Modul vom Defekt 0, so gilt W11 = S1 und HomkG (kH , X 1 ) ist ebenfalls projektiv einfach. K G (d) Ist W11 ein einfacher KG-Modul, und ist HomkG (kH , X 1 ) einfach, so ist G HomkG (kH , X 1 ) projektiv einfach.



Beweis: (a) Aus der Voraussetzung folgt d1j = δ1j woraus die Behauptung mit Lemma 2.9.1 folgt. (b) Die Behauptung folgt aus Lemma 2.9.1, Bemerkung 1.4.2(b) und Satz 1.3.12(a). (c) Dies folgt aus (b). K (d) Die Voraussetzung an W11 bedeutet di1 = δi1 . Aus der Voraussetzung an G HomkG (kH , X 1 ) folgt d1j = δ1j . Die Behauptung folgt nun aus (b). 



Ein Beispiel zu Aussage (d) findet man in G = A9 , H = P ∈ Syl3 (G). Dort erf¨ ullt G der Konstituent der Dimension 27 des Permutationsmoduls KP die Voraussetzungen und korrespondiert zu einem Charakter von EK , der modulo π projektiv einfach ist, obwohl er selbst nicht diese Eigenschaft hat. G Allerdings kann man in (d) auf die Voraussetzung HomkG (kH , X 1 ) einfach“ nicht ” verzichten, wie man an dem Beispiel G = M23 , H = M22 in Charakteristik 2 sieht. Der gew¨ohnliche Permutationsmodul zerf¨allt in die beiden direkten Summanden G KH = 1 ⊕ 22. G In Charakteristik 2 zerf¨allt kH in



kPG = 1 ⊕ 22 = 1 ⊕ wobei 11∗ den zu 11 dualen Modul bezeichnet.



11 , 11∗
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2.9.3 Bemerkung Wie in der letzten Bemerkung festgestellt, korrespondieren Defekt-0-Charaktere in G, die Konstituenten des Permutationscharakters sind, zu Defekt-0-CharakG teren in EndKG (KH ). Wegen der Nakayama-Frobenius-Relationen (vgl. [Lan83, Cor. II.1.4] ) folgt, dass jeder Defekt-0-Charakter Konstituent des Permutationsmoduls KPG ist. Fixieren wir nun eine p-Sylowgruppe P von G, so l¨asst Bemerkung 2.1.7 folgenden Schluss u ¨ ber die Vielfachheit und die Dimension eines solchen Moduls zu. Es sei χ ∈ IrrEK (G) ein Defekt-0-Charakter von G, der zum gew¨ohnlichen Charakter µ von EndKG (KPG ) korrespondiere und der χ(1) = |P | · t erf¨ ulle. Dann ist die Dimension von µ nach Bemerkung 2.1.7 genau µ(a1 ) = t. Andererseits korrespondiert µ zu einem Block der Form K t×t . Daher schließen wir, dass der zu µ geh¨orige EndkG (kPG )-Modul die Dimension t hat (was schon aus Bemerkung 2.1.7 bekannt war) und mit Vielfachheit t in der Zerlegung von kPG in unzerlegbare direkte Summanden vorkommt. Beachte u utzliche Beobachtung. ¨brigens folgende offensichtliche aber durchaus n¨ Falls ein irreduzibler gew¨ohnlicher Konstituent von 1G mit der Vielfachheit 1 H G vorkommt, so hat der korrespondierende gew¨ohnliche EndKG (KH )-Charakter den Grad 1 und ist stets irreduzibel modulo π. Umgekehrt muss jedoch nicht jeder einfache EndKG (KPG )-Modul, der modulo π einfach bleibt, zu einem einfachen gew¨ohnlichen Charakter von KG korrespondieren, der auch nach Reduktion modulo π irreduzibel bleibt. Vergleiche zum Beispiel G = A6 , P ∈ Syl2 (G), p = 2. Dort kommen die 5-dimensionalen Konstituenten des gew¨ohnlichen Permutationscharakters mit Vielfachheit 1 vor, aber sind modulo 2 nicht irreduzibel. Die Datensammlung im letzten Kapitel dieser Arbeit erm¨oglicht in gewisser Weise einen Vergleich der Eigenschaften der Zerlegungsmatrix einer Gruppe G und des Endomorphismenrings der Form EndKG (KPG ) f¨ ur eine p-Sylowgruppe P von G. Der gr¨oßte augenscheinliche Unterschied liegt wohl in den Formaten der Matrizen. Aussagen aus der modularen Darstellungstheorie der endlichen Gruppen wie |IBr(G)| ≤ |Irr(G)| sind bei Endomorphismenringen von Permutationsmoduln nicht mehr g¨ ultig. Wir finden bei Endomorphismenringen alle Gr¨oßenbeziehungen in den Formaten der Zerlegungsmatrizen. So hat f¨ ur G = A5 , H = P ∈ Syl2 (G), p = 2 die Zerlegungsmatrix des Endomorphismenrings EndkG (kPG ) vier Spalten und drei Zeilen, f¨ ur P ∈ Syl5 (G), p = 5 drei Spalten und vier Zeilen und f¨ ur P ∈ Syl3 (G), p = 3 f¨ unf Spalten und f¨ unf Zeilen. Dabei ist im letzten Beispiel die Algebra nicht halbeinfach, wie wir es aus der Darstellungstheorie f¨ ur Gruppen kennen. Ein weiterer Unterschied zwischen den Zerlegungsmatrizen der beiden Algebrentypen ist der Rang der Zerlegungsmatrix. W¨ahrend die Zerlegungsmatrizen von Gruppenringen vollen Rang haben, gibt es mehrere Beispiele von Endomorphismenringen, deren Zerlegungsmatrizen keinen vollen Rang haben. Vergleiche dazu die Beispiele G = A7 , P ∈ Syl2 (G), p = 2 und G = A9 , P ∈ Syl2 (G), p = 2.
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Die von uns untersuchten Beispiele haben nur die Eintr¨age 0,1,2, wobei nicht auszuschließen ist, dass die Anzahl der berechneten Zerlegungsmatrizen schlicht zu klein ist, um allgemeing¨ ultige Aussagen treffen zu k¨onnen. Am Ende dieses Abschnitts wollen wir einen speziellen Fall herauspicken und in Hinsicht auf Zerlegungsmatrizen analysieren. Ist n¨amlich die Ordnung der Untergruppe H teilerfremd zu p, dann k¨onnen wir den EndomorphismenringPauch als −1 kondensierte Gruppenalgebra eH kGeH betrachten. Hier ist x∈H x ∈ PeH := |H| OG. Wir zerlegen das Idempotent eH in eine Summe i ei von unzerlegbaren paarweiseP orthogonalen Idempotenten ei ∈ OG. Dann ist der projektive Modul eH OG = i ei OG als Summe von PIMs von OG dargestellt. Insbesondere entsteht die Zerlegungsmatrix von eH OGeH aus der Zerlegungsmatrix OG durch Streichen solcher Spalten, f¨ ur die der zugeh¨orige PIM nicht in der Zerlegung von eH OG vorkommt.



2.10



Projektivit¨ atskriterien



Es seien wie bisher G eine Gruppe und H ≤ G. F¨ ur eine Primzahl p sei (K, O, k) ein p-modulares Zerf¨allungssystem und p das eindeutig bestimmte maximale Ideal G von O, das von π erzeugt sei. Schließlich seien θH der Permutationsmodul u ¨ ber G G G θ ∈ {K, O, k} und E := EndOG (OH ), EK := EndKG (KH ) sowie Ek := EndkG (kH ). K Die Standardbasis von E aus Satz 2.1.22 sei wie bisher mit {a1 , a2 , . . . , ad } bezeichnet. Im Gruppenring KG ist ein einfacher Modul mit korrespondierendem Charakter χ genau dann projektiv einfach nach Reduktion modulo π, wenn p nicht den Term |G|/χ(1) teilt. Wir untersuchen im Folgenden die Frage, ob wir mittels der Charaktertafel von EK ¨ahnliche Aussagen treffen k¨onnen. In den Abschnitten 2.8 und 2.6 haben wir schon Darstellungen der zentral primitiven Idempotente von EK gefunden, die wir hier nochmal wiedergeben wollen. F¨ ur einen irreduziblen Charakter µ ∈ IrrK (EK ) gilt f¨ ur das dazu geh¨orige zentral primitive Idempotent von EK mit den Bezeichnungen aus den entsprechenden Abschnitten: eµ =



d d d χ(1) X 1 1 X χ(1) X µ(al )a∨l = µ(al )a∨l , µ(al )al∗ = |G : H| l=1 kl |G : H| l=1 cµ l=1



(2.5)



wobei cµ das Schur-Element von µ bezeichnet (vergleiche Satz 2.6.1). Beachte, dass sich jedes zentral primitive Idempotent von E eindeutig als Summe von zentral primitiven Idempotenten von EK schreiben l¨aßt. 2.10.1 Satz Es seien die Bezeichnungen wie zu Beginn des Abschnitts und ν die zu O geh¨orige Bewertung von K. Weiter seien µ ∈ Irr(EK ) und χ ∈ Irr(KG) der zu µ korrespondierende irreduzible Charakter von KG. Dann ist µ nach Reduktion modulo
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π genau dann projektiv einfach, wenn µ einfach ist und     µ(ai ) χ(1) +ν ≥ 0 f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ d ν |G : H| ki gilt. Beweis: Ein zu µ geh¨origer einfacher Ek -Modul Mµ ist genau dann projektiv, wenn nur Mµ und der zu µ geh¨orige EK -Modul Mµ im zugeh¨origen Block Bµ von E liegen. Dazu ist ¨aquivalent, dass das zu µ geh¨orige Idempotent εµ bereits ein Element in E ist. Denn zum einen ist die Zerlegung von idEK in zentral primitive Idempotente nach Bemerkung 1.2.14 eindeutig bestimmt. Andererseits ist εµ ∈ Z(E) ⊆ Z(EK ). Daher gibt es eine Menge T ⊆ Irr(EK ) mit X eµ′ , εµ = µ′ ∈T



wobei eµ′ die zu µ′ geh¨origen zentral primitiven Idempotente von EK bezeichnen (vergleiche Satz 2.8.2). Weil aber nur ein einfacher Modul zum Block Bµ geh¨ort, ist T = {µ}. Wegen der linearen Unabh¨angigkeit von ai f¨ ur 0 ≤ i ≤ d ist somit εµ = eµ genau dann erf¨ ullt, wenn in der Darstellung (2.5) des zugeh¨origen Idempotents jeder Koeffizient schon in O liegt.  2.10.2 Bemerkung (a) Auf die Eigenschaft Einfachheit in der obigen Formulierung k¨onnen wir im Allgemeinen nicht verzichten. Betrachten wir dazu wieder das Beispiel G = A5 , H ∈ Syl2 (G) und p = 2. Der Konstituent der Dimension 5 des zugeh¨origen Permutationsmoduls korrespondiert hier zu einem irreduziblen Charakter µ (vom Grad 2) im Endomorphismenring. Das zugeh¨orige zentrale Idempotent von EK ist bereits ein Element von E. Aber µ ist nicht einfach, sondern zerf¨allt in zwei einfache Charaktere vom Grad 1. Wir haben hier einen Block vorliegen, der mehr modulare als gew¨ohnliche Charaktere hat. G (b) Wir betrachten den trivialen Charakter, der in KH immer mit Vielfachheit 1 K vorkommt. Daher ist der triviale Charakter µ1 von E modulo π immer irreduzibel und der Test aus Satz 2.10.1 vereinfacht sich zu: µ1 ist genau dann projektiv modulo π, wenn p ∤ |G : H| gilt, wenn H also eine p-Sylowgruppe von G enth¨alt. Insbesondere ist in diesem Fall der triviale Charakter von Ek immer projektiv einfach, obwohl der triviale Charakter der Gruppe G mit p | |G| nie projektiv ist. Beachte, dass dieses Ergebnis auch schon in [Rob94, La. 2.3(iii)] festgehalten wird. (c) In A7 modulo 3, mit H ∈ Syl3 (A7 ) finden wir ein weiteres Beispiel, bei dem ein KG-Charakter nicht projektiv einfach modulo p ist, sein korrespondierender EK -Charakter jedoch schon. Dort ist der 6-dimensionale Konstituent des Permutationscharakters zu einem 2-dimensionalen Charakter von EK assoziiert, der projektiv einfach nach Reduktion modulo π ist.
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(d) In Korollar 2.9.2(c) haben wir bereits gesehen, dass die Defekt-0-Eigenschaft eines Charakters χ ∈ Irr(KG) hinreichend ist, damit der korrespondierende Charakter µ von EK projektiv einfach nach Reduktion modulo π ist. Zusammen mit dem Ergebnis von Satz 2.10.1 schließen wir aus ν(|G|/χ(1)) = 0, dass in diesem Fall   µ(ai ) ν ≥ −ν (|H|) f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ d ki



gilt. Nach Lemma 2.1.15 ist ki = |H|−1|Di |, so dass wir schließlich in diesem Fall ν(|Di |) − 2ν(|H|) ≤ ν(µ(ai )) f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ d erhalten. (e) Ist H ein Normalteiler H von G, so ist E isomorph zum Gruppenring OG/H. In diesem Fall sind alle Valenzen ki = 1 und das Kriterium aus Satz 2.10.1 reduziert sich zum Test   µ(ai)χ(1) ν ≥0 |G : H|



f¨ ur alle 1 ≤ i ≤ d. Weil sich jedes Blockidempotent von OG/H eindeutig als Summe der zentral primitiven Idempotenten eµ von KG/H darstellen l¨asst, kann nicht µ(a1 )µ(x)/|G : H| ∈ πO f¨ ur alle x ∈ G/H gelten. Wir finden also ein Element ai ∈ G/H mit ν(µ(ai )) = 0. Damit reduziert sich unser Test zum bekannten Defekt-0-Test f¨ ur Gruppen.
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Kapitel 3 Alperins Gewichtsvermutung Diese Arbeit ist motiviert durch Alperins Gewichtsvermutung, die wir in diesem Kapitel zusammen mit den n¨otigen theoretischen Konzepten formulieren werden. Dazu wird im ersten Abschnitt die Green-Korrespondenz wiederholt, denn durch sie wird die Verbindung zwischen Permutationsmoduln und so genannten Gewichten gekn¨ upft. Mit Hilfe der Fitting-Korrespondenz gelingt dann die Kopplung zu den Endomorphismenringen von Permutationsmoduln auf den Nebenklassen einer p-Sylowgruppe. Alperin selbst hat im Zusammenhang mit der Gewichtsvermutung angeregt, diese Endomorphismenringe genauer zu untersuchen. Weil Vertizes von Gewichtsmoduln in Beziehung zu Defektgruppen von Bl¨ocken der zu Grunde liegenden Gruppe stehen, wird im zweiten Abschnitt die n¨otige Blocktheorie einschließlich Brauers erstem Hauptsatz und dem Satz von Kn¨orr zitiert. Schließlich formulieren wir im dritten Abschnitt Alperins Gewichtsvermutung und diskutieren wichtige strukturelle Merkmale von Gewichten. Das Kapitel endet mit dem vierten Abschnitt, in dem der Endomorphismenring als quasiFrobenius vorausgesetzt wird. Wie J. A. Green in [Gre78] bewiesen hat, sind dann die Sockel der PIMs des Endomorphismenrings einfache Moduln und stehen in Bijektion zu den einfachen Moduln der zugrunde liegenden Gruppenalgebra. Dadurch reduziert sich der Beweis von Alperins Gewichtsvermutung in diesem Fall zum Beweis einer Gleichheit in einer Ungleichung. ¨ Ubrigens sind es genau die Ergebnisse von J. A. Greens Arbeit, die uns bewogen haben, im allgemeinen Fall die Sockel der PIMs im Endomorphismenring n¨aher zu untersuchen. Dies hat letztlich zu einer Vermutung gef¨ uhrt, die im f¨ unften Kapitel formuliert wird und m¨oglicherweise zu einem neuen Ansatz im Beweis der Gewichtsvermutung f¨ uhrt.
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Green-Korrespondenz



In diesem Abschnitt fixieren wir eine Gruppe G und einen Hauptidealring R, so dass f¨ ur alle Untergruppen H ≤ G im Gruppenring RH der Satz von KrullSchmidt g¨ ultig ist. Weiterhin sei p eine Primzahl. F¨ ur eine p-Untergruppe Q legen wir folgende Bezeichnungen fest: X := {P ≤ G : P ≤G Qx ∩ Q f¨ ur ein x ∈ G \ H}, x Y := {P ≤ G : P ≤G Q ∩ NG (Q) f¨ ur ein x ∈ G \ H}, Z := {P ≤ Q : P 6∈G X}. Die Beweise der Green-Korrespondenz werden vor allem auf den Satz von Mackey gest¨ utzt, den wir wegen seiner großen Bedeutung hier aufnehmen wollen. 3.1.1 Satz (Satz von Mackey, vgl. [NT89, Thm. III. 1.9]) Es seien H, L ≤ G Untergruppen von G und M ein RH-Modul. Weiter sei [H\G/L] ein Repr¨asentantensystem der Doppelnebenklassen von H und L in G. Dann zerlegt sich der RG-Modul (M G )L wie folgt. M (M G )L ∼ (MHt t ∩L )L , = t∈[H\G/L]



wobei M t den mit t konjugierten Modul M bezeichnet.







3.1.2 Definition (relativ projektiv) Es seien H ≤ G eine Untergruppe von G und U ein RG-Gitter. (a) Dann heißt U relativ H-projektiv, falls ein RH-Gitter V mit U | V G existiert. (b) Es sei V(U) := {H ≤ G : U ist relativ H-projektiv}. 3.1.3 Definition und Bemerkung (Vertex) Es sei U ein unzerlegbares RG-Gitter und Q ein Element kleinster Ordnung in V(U). Dann gilt Q ≤G H f¨ ur alle H ∈ V(U). Wir nennen Q einen Vertex von U und bezeichnen die Menge aller Vertizes von U mit vtx(U). Beweis: [Alp87, Thm. 9.4, p. 66].







3.1.4 Bemerkung Es sei char(R) =: p > 0. Ist H eine Untergruppe von G mit p ∤ |G : H|, dann ist jeder RG-Modul relativ H-projektiv. Insbesondere ist jeder RG-Modul relativ P -projektiv f¨ ur P ∈ Sylp (G). Damit ist klar, dass Vertizes p-Gruppen von G sind.
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3.1.5 Definition und Bemerkung (Quelle, vgl. [Alp87, Thm. 9.4]) Es sei U ein unzerlegbares RG-Gitter mit Vertex Q. Dann gibt es einen bis auf Konjugation in NG (Q) eindeutigen unzerlegbaren RQ-Modul S mit U | S G . Den Modul S nennen wir eine Quelle von U.  3.1.6 Bemerkung ([Alp87, p. 67]) Wir nehmen an, dass char(R) =: p > 0 gilt. Es sei RG der triviale RG-Modul. Dann ist eine p-Sylow-Gruppe von G Vertex von RG .  Mit Hilfe der obigen Bezeichnungen und Definition k¨onnen wir Greens Resultat formulieren: 3.1.7 Satz (Green-Korrespondenz) Es seien char(R) = p > 0, und Q ≤ G eine p-Untergruppe. Zudem sei H eine Untergruppe von G mit NG (Q) ≤ H ≤ G. Dann gibt es eine Bijektion f von der Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren RG-Gitter mit Vertex in Z in die Menge der Isomorphieklassen der unzerlegbaren RH-Gitter mit Vertex in Z, die Folgendes erf¨ ullt: Es seien U ein unzerlegbares RG-Gitter und V ein unzerlegbares RH-Gitter jeweils mit Vertex in Z. Dann gilt: (a) U und f (U) haben einen gemeinsamen Vertex in Z. (b) UH ∼ = f (U) ⊕ Z, wobei jeder unzerlegbare direkte Summand von Z ein RH-Gitter ist, das relativ H ′ -projektiv ist f¨ ur eine Untergruppe H ′ ∈ Y. (c) V und f −1 (V ) haben einen gemeinsamen Vertex in Z. (d) V G ∼ = f −1 (V ) ⊕ W , wobei jeder unzerlegbare direkte Summand von W ein RG-Gitter ist, das relativ H ′′ -projektiv f¨ ur eine Untergruppe H ′′ ∈ X ist. In diesem Fall ist f (U) der Green-Korrespondent von U in H und f −1 (V ) der Green-Korrespondent von V in G. Beweis: Vgl. [NT89, Thm. IV. 4.4.3].  Folgendes bemerkenswerte Resultat ist als Burry-Carlson-Puig-Theorem bekannt: 3.1.8 Satz (Burry-Carlson-Puig-Theorem) Es seien U ein unzerlegbarer RG-Modul und Q eine p-Untergruppe von G. Falls UNG (Q) einen unzerlegbaren direkten Summanden V mit Vertex Q hat, so ist V der Green-Korrespondent von U. Insbesondere hat U die p-Gruppe Q als Vertex. Beweis: Vgl. [Lan83, Thm. II. 3.10]  G G. Robinson geht der Frage nach, wann kP unzerlegbare direkte Summanden mit Vertex Q f¨ ur eine gegebene p-Untergruppe Q von G hat. In [Rob88, Thm. 1.2] leitet er hinreichende Bedingungen an Q her, so dass die Existenz solcher Summanden gesichert ist.
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Wir schließen diesen Abschnitt mit einem Hinweis auf die Existenz projektiver unzerlegbarer direkter Summanden von kPG . P. Landrock hat sich in [Lan86] mit der Frage besch¨aftigt, wann kPG projektive unzerlegbare direkte Summanden hat. Dabei hat er eine Charakterisierung f¨ ur diese Eigenschaft gefunden, die allein auf der Berechnung von Koeffizienten der Form |C ∩ xCP (P ∩ P x )| (mit einer Konjugiertenklasse C von G und gewissen x ∈ G) beruht. Damit wird die Frage nach der Existenz von projektiven unzerlegbaren direkten Summanden von kPG mit rein gruppentheoretischen Gr¨oßen beantwortet.



3.2



Blocktheorie



In diesem Abschnitt seien G eine Gruppe und k ein K¨orper der Charakeristik p. Wir folgen [Alp87, pp. 96] und betrachten kG als Modul f¨ ur die Gruppenalgebra k[G × G] mit der Operation g.(x, y) := x−1 gy f¨ ur g, x, y ∈ G. Damit sind die Untermoduln von kG die Ideale von kG und die unzerlegbaren direkten Summanden von kG sind genau die Bl¨ocke von kG. Diese sind als k[G × G]-Moduln paarweise nicht isomorph. Wir k¨onnen kG zudem in k[G × G] durch den diagonalen Homomorphismus δ : G −→ G × G g 7→ (g, g) einbetten. 3.2.1 Satz (vgl. [Alp87, Thm. 13.4]) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei B ein Block von kG. Dann hat B als unzerlegbarer k[G × G]-Modul einen Vertex der Form δ(D) f¨ ur eine p-Untergruppe D ≤ G.  3.2.2 Definition (Defektgruppe) Die Bezeichnungen seien wie in Satz 3.2.1. Eine p-Gruppe D, so dass δ(D) ein Vertex von B als k[G × G]-Modul ist, heißt eine Defektgruppe von B. Ist |D| = pd , so heißt d der Defekt von B. Die wichtigsten Eigenschaften von Defektgruppen fassen wir im folgenden Satz zusammen: 3.2.3 Satz (vgl. [Alp87, Thm. 13.5, Thm. 13.6, Cor. 14.5]) Es seien B ein Block von kG und D eine Defektgruppe von B. (a) Ist U ein unzerlegbarer Modul in B mit Vertex Q, so gilt Q ≤G D. (b) D ist der gr¨oßte Vertex eines unzerlegbaren Moduls in B.
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(c) Ist P ∈ Sylp (G) eine p-Sylowgruppe von G, die D enth¨alt, so gibt es ein Element c ∈ CG (D) mit D = P ∩ c−1 P c. (d) D enth¨alt jede normale p-Gruppe von G. (e) D ist der gr¨oßte p-Normalteiler von NG (D).







Aus (b) im vorausgehenden Satz folgt sofort, dass die Defektgruppen des Hauptblocks die p-Sylowgruppen sind. Die Vertizes von einfachen Moduln in einem Block B erf¨ ullen nach Kn¨orr (siehe [Kn¨o79]) folgende sch¨one Eigenschaft. 3.2.4 Satz (Kn¨ orr) Es sei B ein Block von kG mit Defektgruppe D. Weiterhin sei V ein einfacher kG-Modul in B mit Vertex Q. Dann gibt es ein Element g ∈ G, so dass CD (Qg ) ≤ Qg ≤ D gilt. Ist D abelsch, so haben alle einfachen Moduln in B Vertex D.







Brauers erster Hauptsatz liefert eine Korrespondenz zwischen den Bl¨ocken von G mit Defektgruppe D und den Bl¨ocken von NG (D) mit Defektgruppe D. Diese Korrespondenz bedarf weiterer Terminologie, die wir jetzt einf¨ uhren wollen. 3.2.5 Definition Es seien H ≤ G eine Untergruppe, B ein Block von kG und b ein Block von H. Wir sagen b korrespondiert zu B oder bG ist definiert, falls gilt: (a) Der Block b, aufgefasst als k[H × H]-Modul, ist ein direkter Summand von BH×H . (b) Der Block B ist der einzige Block mit dieser Eigenschaft. In diesem Fall benutzen wir die Schreibweise B = bG . Beachte, dass bG im Allgemeinen nicht definiert ist. Jedoch ist das folgende Lemma in vielen F¨allen hilfreich. 3.2.6 Lemma Es sei b ein Block von H ≤ G mit Defektgruppe D. (a) Ist bG definiert, so ist D in einer Defektgruppe von B enthalten. (b) Gilt H ≤ L ≤ G f¨ ur eine Untergruppe L von G und sind bL , (bL )G und bG definiert, so gilt (bL )G = bG . (c) Ist CG (D) ≤ H, so ist bG definiert.
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Beweis: [Alp87, La. 14.1].  Jetzt k¨onnen wir Brauers ersten Hauptsatz formulieren, dessen Beweis auf der Green-Korrespondenz zwischen Bl¨ocken, aufgefasst als k[G × G]-Moduln, bzw. k[NG (D) × NG (D)]-Moduln mit Vertex δ(D) beruht. 3.2.7 Satz (Brauers erster Hauptsatz) Es seien D eine p-Untergruppe von G und H ≤ G eine Untergruppe, die NG (D) enth¨alt. Dann gibt es eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz zwischen den Bl¨ocken von H mit Defektgruppe D und den Bl¨ocken von G mit Defektgruppe D, wobei der Block b von H zum Block bG von G korrespondiert. Beweis: [Alp87, Thm. 14.2].  Ist N E G ein Normalteiler, so k¨onnen die Bl¨ocke von N und G mittels der so ¨ genannten Uberdeckung“ in Verbindung gebracht werden. ” 3.2.8 Definition Es seien ein Normalteiler N E G, ein Block B von G und ein Block b von N gegeben. Dann sagen wir, dass B den Block b u ¨berdeckt, falls es einen kG-Modul gibt, der in B liegt und dessen Einschr¨ankung auf N einen direkten Summanden hat, der in b liegt. 3.2.9 Satz ([Alp93, Thm. 15.1]) Es seien N E G ein Normalteiler und B ein Block von kG. Dann gilt: (a) Die Bl¨ocke von N, die von B u ¨ berdeckt werden, bilden eine Konjugiertenklasse von Bl¨ocken unter Konjugation von G. (b) Ist b ein Block von kN, der von B u ¨ berdeckt wird, so ist jede Defektgruppe von b der Schnitt einer Defektgruppe von B mit N. (c) Es sei b ein Block, der von N u ¨ berdeckt wird. Falls der Zentralisator CG (D) einer Defektgruppe D von b in N enthalten ist, so gilt bG = B und B ist der einzige Block von kG, der b u  ¨ berdeckt. Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir Kategorien im Zusammenhang mit Bl¨ocken aufgreifen und die Definition von Fusions-System in diesem Zusammenhang geben. 3.2.10 Beispiel Es seien p eine Primzahl, k ein algebraisch abgeschlossener K¨orper der Charakteristik p, und P ≤ G eine p-Untergruppe. (a) Eine Kategorie auf P ist eine Kategorie F, deren Objekte die Untergruppen von P sind und deren Morphismenmengen HomF (Q, Q′ ) f¨ ur Unter′ gruppen Q, Q ≤ P aus injektiven Gruppen-Homomorphismen Q → Q′ mit folgenden Eigenschaften bestehen:
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(i) Ist Q ≤ Q′ , so ist die Einbettungsabbildung Q → Q′ ein Morphismus in F. (ii) F¨ ur ein beliebiges ϕ ∈ HomF (Q, Q′ ) sind der induzierte Isomorphismus Q∼ = ϕ(Q) und sein Inverses Morphismen von F. (iii) Komposition von Morphismen in F ist die gew¨ohnliche Komposition von Gruppenhomomorphismen. (b) Ist P ∈ Sylp (G), so ist die Kategorie FP (G), deren Objekte die Untergruppen von P und deren Morphismen die Menge HomFP (G) (Q, R) := {ϕ : Q → R : es ex. x ∈ G mit ϕ(u) = x−1 ux f.a. u ∈ Q} sind, eine Kategorie auf P . (c) Wir fixieren eine Kategorie F auf P . Wir nennen eine Untergruppe Q ≤ P vollst¨ andig F-normalisiert, falls f¨ ur alle Q′ mit Q′ ∼ =F Q die Absch¨atzung ′ |NP (Q )| ≤ |NP (Q)| gilt. Dann heißt F ein Fusions-System auf P , falls gilt: (i) Es ist FP (P ) ⊆ F. (ii) F¨ ur jedes Q ≤ P , das vollst¨andig F-normalisiert ist, gilt AutP (Q) := HomFP (Q, Q) ∈ Sylp (AutF (Q)). (iii) Jeder Morphismus ϕ : Q → P , so dass ϕ(Q) vollst¨andig F-normalisiert ist, erweitert zu einem Morphismus ϕˆ : Nϕ → P in F, wobei Nϕ := {y ∈ NP (Q) : es ex. z ∈ NP (ϕ(Q)) mit ϕ(y −1uy) = z −1 ϕ(u)z f¨ ur alle u ∈ Q}. (3.1) Im speziellen Fall P ∈ Sylp (G) ist FP (G) ein Fusions-System auf P . Ein Brauer-Paar ist ein Paar (Q, b), bestehend aus einer p-Untergruppe Q ≤ G und einem Block b von kCG (Q). Auf der Menge der Brauer-Paare operiert G via Konjugation. J. L. Alperin und M. Brou´e haben in [AB79] gezeigt, dass man der Menge der Brauer-Paare von G eine Halbordnung ⊆ geben kann, die kompatibel mit der Operation von G ist. Wir fixieren einen Block B von G mit Defektgruppe D und w¨ahlen einen Block b von kCG (D) mit bG = B. Dann gibt es zu jeder Untergruppe Q ≤ D einen eindeutigen Block ˜bQ von CG (Q), so dass (1, B) ⊆ (Q, ˜bQ ) ⊆ (D, b) erf¨ ullt ist (vergleiche [AB79] oder [Alp93]). Dann ist F := FD (B, b) die Kategorie auf D, deren Objekte die Untergruppen von D sind und deren Morphismen von den Mengen HomF (Q, Q′ ) = {ϕ : Q → Q′ : es ex. x ∈ G mit ϕ(u) = ux f.a. u ∈ Q, (˜bQ )x = ˜bQx } (3.2)
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gebildet werden, ein Fusions-System auf D (vergleiche oben), das so genannte Fusions-System von B auf D. F¨ ur den Beweis siehe [AB79]. Eine ausf¨ uhrliche Dokumentation dazu findet man beispielsweise in [Alp93] oder [Lin04]. M. Linckelmann benutzt in [Lin04] diesen abstrakten Zugang, um ¨aquivalente Formulierungen zu Alperins Gewichtsvermutung zu finden.



3.3



Alperins Gewichtsvermutung



Wir fixieren eine Gruppe G. Weiterhin seien eine Primzahl p und ein algebraisch abgeschlossener K¨orper k der Charakteristik p gegeben. 3.3.1 Definition (Gewicht) Es sei Q eine p-Untergruppe von G. Ist S ein einfacher kNG (Q)-Modul mit Vertex Q, so heißt das Paar (Q, S) ein Gewicht von G zu Q. In diesem Fall nennen wir Q eine Gewichtsuntergruppe und S einen Gewichtsmodul. Dar¨ uberhinaus nennen wir den Green-Korrespondenten eines Gewichtsmoduls den GewichtsGreen-Korrespondenten von S. 3.3.2 Bemerkung Die Bezeichnungen seien wie zuvor. Ist S ein Gewichtsmodul, der zum kNG (Q)Block b mit Defektgruppe Db geh¨ort, so gilt wegen Q E NG (Q) offensichtlich Q ≤ Db . Insbesondere folgt CG (Db ) ≤ CG (Q) ≤ NG (Q). Also ist B := bG definiert. In diesem Fall sagen wir, dass das Gewicht (Q, S) zu B geh¨ ort. ¨ Auf der Menge der Gewichte gibt es eine Aquivalenzrelation, die durch Konjugati¨ on von G induziert wird. K¨ unftig wollen wir Gewichte stets als Aquivalenzklassen verstehen. Beachte, dass es zu einer p-Untergruppe Q ≤ G m¨oglicherweise keinen Gewichtsmodul gibt. Aber wir k¨onnen die p-Gruppen, die Vertex eines GewichtsModuls sind, n¨aher eingrenzen. 3.3.3 Definition Es sei Q eine p-Untergruppe von G. Dann heißt Q eine radikale p-Untergruppe, falls Q der gr¨oßte p-Normalteiler in NG (Q) ist. 3.3.4 Lemma (vgl. [Sz¨ o98, Ch. 6.1]) Falls Q eine Gewichtsuntergruppe von G ist, so ist Q auch p-radikal.







3.3.5 Lemma Es sei (Q, S) ein Gewicht von G. Dann gibt es einen Block ˜bQ von CG (Q), so dass Z(Q) eine Defektgruppe von ˜bQ ist.
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Beweis: Wir betrachten die lokale Situation in CG (Q) ≤ NG (Q) ≤ G. Wie schon oben beobachtet, liegt S in einem Block b von NG (Q), so dass bG = B gilt. ¨ Andererseits l¨asst sich wegen CG (Q)ENG (Q) die Uberdeckungstheorie f¨ ur Bl¨ocke ˜ ˜ anwenden. Sei b := bQ ein Block von kCG (Q), der von b u ¨berdeckt wird. Wir bezeichnen eine Defektgruppe von ˜b mit D˜b . Nach Lemma 3.2.9(b) gibt es eine Defektgruppe Db von b mit D˜b = Db ∩ CG (Q) ≤ Db . Dann ist Db nach Lemma 3.2.6(a) in einer Defektgruppe DB von B enthalten. Der wichtige Schluss f¨ ur diesen Beweis beruht auf dem Satz 3.2.4 von Kn¨orr. Denn es gilt D˜b = Db ∩ CG (Q) = CDb (Q) ≤ Q. Die letzte Inklusion ist die Anwendung des Satzes von Kn¨orr. Diese Kette liefert einerseits D˜b ≤ Q, weswegen andererseits mit D˜b = CDb (Q) die Inklusion D˜b ≤ Z(Q) folgt. Schließlich folgt Z(Q) = D˜b aus Z(Q) E CG (Q), denn als Normalteiler von CG (Q) ist Z(Q) in jeder Defektgruppe enthalten.  3.3.6 Definition und Bemerkung (zentrisch) Es seien D ≤ G eine p-Gruppe und FD ein Fusions-System auf D (vergleiche Beispiel 3.2.10). Eine Untergruppe Q von D heißt FD -zentrisch, wenn CD (Q′ ) = Z(Q′ ) f¨ ur alle Q′ ∼ =FD Q gilt. 3.3.7 Lemma ([Kes06, Thm. 2.9]) Es seien G eine Gruppe, B ein Block von kG mit Defektgruppe D. Wir fixieren einen Block ˆb von CG (D), so dass ˆbG = B gilt ([Alp93, Thm. 16.2]) und betrachten das Fusions-System F := FD (B, ˆb) (vergleiche Beispiel 3.2.10). Dann ist eine Untergruppe Q ≤ D genau dann F-zentrisch, wenn Z(Q) eine Defektgruppe des eindeutig bestimmten Blocks ˜bQ von CG (Q) mit (1, B) ⊆ (Q, ˜bQ ) ⊆ (D, ˆb) ist. Genau diese Eigenschaft bringen Gewichtsgruppen mit, wie die folgende Bemerkung zeigt. 3.3.8 Bemerkung ([Lin04, p. 229], [RS90]) Es seien B ein Block von kG mit Defektgruppe D und ˆb ein Block von kCG (D) mit ˆbG = B ([Alp93, Thm. 16.2]). Ist Q ≤ D eine Gewichtsuntergruppe, dann ist Q eine FD (B, ˆb)-zentrische Gruppe und B ist der Block von kG, zu dem die Gewichte mit Vertex Q geh¨oren. 3.3.9 Bemerkung ur den Fall einer abelschen Defektgruppe ist (a) Die Aussage von Lemma 3.3.5 f¨ sofort klar. Ist n¨amlich (Q, S) ein Gewicht, das in einem Block b von NG (Q) mit abelscher Defektgruppe Db liegt, so gilt mit dem Satz 3.2.4 von Kn¨orr Q = Db .
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Wir k¨onnen also die Brauer-Korrespondenz (Satz 3.2.7) anwenden und schließen, dass der Block bG von G, zu dem das Gewicht geh¨ort, auch Db = Q als Defektgruppe hat. Liegt umgekehrt der Green-Korrespondent des Gewichts (Q, S) in einem Block B mit abelscher Defektgruppe D, dann ist auch die Defektgruppe Db des Blocks b von NG (Q), der S enth¨alt, abelsch (nach Lemma 3.2.6(a)). Damit gilt D = Q = Db . Gewichts-Green-Korrespondenten, die in Bl¨ocken mit abelschem Defekt D liegen, k¨onnen also nur Gewichtsmoduln mit Vertex D haben. Die korrespondierenden Bl¨ocke in G und NG (D) sind dann Brauer-Korrespondenten. Damit folgt f¨ ur die Untergruppe Q, dass sie FD (B, b)-zentrisch ist, wobei B der BrauerKorrespondent von b ist. (b) Nach dem Beweis von Lemma 3.3.5 k¨onnen wir noch folgende Beobachtung aus der Erkenntnis D˜b ≤ Q anschließen. Wegen CNG (Q) (D˜b ) = NG (Q)∩CG (D˜b ) ≥ NG (Q) ∩ CG (Q) = CG (Q) ist ˜b genau dann der einzige Block von kCG (Q), der von b u ¨berdeckt wird, wenn Gleichheit gilt, d.h. wenn CG (Q) = CNG (Q) (D˜b ) gilt (vergleiche Satz 3.2.9(c)). Außerdem zeigt die Aussage, dass ein Block von kNG (Q) f¨ ur eine Gewichtsuntergruppe Q, in CG (Q) einen Block mit abelschen Defektgruppen u ¨berdeckt. 3.3.10 Vermutung (Alperins Gewichtsvermutung) Die Bezeichnungen seien wie in Definition 3.3.1. Zudem sei B ein Block von kG. Dann ist die Anzahl der Konjugationsklassen von Gewichten, die zu B geh¨oren, gleich der Anzahl der Isomorphieklassen von einfachen kG-Moduln in B. Die Voraussetzungen legen nahe, die Green-Korrespondenz anzuwenden. Ist n¨amlich (Q, S) ein Gewicht, so hat der einfache kNG (Q)-Modul S per definitionem Q als Vertex. Sein Green-Korrespondent U in G ist unzerlegbar und hat Vertex Q. Ist umgekehrt U ein unzerlegbarer kG-Modul, dessen Green-Korrespondent in kNG (Q) einfach ist, dann ist (Q, S) ein Gewicht. Da ein Vertex von U bis auf Konjugation eindeutig ist, gilt Gleiches auch f¨ ur korrespondierende Gewichte. Daher k¨onnen wir Alperins Gewichtsvermutung wie folgt umformulieren. 3.3.11 Vermutung (Alperins Gewichtsvermutung) Die Bezeichnungen seien wie in Vermutung 3.3.10. Dann ist die Anzahl der Isomorphietypen von einfachen kG-Moduln in B gleich der Anzahl von Isomorphietypen von unzerlegbaren kG-Moduln in B mit einfachem Green-Korrespondenten im Normalisator ihres Vertex. Alperin formulierte die Vermutung in [Alp87]. Mittlerweile wurde sie f¨ ur viele F¨alle bewiesen. Dazu geh¨oren (a) Bl¨ocke mit zyklischen Defektgruppen ([Alp93, Sec. 19 - Sec. 21]; (b) p-aufl¨osbare Gruppen, ([Oku]; [IN95]);
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(c) symmetrische Gruppen ([AF90]); (d) endliche Gruppen vom Lie-Typ in definierender Charakteristik ([Cab84]); (e) allgemeine lineare Gruppen in nicht definierender Charakteristik ([AF90]); (f) viele sporadische Gruppen ([AC95], [An97], [Dad92], [EP99], [Sz¨o98]). Wir werden im letzten Kapitel eine F¨ ulle von Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln bestimmen. Dort sind vor allem schnelle Tests n¨ utzlich, um zu entscheiden, ob eine p-Gruppe als Vertex eines Gewichtsmoduls u ¨berhaupt in Frage kommt. Ein solcher Test ist zum Beispiel das folgende Lemma: 3.3.12 Lemma (vgl. [Alp87, La. 1]) Es sei (Q, S) ein Gewicht von G. Dann ist S auch ein einfacher kNG (Q)/QModul und als solcher ist er projektiv. Umgekehrt ist jeder projektiv einfache kNG (Q)/Q-Modul ein Gewichtsmodul nach Inflation u ¨ ber Q. Beweis: Weil S ein einfacher kNG (Q)-Modul und Q normal in NG (Q) ist, operiert Q auf S trivial. Wir k¨onnen S also als kNG (Q)/Q-Modul betrachten. Als solcher hat er einen trivialen Vertex und ist projektiv. F¨ ur die umgekehrte Aussage m¨ ussen wir beachten, dass die Inflation von S nach NG (Q) einfach bleibt.  Das vorherige Lemma sagt also, dass wir Gewichtsmoduln finden, wenn wir projektiv einfache NG (Q)/Q-Moduln finden. Der gew¨ohnliche Charakter χ eines solchen Moduls erf¨ ullt also p ∤ |NG (Q) : Q|/χ(1). Vor allem das folgende Lemma ist f¨ ur diese Arbeit von herausragender Bedeutung, verbindet es doch die Analyse von Permutationsmoduln mit der von Gewichtsmoduln. Bereits in seinem ersten Lemma u ¨ ber Gewichtsmoduln in [Alp87] beweist Alperin folgenden Zusammenhang: 3.3.13 Lemma (vgl. [Alp87, La. 1]) Die Bezeichnungen seien wie in Vermutung 3.3.10. Zudem sei P eine p-Sylowgruppe von G. Ist (Q, S) ein Gewicht von G, dann ist sein Green-Korrespondent ein unzerlegbarer direkter Summand von kPG . Beweis: F¨ ur den Beweis halten wir die Bezeichnung N := NG (Q) fest. Der Gewichtsmodul S hat Q als Vertex. Daher m¨ ussen wir nach dem Satz von BurryCarlson-Puig (Satz 3.1.8) nur noch zeigen, dass S ein direkter Summand der Einschr¨ankung (kPG )N ist. Durch geeignete Konjugation k¨onnen wir ohne Einschr¨ankung annehmen, dass Q ⊂ P gilt und dass (durch eventuelle weitere Konjugation) PN := P ∩ N eine p-Sylowgruppe von N ist. Der Satz von Mackey (Satz 3.1.1) zeigt direkt, dass kPNN als direkter Summand in (kPG )N vorkommt. Nun ist Q ⊂ PN normal in N, also ist kPNN als kN/Q-Modul isomorph zum PermutatiN/Q onsmodul kPN /Q . Weil S ein projektiver kN/Q-Modul ist, folgt die Behauptung,
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wenn wir gezeigt haben, dass S ein homomorphes Bild von kPN /Q ist. Weil PN /Q N/Q eine p-Gruppe ist, gilt HomkN/Q (kPN /Q , S) ∼ = HomkPN /Q (k, SPN /Q ) 6= 0. Daraus folgt die Behauptung, weil S einfach ist.  Wir m¨ ussen also bei der Bestimmung (der Anzahl) von Gewichts-Moduln entscheiden, welche unzerlegbaren direkten Summanden von kPG einen einfachen Green-Korrespondenten in NG (Q) haben. Das folgende Lemma ist diesbez¨ uglich f¨ ur die Berechnungen ein u ¨beraus starkes Hilfsmittel. 3.3.14 Lemma (vgl. [Sz¨ o98, Prop. 6.1.5]) Es sei (Q, S) ein Gewicht von G mit pα = |G : Q|p . Dann ist der p-Anteil der Dimension des Green-Korrespondenten von S genau pα und dieser ist der einzige unzerlegbare direkte Summand von S G , dessen Dimension nicht von pα+1 geteilt wird. Beweis: Weil S ein projektiv einfacher NG (Q)/Q-Modul ist, gilt |NG (Q) : Q|p = | dim(S)|p . Daher gilt f¨ ur die Dimension des induzierten Gewichtsmoduls | dim(S G )|p = |G : NG (Q)|p · |NG (Q) : Q|p = |G : Q|p . Alle vom Green-Korrespondenten von S verschiedenen unzerlegbaren direkten Summanden von S G haben Vertizes, deren Ordnung kleiner als die von Q ist. Daher betr¨agt der p-Anteil der Summe ihrer Dimensionen mindestens pα+1 . H¨atte der Green-Korrespondent von S auch eine durch pα+1 teilbare Dimension, dann auch S G , was ein Widerspruch w¨are.  Im konkreten Fall k¨onnen wir uns diese Eigenschaft bei unzerlegbaren direkten Summanden von kPG zu Nutze machen, deren Dimensionen h¨ohere p-Potenzen haben als die Gruppenordnung. Solche Moduln sind folglich immer Nicht-GewichtsGreen-Korrespondenten. In der Situation von Lemma 3.3.14 wollen wir noch den folgenden speziellen Fall betrachten: Ist die Gewichtsuntergruppe Q eine p-Sylowgruppe von G, so gilt |G : Q|p = 1. Damit haben wegen Lemma 3.3.14 und 1 = |G : Q|p = |NG (Q) : Q|p der Gewichtsmodul und der zugeh¨orige Gewichts-Green-Korrespondent eine zu p teilerfremde Dimension. Bemerkenswert ist folgende Beobachtung u ¨ber die Nicht-Gewichts-Green-KorresG pondenten von kP . 3.3.15 Bemerkung (a) Es sei W ein unzerlegbarer direkter Summand von kPG . Dann kommt W in der Zerlegung von S G vor, wobei S ein Gewichtsmodul mit Vertex P ist. Denn es gilt N (P ) kPG = (kP G )G .
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N (P )



Den Modul kP G k¨onnen wir als regul¨are Darstellung von kNG (P )/P auffassen, die insbesondere die projektiv einfachen kNG (P )/P -Moduln, also nach Lemma 3.3.12 die Gewichtsmoduln von kG mit Vertex P umfasst. So verstanden kommt W als unzerlegbarer direkter Summand des Permutationsmoduls vor und als Summand in der Induktion eines einfachen kNG (P )-Moduls mit Vertex P . Insbesondere kann es wegen Lemma 3.3.14 keinen Nicht-GewichtsGreen-Korrespondenten geben, dessen Dimension teilerfremd zu p ist. Diese Beobachtung k¨onnen wir in den Beispielen benutzen, in denen es rechnerische Schwierigkeiten beim Induzieren von Gewichtsmoduln oder beim Zerlegen von induzierten Gewichtsmoduln gibt. Vergleiche etwa L2 (13) mod 3 auf Seite 242. (b) Es seien alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG Gewichts-GreenKorrespondenten mit p-Sylowgruppen als Vertizes oder projektiv einfach. Zudem nehmen wir an, dass P kein Normalteiler von G ist. Dann gibt es mindestens G einen projektiv einfachen kG-Modul. Denn in diesem Fall ist kN = kG ⊕ M G (P ) f¨ ur einen kG-Modul M 6= 0. Jeder unzerlegbare direkte Summand von M hat nach Lemma 3.3.14 eine durch p teilbare Dimension und hat als Gewichts-GreenKorrespondent (Voraussetzung) einen Vertex Q < P . Daher ist nach Voraussetzung jeder solche unzerlegbare direkte Summand von M ein projektiv einfacher kG-Modul. In speziellen Situationen k¨onnen dann R¨ uckschl¨ usse auf die Dimension der proG jektiv einfachen Moduln gezogen werden. Denn die Dimension von kN ist G (P ) |G : NG (P )|. Wir haben gerade schon gesehen, dass alle unzerlegbaren direkten Summanden von M projektiv einfache kG-Moduln sind, deren Dimensionen sich zu |G : NG (P )| − 1 aufaddieren. Diese Situation tritt in den am Ende abgedruckten Beispielen h¨aufig auf. Betrachte zum Beispiel G = A6 modulo 3, Seite 150. Hier wird ein Defekt-0-Charakter von Grad 9 erzwungen. (c) Ist die p-Sylowgruppe P von G ein Normalteiler, so ist der Permutationsmodul kPG isomorph zum rechtsregul¨aren Modul (kG/P )kG/P und der Endomorphismenring EndkG (kPG ) als k-Algebra isomorph zum (halbeinfachen) Gruppenring kG/P . Andererseits haben alle einfachen kG/P -Moduln eine zu p-teilerfremde Dimension, so dass nur P Gewichtsuntergruppe von G ist. Daher sind die Gewichtsmoduln genau die einfachen kG-Moduln und Alperins Vermutung ist f¨ ur diesen Fall richtig. Beachte, dass in diesem Fall jeder unzerlegbare (einfache) direkte Summand von kPG ein Gewichtsmodul mit einer zu p teilerfremden Dimension ist. (d) Ein unzerlegbarer direkter Summand X von kPG , der nicht projektiv einfach ist und dessen Dimension |dim(X)|p = |Sylp (G)| erf¨ ullt, ist kein Gewichts-GreenKorrespondent. Wie schon oben angedeutet, hat Alperin selbst vorgeschlagen, den Endomorphismenring des Permutationsmoduls kPG zu untersuchen um die Gewichtsvermutung
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besser zu verstehen. Dies werden wir im Folgenden weiter verfolgen. Alperin hat aber auch auf einen weiteren Ansatz mit gewissen alternierenden Summen hingewiesen. Solche alternierenden Summen werden in einem allgemeinen Zusammenhang von Webb, Quillen, Bouc u.a. untersucht. Die Verbindung dieser Summen zu Alperins Gewichtsvermutung, insbesondere eine ¨aquivalente Formulierung der Gewichtsvermutung mit Hilfe von alternierenden Summen, finden wir in [KR89]. Die darin entwickelten Ideen wurden in zahlreichen weiteren Arbeiten weiterverfolgt, in der Hoffnung, Alperins Gewichtsvermutung auf die einfachen Gruppen reduzieren zu k¨onnen. Dieser Ansatz wird hier nicht aufgegriffen, wenngleich sich seine St¨arke in der Verbindung zu vielen anderen Theoremen und offenen Vermutungen offenbart.



3.4



Der quasi-Frobenius-Fall



Die Grundvoraussetzungen und Bezeichnungen dieses Abschnitts seien wie folgt festgelegt: Es seien G eine Gruppe, p eine Primzahl und k ein algebraisch abgeschlossener K¨orper der Charakteristik p. Wir wollen in diesem Abschnitt das oft zitierte Paper On a Theorem of H. Sa” wada“ ([Gre78]) von J. A. Green in Hinsicht auf Alperins Vermutung diskutieren. Deswegen werden wir auch auf die Allgemeinheit des Papers in Bezug auf Charakteristik und die auftretende Untergruppe verzichten und direkt unsere spezielle Situation vorgeben. 3.4.1 Bemerkung Es sei P eine p-Sylowgruppe von G. Wir fixieren den Permutationsmodul W := P kPG . Beachte, dass dieser Modul von dem Element w0 := x∈P x erzeugt wird. Zudem sei der kG-Endomorphismenring EndkG (W ) von W mit Ek bezeichnet. Es seien mod-kG die Kategorie der endlich erzeugten kG-Moduln und k-mod die Kategorie der endlich-dimensionalen k-Vektorr¨aume. Wir folgen [Gre78] und betrachten den kovarianten und links-exakten Funktor F : mod-kG → k-mod mit folgender Abbildungsvorschrift: F¨ ur M ∈ mod-kG sei F (M) := {m ∈ M : mx = m f¨ ur alle x ∈ P } = FixP (M) die Fixpunktmenge von M unter P (vergleiche Bemerkung 2.1.2). F¨ ur M, M ′ ∈ mod-kG und ϕ ∈ HomkG (M, M ′ ) sei F (ϕ) : F (M) → F (M ′ ), die Restriktion von ϕ auf F (M). Beachte, dass F (M) und HomkG (W, M) als k-Vektorr¨aume via der folgenden Abbildung τ isomorph sind: τ:



F (M) → HomkG (W, M) m 7→ λm : (w0 x 7→ mx),
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f¨ ur alle x ∈ kG. (Indem man die k-Basis {w0 y1 , w0 y2 , . . . , w0 yn } mit einer Transversalen {y1 , y2, . . . , yn } von P \G betrachtet, kann man zeigen, dass λm f¨ ur alle m ∈ M wohldefiniert ist.) Damit gelingt es, F (M) eine (Rechts-)Ek -Modulstruktur zu geben: F¨ ur m ∈ k F (M) und α ∈ E sei m.α das eindeutige Element aus F (M), f¨ ur das λm.α = λm α gilt. Beachte, dass es reicht, α(w0 ) zu berechnen, um m.α zu bestimmen: Es sei xα ∈ kG ein Element, f¨ ur das α(w0 ) = w0 xα gilt. Dann ist τ (m.α)(w0 ) = λm (w0 xα ) = mxα . Weil τ ein Isomorphismus ist folgt aus der letzten Gleichung m.α = mxα . Im speziellen Fall M = W = kPG , ist F (W ) als k-Vektorraum mittels τ isomorph zum Endomorphismenring EndkG (W ) = Ek . Der Modul F (W ) hat also eine Ek Rechtsstruktur, wie gerade beschrieben, und eine nat¨ urliche Ek -Linksstruktur, n¨amlich αw = α(w) f¨ ur alle w ∈ F (W ). 3.4.2 Lemma Mit den Bezeichnungen von oben gilt: F (W ) ist mittels τ isomorph zu Ek als Ek -Modul und als Ek -Linksmodul. Beweis: Es reicht, die Ek -Modulstruktureigenschaft an dem erzeugenden Element w0 ∈ W zu zeigen. F¨ ur α ∈ Ek sei xα ∈ kG, so dass α(w0) = w0 xα gilt. Dann folgt: τ (α(w0 ))(w0 ) = τ (w0 xα )(w0 ) = w0 xα = α(w0 ) = α(τ (w0 )(w0 )). F¨ ur die Rechts-Modul-Eigenschaft rechnen wir wie folgt: τ (w0 .α)(w0 ) = λw0 (α(w0)) = τ (w0 )(α(w0 )) = α(τ (w0 ))(w0 ).  Wie in Abschnitt 2.9 betrachten wir die Zerlegung W =



ni s M M



Wij



i=1 j=1



von W in unzerlegbare direkte Summanden; dabei gelte Wij ∼ = Wkl genau dann, wenn i = k ist. Mit der Fitting-Korrespondenz (Satz 1.2.5) ist dann F (W ) =



ni s M M



F (Wij )



i=1 j=1



eine Zerlegung von Ek in unzerlegbare direkte Summanden von EkEk , also eine Zerlegung in PIMs von Ek . Bevor wir die Hauptaussagen der Arbeit von J. A. Green formulieren, wollen wir noch folgendes Lemma daraus zitieren:
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3.4.3 Lemma ([Gre78, La. 2.2a]) Es sei M ein einfacher kG-Modul. Dann ist M genau dann ein direkter Summand vom Kopf hd(W ) := W/W J(kG) oder von soc(W ), wenn F (M) 6= 0 gilt. Insbesondere besteht die Menge aller direkten Summanden von soc(W ) und die Menge aller direkten Summanden von hd(W ) aus allen Isomorphietypen der einfachen kG-Moduln, weil jeder nicht-triviale kP -Modul von 0 verschiedene Fixpunkte hat.  Die Theoreme aus der Arbeit von J. A. Green lauten nun wie folgt: 3.4.4 Satz ([Gre78, Thm. 1]) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei Ek quasiFrobenius, d.h. Ek ist injektiv als Ek -(Rechts-)Modul. Dann gilt f¨ ur beliebige 1 ≤ i, j ≤ s: (a) soc(Wi,1 ) und hd(Wi,1 ) sind einfach. (b) F (soc(Wi,1 )) = soc(F (Wi,1 )). Insbesondere ist soc(F (Wi,1 )) in soc(Wi,1 ) als Menge enthalten. (c) F (hd(Wi,1 )) ∼ = hd(F (Wi,1)). (d) Die kG-Moduln Wi,1 und Wj,1 sind genau dann isomorph, wenn soc(Wi,1 ) ∼ = soc(Wj,1 ) oder wenn hd(Wi,1 ) ∼  = hd(Wj,1 ) gilt. 3.4.5 Satz ([Gre78, Thm. 2]) Die Bezeichnungen seien wie zu Beginn dieses Abschnitts. Zudem sei Ek quasiFrobenius. Dann induziert die Abbildung M → F (M) eine Bijektion zwischen den einfachen kG-Moduln und den einfachen Ek -Moduln.  Wir wollen dieses Ergebnis in Hinsicht auf Alperins Gewichtsvermutung diskutieren. Sei also Ek quasi-Frobenius. Die Anzahl der Gewichts-Green-Korrespondenten ist h¨ochstens gleich der Anzahl s der Isomorphietypen der unzerlegbaren direkten Summanden von W (Lemma 3.3.13). Nach dem Satz von Fitting (Satz 1.2.5) hat Ek auch s verschiedene Isomorphietypen von einfachen Moduln. Nach den obigen Ergebnissen gibt es aber eine eineindeutige Korrespondenz zwischen den einfachen Ek -Moduln und den einfachen Sockeln der unzerlegbaren direkten Summanden von W . Daher gilt in diesem Fall |{Gewichte}| ≤ |{unzerlegbare Summanden in kPG }| = |{Sockelkonstituenten von Ek }| = |{einfache kG-Moduln}|,



(3.3)



¨ jeweils bis auf Aquivalenz und Isomorphie. Ist Alperins Vermutung g¨ ultig, m¨ ussen also s Gewichts-Green-Korrespondenten vorkommen, d.h. jeder unzerlegbare direkte Summand von W ist ein Gewichts-Green-Korrespondent.
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Im umgekehrten Schluss w¨ urden wir Alperins Vermutung f¨ ur die Klasse von Gruppenringen kG beweisen, f¨ ur die der Endomorphismenring von kPG mit P ∈ Sylp (G) quasi-Frobenius ist, wenn wir zeigen k¨onnten, dass in diesem Fall alle direkten Summanden Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Immerhin gibt es Ergebnisse, die zeigen, dass der Green-Korrespondent von Wi,1 in NG (Q), wobei Q ein Vertex von Wi,1 ist, ein projektiver NG (Q)/Q-Modul ist. Dies untersuchen wir im n¨achsten Kapitel genauer. 3.4.6 Bemerkung Die Bezeichnungen seien wie oben. (a) Es sei Ek quasi-Frobenius. F¨ ur einen Index 1 ≤ i ≤ s betrachten wir den PIM G k Pi,1 ∼ Hom (k , W ) von E . Nach Satz 3.4.4 gilt dann = kG P i,1 soc(Pi,1 ) = soc(HomkG (kPG , Wi,1 )) ∼ = HomkG (kPG , soc(Wi,1 )). Beachte, dass wegen der Einfachheit der PIM-Sockel soc(Pi,1 ) = hϕiEk f¨ ur jeden von 0 verschiedenen Homomorphismus ϕ ∈ soc(Pi,1 ) gilt. Weil soc(Wi,1 ) ein einfacher kG-Modul ist, folgt f¨ ur jeden Homomorphismus 0 6= G ϕ ∈ HomkG (kP , soc(Wi,1 )): ϕ(kPG ) = soc(Wi,1 ). Unter der Annahme, dass Ek quasi-Frobenius ist, finden wir demnach eine Abbildung von der Menge der einfachen Ek -Moduln in die Menge der einfachen kGModuln, die eine Korrespondenz zwischen den Isomorphietypen der einfachen Ek -Moduln und den Isomorphietypen der einfachen kG-Moduln etabliert. (b) Der Endomorphismenring Ek erf¨ ulle nur die schw¨achere Voraussetzung, dass alle Sockel der PIMs von Ek einfach sind. Zudem nehmen wir an, dass auch alle Sockel der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG einfach sind. Dann gilt f¨ ur alle unzerlegbaren direkten Summanden X | kPG : soc(F (soc(X))) = soc(F (X)) ⊆ F (soc(X)). Denn nach Voraussetzung ist soc(X) einfach, so dass F (soc(X)) 6= 0 nach Lemma 3.4.3 gilt und offensichtlich in F (X) enthalten ist. Daher gilt nach [NT89, 3a. I 8.20] soc(F (soc(X))) = soc(F (X)) ∩ F (soc(X)). Wegen der Einfachheit der Sockel der PIMs von Ek gilt damit soc(F (soc(X))) = soc(F (X)) ⊆ F (soc(X)). Ein Beispiel (unter vielen), das diese Voraussetzungen erf¨ ullt, ist L2 (13) in Charakteristik 2. (c) Der Operator F hat nicht die Eigenschaft, Halbeinfachheit von Moduln zu erhalten, wie wir es beispielsweise vom Kondensationsfunktor kennen. Man betrachte beispielsweise G = M11 in Charakteristik 2. Dort hat der Permutationsmodul kPG einen einfachen direkten Summanden der Dimension 10. Der korrespondierende PIM von Ek hat zwei 1-dimensionale Konstituenten und ist somit nicht halbeinfach. 
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Eine wichtige Klasse von Gruppen G, deren Endomorphismenringe EndkG (kPG ) quasi-Frobenius sind, bilden die Gruppen mit BN-Paar. 3.4.7 Definition Es sei G eine Gruppe. (a) Ein Paar (B, N) von Untergruppen von G heißt BN-Paar von G, falls die folgenden Bedingungen erf¨ ullt sind: (i) G = hB, Ni. (ii) H := B ∩ N E N. (iii) W := N/H = hwi : i ∈ I, wi2 = 1i f¨ ur eine Indexmenge I. (iv) F¨ ur i ∈ I sei ni ∈ N mit Hni = wi . Dann gilt ni Bn ⊆ Bni nB ∪ BnB f¨ ur alle n ∈ N. (v) F¨ ur alle ni wie in (iv) gilt ni Bni 6= B. In diesem Fall heißt G Gruppe mit BN-Paar. (b) Ein BN-Paar heißt zerfallend, falls es Untergruppen U und T gibt, die folgende Bedingungen erf¨ ullen: (i) U ist eine p-Gruppe und T ist eine abelsche p′ -Gruppe, die U normalisiert. (ii) Es gilt B = T ⋊ U und T = B ∩ N. (iii) Es gilt ∩n∈N n−1 Bn = T . Die Existenz eines (zerfallenden) BN-Paars f¨ ur eine Gruppe G l¨asst starke Strukturaussagen zu. Eine davon betrifft den Endomorphismenring von kPG . 3.4.8 Satz (Tinberg, [Tin80, Prop. 3.7]) Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar. Dann ist Ek := EndkG (kPG ) Frobenius und damit quasi-Frobenius.  N. B. Tinberg sagt selbst, dass die Beweisidee auf Green zur¨ uckgeht. M. Cabanes beweist in [Cab84] Alperins Gewichtsvermutung f¨ ur Gruppen mit zerfallendem BN-Paar. Er benutzt J.A. Greens Arbeit [Gre78] und die daraus folgende Bijektion zwischen einfachen kG-Moduln und einfachen Ek -Moduln, um eine Parametrisierung f¨ ur die einfachen kG-Moduln und f¨ ur die Gewichte von G zu finden. 3.4.9 Satz (Cabanes, [Cab84, Prop C12.1 6]) Es seien G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar, P ∈ Sylp (G). Dann ist jeder unzerlegbare direkte Summand von kPG ein Gewichts-Green-Korrespondent. 



Im Vorgriff auf Kapitel 4 sei bemerkt, dass M. Cabanes f¨ ur jeden unzerlegbaG ren direkten Summanden von kP mit Vertex Q zeigt, dass sein Bild unter dem Brauer-Homomorphismus ein projektiv einfacher kNG (Q)/Q-Modul ist. Damit ist der Green-Korrespondent jedes unzerlegbaren direkten Summanden von kPG ein Gewichtsmodul. Daraus folgt Alperins Vermutung (siehe Bemerkung nach Satz 3.4.5). Eine weitere bemerkenswerte Aussage aus dieser Arbeit, die im Beweis der Gewichtsvermutung mehrfach benutzt wurde, ist die folgende: 3.4.10 Satz Es sei G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar. Dann ist jeder einfache Ek := EndkG (kPG )-Modul 1-dimensional. Die Gruppen bei einigen Beispielen am Ende der Datensammlung sind ChevalleyGruppen in definierender Charakteristik, also Gruppen mit zerfallendem BNPaar. Wir haben dies an der jeweiligen Stelle gekennzeichnet.
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Kapitel 3. Alperins Gewichtsvermutung
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Kapitel 4 Endomorphismenringe als G-Algebren Es sei O ein kommutativer, lokaler, noetherscher Ring mit algebraisch abgeschlossenem Restklasssenk¨orper k := O/p der Charakteristik p und θ ∈ {O, k}. Wir nehmen stets an, dass alle hier auftretenden θ-Algebren endlich erzeugt sind. Zudem seien G eine endliche Gruppe und P ∈ Sylp (G). Wir werden in diesem Kapitel die Darstellungstheorie aus Th´evenaz Buch [Th´e95] ausarbeiten und auf unseren speziellen Fall anwenden. Wesentliche Teile der hier vorgestellten Theorie gehen auf L. Puig zur¨ uck, der sie unter anderem in den Arbeiten [Pui80], [Pui81], [Pui84], [Pui88a] und [Pui88b] entwickelt hat. Seine Betrachtungsweise ist auf wunderbare Weise so verallgemeinert, dass beispielsweise die Green-Korrespondenz und Brauers S¨atze der Blocktheorie als Spezialf¨alle abfallen. Wie in Abschnitt 3.4 angemerkt, zeigen wir in Abschnitt 4.9, dass der GreenKorrespondent eines (beliebigen) unzerlegbaren direkten Summanden von kPG mit Vertex Q ein projektiver kNG (Q)/Q-Modul ist. Ein solcher Green-Korrespondent ist folglich genau dann ein Gewichtsmodul, wenn er einfach ist. Am Ende des Kapitels finden wir f¨ ur die Einfachheit zwei hinreichende Voraussetzungen. Damit gelingt der Beweis von Alperins Gewichtsvermutung f¨ ur eine spezielle Klasse von Gruppen, deren Endomorphismenring Ek := EndkG (kPG ) quasi-Frobenius ist (vergleiche Bemerkung 4.9.6). Zun¨achst m¨ ussen wir im Schnellschritt die n¨otigen Bezeichnungen und Konzepte aufnehmen.



4.1



Punkte und Exomorphismen



Erinnern wir uns an den Satz von Wedderburn, in dem halbeinfache (endlichdimensionale) k-Algebren charakterisiert werden.QInsbesondere kann man eine halbeinfache Algebra A als direktes Produkt A = m∈Max(A) A/m schreiben, wo-
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bei T Max(A) die Menge der maximalen zweiseitigen Ideale ist. Wegen J(A) = ur eine beliebige endlich erzeugte θ-Algebra A: m∈Max(A) m gilt f¨ Y Y Endθ (Vm). A/m ∼ A/J(A) ∼ = = m



m∈Max(A)



Hier korrespondiert Vm zu dem eindeutigen maximalen zweiseitigen Ideal m, das Vm annulliert. Wir beginnen mit der grundlegenden und wichtigsten Definition in diesem Kapitel: 4.1.1 Definition (Punkt) Es sei A eine θ-Algebra. Ist e ein primitives Idempotent von A, dann heißt die Menge der assoziierten Idempotente (vergleiche Seite 6) α := {ea : a ∈ A∗ } ein Punkt von A. Die Menge aller Punkte von A bezeichnen wir mit P(A). 4.1.2 Lemma (vgl. [Th´ e95, Prop. (1.15),(2.7), Thm. (3.1)]) Es seien θ = k und A eine k-Algebra mit Jacobson-Radikal J(A). (a) Dann ist A/J(A) eine endlich-dimensionale k-Algebra und es gilt Y Endk (V ), A/J(A) ∼ = V ∈Irr(A)



wobei Irr(A) die Menge von Repr¨asentanten der einfachen A-Moduln ist. Jedes maximale zweiseitige Ideal m von A ist der Annullator eines einfachen A-Moduls Vm. Wir haben also eine Bijektion zwischen Max(A) und Irr(A). (b) F¨ ur jeden Punkt α ∈ P(A) gibt es genau ein maximales Ideal m mit e 6∈ m f¨ ur ein (und somit f¨ ur alle) e ∈ α. Somit haben wir eine Bijektion zwischen den Punkten von A und den maximalen zweiseitigen Idealen von A. Mit (a) stehen folglich die Punkte von A in Korrespondenz zu den einfachen A-Moduln. Dabei korrespondiert ein einfacher A-Modul V genau dann zu α ∈ P(A), wenn V e 6= 0 f¨ ur ein (und somit alle) e ∈ α gilt.  Wie sich sp¨ater herausstellt, gr¨ undet das Konzept von Idempotentklassen, wie wir es oben kennen gelernt haben, auf fruchtbaren Boden. Es ist daher naheliegend, weitere Strukturen zu verallgemeinern und klassenweise aufzufassen. Dies f¨ uhrt auf die n¨achste wichtige Definiton, in der Algebren-Homomorphismen zusammengefasst werden. Zuvor jedoch noch eine Erinnerung an innere Automorphismen. 4.1.3 Definition (innerer Automorphismus) Ein Automorphismus f : A → A heißt innerer Automorphismus, falls ein −1



ur alle a ∈ A. In diesem Fall schreiben Element bf ∈ A∗ existiert mit f (a) = abf f¨ wir auch f = Inn(bf ).



4.2. G-Algebren und innere G-Algebren
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4.1.4 Definition und Bemerkung (vgl. [Th´ e95, Paragraph 8]) Es seien A und B zwei θ-Algebren und f : A → B ein Algebren-Homomorphis¨ mus. Dann nennen wir die Aquivalenzklasse F := {g : g = b◦f ◦a, a ∈ Inn(A), b ∈ Inn(B)} einen Exomorphismus von A nach B. Wegen f ◦Inn(a) = Inn(f (a))◦f , k¨onnen wir den Exomorphismus, der f enth¨alt, auch als die Menge F = {Inn(b) ◦ f : b ∈ B∗ } schreiben. Weiterhin nennen wir den Exomorphismus F Einbettung, falls ein f ∈ F injektiv ist und als Bild f (1A)Bf (1A) hat (womit auch alle anderen Elemente in F diese Eigenschaft haben). In diesem Fall induziert F eine injektive Abbildung P(A) → P(B), α 7→ F (α) := {f (e) : f ∈ F , e ∈ α}. Beachte, dass f nicht als unit¨ar vorausgesetzt wird, d.h. 1A wird nicht notwendigerweise auf 1B abgebildet wird. Ist beispielsweise e ∈ A ein Idempotent, dann ist die Einbettung eAe → A ein Homomorphismus, der nicht unit¨ar ist. Beachte, dass f (a) f¨ ur eine Einheit a ∈ A im Allgemeinen nicht mehr invertierbar ist. Allerdings ist f (a) + (1B − f (1A)) ein in B invertierbares Element, so dass f einen Gruppenhomomorphismus A∗ → B∗ , a 7→ f (a) + (1B − f (1A)) induziert.



4.2



G-Algebren und innere G-Algebren



Wie in der Einleitung zu Kapitel 4 sei θ ∈ {O, k} mit einem kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O und algebraisch abgeschlossenem Restklassenk¨orper k der Charaktersitik p. Zudem sei G eine Gruppe. Das Konzept dieses Abschnitts betitelt J. Th´evenaz selbst als das Hauptkonzept seines Buches. Wir beschr¨anken uns nicht mehr auf die Darstellungstheorie von θG, sondern betrachten und analysieren ganz allgemein so genannte G-Algebren. 4.2.1 Definition (G-Algebra) Eine G-Algebra (u ¨ber θ) ist ein Paar (A, ψ), wobei A eine θ-Algebra und ψ : G → Aut(A) ein Gruppen-Homomorphismus ist. Die Gruppe G operiert auf A via Algebren-Automorphismen. Wir schreiben die Operation von G auf A von rechts und benutzen die Schreibweise ag := ψ(g −1)(a). Selbsterkl¨arend ist ein Homomorphismus von G-Algebren ein Algebren-Homomorphismus f : A → B mit der Eigenschaft f (ag ) = f (a)g f¨ ur alle g ∈ G. Noch wichtiger, wie J. Th´evenaz sagt, ist das Konzept der inneren G-Algebren, das sich wie folgt definiert. 4.2.2 Definition (innere G-Algebra) Eine innere G-Algebra ist ein Paar (A, ϕ), wobei A eine θ-Algebra und ϕ : G → A∗ ein Gruppen-Homomorphismus ist. Der Begriff erkl¨art sich mit der Beobachtung, dass es einen Gruppen-Homomorphismus der Form A∗ → Aut(A), a 7→
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Inn(a) gibt. Auch hier operiert G auf A via ag := Inn(ϕ(g −1 ))(a). Beachte, dass sich nun auch Begriffe wie Exomorphismus und Einbettung auf (innere) G-Algebren einschr¨anken lassen, indem wir jeweils G-Algebren-Homomorphismen betrachten. Wie J. Th´evenaz, wollen wir uns an dieser Stelle einige Beispiele von (inneren) G-Algebren betrachten. 4.2.3 Beispiel (a) Die Gruppenalgebra θG selbst ist eine innere G-Algebra, indem wir G in (θG)∗ einbetten. (b) Ist M ein θG-Gitter, so gibt es eine Darstellung φ : θG → Endθ (M). Dann ist A := Endθ (M) eine innere G-Algebra via der Darstellung (von G) ρ′ : G → Autθ (M) = A∗ . Dieses Beispiel ist f¨ ur uns deshalb von herausragender Bedeutung, weil wir hier die Theorie der (inneren) G-Algebren f¨ ur unseren speziellen Fall der Endomorphismenringe von Permutationsmoduln anwenden k¨onnen. Weil wir parallel zur Entwicklung der Terminologie auch ihre konkrete Bedeutung f¨ ur bestimmte Permutationsmoduln analysieren wollen, betrachten wir folgendes Beispiel. 4.2.4 Bemerkung i Wi,j wie vor Lemma 2.9.1 eine Es sei P ∈ Sylp (G). Zus¨atzlich sei θPG = ⊕si=1 ⊕nj=1 Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden. Dann gibt es f¨ ur jedes 1 ≤ i ≤ s eine Einbettung F : Endθ (Wi,1 ) → Endθ (θPG ) innerer G-Algebren. 4.2.5 Definition und Bemerkung Es sei A eine (innere) G-Algebra. Dann kann man die Operation von G auf A auf jede Untergruppe H ≤ G einschr¨anken. Die Algebra tr¨agt dann eine (innere) HAlgebren-Struktur, die wir durch ResG H (A) kenntlich machen und die Restriktion auf H nennen. Die Bedeutung der folgenden Definition von Fixpunktmengen ist f¨ ur dieses Kapitel außerordentlich wichtig. 4.2.6 Definition F¨ ur eine Untergruppe H ≤ G ist FixH (A) := {a ∈ A : ah = a f¨ ur alle h ∈ H} die Menge der H-Fixpunkte von A.



4.3. Der Brauer-Homomorphismus
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Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir das Prinzip der Exomorphismen auf G-Algebren u ¨bertragen. 4.2.7 Definition Es seien A und B zwei G-Algebren und f : A → B ein G-Algebren-Homomor¨ phismus. Dann ist die Aquivalenzklasse F := {Inn(b) ◦ f : b ∈ (FixG (B))∗ } ein Exomorphismus von G-Algebren. Ankn¨ upfend daran wollen wir noch eine besondere Klasse von Exomorphismen herausstellen. Ist n¨amlich F : A → B ein Exomorphismus von G-Algebren, dann kann man jeden G-Algebren-Homomorphismus f ∈ F durch Restriktion auf eine Untergruppe H ≤ G als H-Algebren-Homomorphismus auffasssen, was wir durch G G die Notation ResG H (f ) : ResH (A) → ResH (B) kenntlich machen. Die Menge aller restringierten Homomorphismen in F bezeichnen wir dann mit ResG H (F ) und nennen diese die Restriktion des Exomorphismus F auf H. Beachte, dass ∗ ∗ ResG H (F ) wegen FixG (B) ⊆ FixH (B) im Allgemeinen mehr Elemente hat als F.



4.3



Der Brauer-Homomorphismus



Wie in der Einleitung zu Kapitel 4 sei θ ∈ {O, k} mit einem kommutativen, lokalen, noetherschen Ring O und algebraisch abgeschlossenem Restklassenk¨orper k der Charakterstik p. Zudem seien G eine Gruppe und A eine G-Algebra. Offensichtlich ist FixH (A) eine Unteralgebra von A mit dem gleichen neutralen Element. Wenn wir nun auf das f¨ ur uns wichtige Beispiel A = Endθ (M) f¨ ur ein θG-Gitter M schauen, dann gilt offensichtlich FixH (A) = EndθH (M). Insbesondere ist FixG (A) = EndθG (M). ur die zu H konjugierte Untergruppe Beachte, dass FixH g (A) = (FixH (A))g f¨ g H ≤ G gilt. Daher ist FixH (A) invariant unter NG (H) und kann als NG (H)Algebra und als NG (H)/H-Algebra betrachtet werden. Die Eigenschaft, innere GAlgebra zu sein, vererbt sich im Allgemeinen nicht auf FixH (A). Allein, wenn wir die Einschr¨ankung auf den Zentralisator CG (H) betrachten, geben wir FixH (A) eine innere CG (H)-Algebren-Struktur. V¨ollig analog zu G-Algebren definieren wir f¨ ur einen θG-Modul M und eine Untergruppe H ≤ G die Menge der H-Fixpunkte von M, die wir mit FixH (M) bezeichnen. Einen besonderen Fall wollen wir noch herausheben und mit eigener Terminologie belegen. Ist n¨amlich FixG (A) eine lokale Algebra, d.h. ist 1A das einzige primitive Idempotent von FixG (A), so nennen wir A primitiv. Beachte, dass dies a¨quivalent ist zu der Eigenschaft, nur einen Punkt der Form {1A} zu haben.
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F¨ ur eine Untergruppenkette L ≤ H ≤ G gilt offensichtlich FixG (A) ≤ FixH (A) ≤ FixL (A). Bildlich gesprochen k¨onnen wir die Beziehung H ≥ L durch die Einbettung rLH : FixH (A) → FixL (A) auf die Algebra u ur die ¨bertragen. Doch auch f¨ Beziehung L ≤ H finden wir eine Entsprechung, die durch einen Gl¨attungsoperator realisiert wird: Wir nennen die Abbildung X ax , tH : Fix (A) → Fix (A), a → 7 L H L x∈[L\H]



wobei [L\H] ein Repr¨asentantensystem der (Rechts-)Nebenklassen von L in H H ist, die relative Spurabbildung. Das Bild von tH L bezeichnen wir mit AL := H tH L (FixL (A)). Mit elementaren Rechnungen zeigt man, dass AL ein zweiseitiges Ideal in FixH (A) ist. Wir haben nun die n¨otige Terminologie eingef¨ uhrt, um den Brauer-Homomorphismus zu definieren. Zur Erinnerung: Das eindeutig bestimmte maximale Ideal von O haben wir mit p bezeichnet. 4.3.1 Definition und Bemerkung P Q Es sei Q ≤ G eine Untergruppe von G. Dann ist R gens := GeneratorsOfGroup(p); [ (1,13,10,7,4)(2,14,11,8,5)(3,15,12,9,6), (1,7,6)(2,8,4)(3,9,5)(10,12,11)(13,14,15) ] gap> mod_gen1 := MeatAxeString(gens[1],8,[15,15]);; gap> mod_gen2 := MeatAxeString(gens[2],8,[15,15]);; gap> FileString("tmp/modgen_1",mod_gen1);; gap> FileString("tmp/modgen_2",mod_gen2);; Die Erzeugung dieser MeatAxe-lesbaren Matrizen haben wir in der Funktion MeatAxeStringRightCoset()“ zusammengefasst. Sie ben¨otigt die Argumente G, ” H und p. Zerlegung des Permutationsmoduls Die von GAP u ¨ bergebenen Matrizen m¨ ussen mit zcv“ in bin¨ares Format konvertiert werden. Dann kann die Meat” Axe die Konstituenten des zugeh¨origen Moduls mittels chop“ bestimmen. Die ” MeatAxe zerlegt den Modul von oben wie folgt: ~/tmp> zcv modgen_1 mod_gen.1 15x15 permutation matrix over GF(8) ~/tmp> zcv modgen_2 mod_gen.2 15x15 permutation matrix over GF(8) ~/tmp> chop mod_gen *** CHOP MODULE *** Chop: Dim=15 Split: Subspace=4, Quotient=11 Chop: Dim=4 Irreducible (4a)
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Chop: Dim=11 Split: Subspace=5, Chop: Dim=5 Split: Subspace=4, Chop: Dim=4 Irreducible (4b) Chop: Dim=1 Irreducible (1a) Chop: Dim=6 Split: Subspace=1, Chop: Dim=1 Irreducible (1a) Chop: Dim=5 Split: Subspace=4, Chop: Dim=1 Irreducible (1a) Chop: Dim=4 Irreducible (4b)



Quotient=6 Quotient=1



Quotient=5



Quotient=1



Chopping completed: 3 different composition factors Writing mod_gen.cfinfo Name 1a 4a 4b



Mult 3 1 2



SF 1 1 2



Fingerprint 0,1,0,1,0,1 1,0,1,1,1,1 0,0,0,0,0,0



Ascending composition series: 4a 4b 1a 1a 1a 4b Der Modul hat also drei verschiedene Konstituenten. Mit decompose“ k¨onnen ” wir ihn in unzerlegbare direkte Summanden zerlegen. ~/tmp> decompose mod_gen *** PEAK WORD CONDENSATION *** Peak word for mod_gen4a is 1 (a+b+ab), pol=x Condensing mod_gen4a: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Peak word for mod_gen1a is 2 (a+b+ab+ab2), pol=x Condensing mod_gen1a: pwr=1, nul=3, Transforming to standard basis Peak word for mod_gen4b is 16 (b+ab+ba), pol=x



5.4. Berechnung der Zerlegungsmatrizen Condensing mod_gen4b: pwr=1, nul=4, Transforming to standard basis Next constituent: mod_gen1a 0 Vector 1 (seedcount=1) spins up Vector 2 (seedcount=2) spins up Vector 3 (seedcount=3) spins up Next constituent: mod_gen4a 0 Vector 1 (seedcount=1) spins up Next constituent: mod_gen4b 0 Vector 3 (seedcount=3) spins up
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to 5 to 6 to 7



to 11



to 15



*** CHOP MODULE *** Chop: Dim=6 Split: Subspace=1, Quotient=5 Chop: Dim=1 Irreducible (1a) Chop: Dim=5 Split: Subspace=1, Quotient=4 Chop: Dim=1 Irreducible (1b) Chop: Dim=4 Split: Subspace=2, Quotient=2 Chop: Dim=2 Irreducible (2a) Chop: Dim=2 Irreducible (2a) Chopping completed: 3 different composition factors Writing mod_gen.endo.lrr.cfinfo



Name Mult SF Fingerprint 1a 1 1 0,0,0,0,0,0 1b 1 1 0,0,0,0,0,0 2a 2 2 0,0,0,0,0,0 Ascending composition series: 1a 1b 2a 2a *** PEAK WORD CONDENSATION ***
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Peak word for mod_gen.endo.lrr1a is 1 (a+b+ab), pol=x+1 Condensing mod_gen.endo.lrr1a: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Peak word for mod_gen.endo.lrr1b is 1 (a+b+ab), pol=x+4 Condensing mod_gen.endo.lrr1b: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Peak word for mod_gen.endo.lrr2a is 6665 (a3+a5+ba4), pol=x+5 Condensing mod_gen.endo.lrr2a: pwr=2, nul=4, Transforming to standard basis Socle 1: 4 = 1a + 1b + 2a ..... The 0-th direct summand is: 1a The 0-th direct summand is: 4a The 0-th direct summand is: 10a ~/tmp> decompose mod_gen.endo.lrr ..... The 0-th direct summand is: 1a The 0-th direct summand is: 1b The 0-th direct summand is: 4a Wie sich zeigt, hat kPG drei unzerlegbare Summanden der Dimensionen 1, 4 und 10. Der zugeh¨orige Endomorphismenring hat korrespondierende PIMs der Dimensionen 1, 1 und 4. F¨ ur diese einzelnen Summanden werden mit den gleichen Befehlen die Konstituenten bestimmt. Mit Hilfe der Zerlegungsmatrix von G (wie sie beispielsweise unter http://www.math.rwth-aachen.de/homes/MOC/decomposition/ zu finden ist) versuchen wir dann, die einzelnen Konstituenten in den unzerlegbaren Moduln wiederzufinden. Auf diese Weise bestimmen wir die Zerlegungsmatrix D des Permutationsgitters (Definition 1.4.1), die ja gleich der Zerlegungsmatrix des Endomorphismenrings ist. Dabei beginnen wir typischerweise mit Konstituenten des Permutationsmoduls kPG von großer Dimension. In nicht eindeutigen F¨allen machen wir m¨ogliche Annahmen und zeigen, dass unter diesen nur eine nicht zum Widerspruch f¨ uhrt. Gibt es immer noch mehrere M¨oglichkeiten, so hilft die Zerlegung der rechtsregul¨aren Darstellung des Endomorphismenrings in seine PIMs. Der Vergleich mit m¨oglichen Annahmen an kPG und den Dimensionen der korrespondierenden PIMs des zerlegten Endomorphismenrings reduziert die M¨oglichkeiten weiter. Schließlich kann die Berechnung von D tr D aller m¨oglichen Zerlegungsmatrizen und der



5.4. Berechnung der Zerlegungsmatrizen
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Vergleich mit der Cartan-Matrix des Endomorphismenrings in unseren F¨allen alle Mehrdeutigkeiten ausschalten. Die resultierenden Zerlegungsmatrizen entnehme man der anschließenden Beispielsammlung. Bestimmung der Gewichts-Green-Korrespondenten Nach Lemma 3.3.13 wissen wir, dass sich die Gewichts-Green-Korrespondenten aller Gewichtsmoduln als direkte Summanden im Permutationsmodul wiederfinden. Um Alperins Vermutung im Hinblick auf den Endomorphismenring untersuchen zu k¨onnen, m¨ ussen wir diese Gewichts-Green-Korrespondenten identifizieren. GAP bietet mit seinen Funktionen rund um TableOfMarks()“ eine großartige Hilfe. So kann ” man die p-Untergruppen leicht extrahieren und die Charaktere der Faktorgruppen des Normalisators einer solchen p-Untergruppe nach dieser Untergruppe auf ¨ Defekt-0-Eigenschaft untersuchen. Uberdies stellt die Theorie bereits gen¨ ugend starke Kriterien bereit, damit nicht alle Klassen von p-Untergruppen untersucht werden m¨ ussen. Das obige Beispiel l¨asst sich konkret wie folgt behandeln. gap> tom := TableOfMarks(g);; gap> Factors(Size(g)); [ 2, 2, 3, 5 ] gap> ord := OrdersTom(tom);; l := Length(ord);; gap> fil := Filtered([1..l],i->IsInt(2^2/ord[i])); [ 1, 2, 4 ] gap> for i in fil do q := RepresentativeTom(tom,i);; >n := Normalizer(g,q);; fg := FactorGroup(n,q);; > Print("i=",i, ", Size(q):",Factors(Size(q)),"\n"); >Display(CharacterTable(fg));; >Print("*********************\n \n");od; i=1, Size(q):[ 1 ] CT1 2 3 5



X.1 X.2 X.3 X.4



2 1 1



2 . .



. 1 .



. . 1



. . 1



1a 2P 1a 3P 1a 5P 1a



2a 1a 2a 2a



3a 3a 1a 3a



5a 5b 5b 1a



5b 5a 5a 1a



1 1 3 -1 3 -1 4 .



1 1 1 . A *A . *A A 1 -1 -1
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X.5



5



1 -1



.



.



A = -E(5)-E(5)^4 = (1-ER(5))/2 = -b5 ********************* i=2, Size(q):[ 2 ] CT2 2



1



1



1a 2a X.1 1 1 X.2 1 -1 ********************* i=4, Size(q):[ 2, 2 ] CT3 3



1



1



1



1a 3a 3b X.1 X.2 X.3



1 1 1 1 A /A 1 /A A



A = E(3) = (-1+ER(-3))/2 = b3 ********************* Wir sehen, dass f¨ ur i = 1 ein projektiv einfacher Modul existiert und f¨ ur i = 4 drei 1-dimensionale Gewichtsmoduln. Insgesamt gibt es vier Gewichtsmoduln und damit ist jeder unzerlegbare direkte Summand von kPG ein Gewichts-GreenKorrespondent. Nachdem eine Gewichts-Untergruppe Q gefunden ist, wird der PermutationsN modul kQ berechnet, den wir als Inflation u ¨ber Q des regul¨aren kN/Q-Moduls betrachten. Dieser Modul wird an die MeatAxe u ¨bergeben, um die einfachen Konstituenten zu bestimmen. Wir f¨ uhren das exemplarisch an i = 4 f¨ ur das obige Beispiel durch: gap> q := RepresentativeTom(tom,4);; n := Normalizer(g,q);;



5.4. Berechnung der Zerlegungsmatrizen gap> gap> 3 gap> gap> gap>
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weight := MeatAxeStringRightCoset(n,q,4);; Length(weight); FileString("tmp/weight_1",weight[1]);; FileString("tmp/weight_2",weight[2]);; FileString("tmp/weight_3",weight[3]);;



Mit der MeatAxe zerlegen wir diesen Modul. ~/tmp> chop -g 3 weight *** CHOP MODULE *** Chop: Dim=3 Split: Subspace=1, Quotient=2 Chop: Dim=1 Irreducible (1a) Chop: Dim=2 Split: Subspace=1, Quotient=1 Chop: Dim=1 Irreducible (1b) Chop: Dim=1 Irreducible (1c)



Chopping completed: 3 different composition factors Writing weight.cfinfo Name 1a 1b 1c



Mult 1 1 1



SF 1 1 1



Fingerprint 0,1,0,1,0,1 0,1,0,0,1,0 0,1,0,0,1,0



Ascending composition series: 1a 1b 1c ~/tmp> zpr weight1b.1 gap_weight1b.1 ~/tmp> zpr weight1b.2 gap_weight1b.2 ~/tmp> zpr weight1b.3 gap_weight1b.3 Diese einfachen kN-moduln geben wir erneut an GAP zur¨ uck, bilden mit der Funktion GModuleByMats()“ den entsprechenden Modul in GAP und induzie” ren mit InducedGModule()“ nach G. ”
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Exemplarisch f¨ uhren wir das an dem Konstituenten Rechnungen m¨ ussen dann noch f¨ ur weight.1a“ und ” werden. gap> gap> gap> gap> gap> gap> gap> gap> gap>



weight.1b“ vor. Analoge ” weight.1c“ durchgef¨ uhrt ”



m1 := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weight1b.1");; m2 := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weight1b.2");; m3 := ScanMeatAxeFile("tmp/gap_weight1b.3");; gmod := GModuleByMats([m1,m2,m3],GF(4));; ind := InducedGModule(g,n,gmod);; ind1 := MeatAxeString(ind.generators[1],4);; ind2 := MeatAxeString(ind.generators[2],4);; FileString("tmp/ind1b_1",ind1);; FileString("tmp/ind1b_2",ind2);;



Jetzt k¨onnen wir die gleiche Prozedur wie bei der Berechnung des Permutationsmoduls durchlaufen und enden mit einer Zerlegung des induzierten Gewichtsmoduls in seine unzerlegbaren Summanden. ~/tmp> zcv ind1b_1 ind1b.1 5x5 permutation matrix over GF(4) ~/tmp> zcv ind1b_2 ind1b.2 5x5 matrix over GF(4) ~/tmp> chop -Q ind1b ~/tmp> decompose ind1b *** PEAK WORD CONDENSATION *** Peak word for ind1b1a is 1 (a+b+ab), pol=x+1 Condensing ind1b1a: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Peak word for ind1b2a is 7 (ab2+bab+bab2), pol=x+2 Condensing ind1b2a: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Peak word for ind1b2b is 7 (ab2+bab+bab2), pol=x+3 Condensing ind1b2b: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Next constituent: ind1b1a 0 Vector 1 (seedcount=1) spins up to 3 Next constituent: ind1b2a 0 Next constituent: ind1b2b 0 Vector 1 (seedcount=1) spins up to 5



5.5. Anmerkung zu den Ergebnissen
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*** CHOP MODULE *** Chop: Dim=1 Irreducible (1a)



Chopping completed: 1 different composition factors Writing ind1b.endo.lrr.cfinfo Name 1a



Mult 1



SF 1



Fingerprint 0,1,0,1,0,1



Ascending composition series: 1a *** PEAK WORD CONDENSATION *** Peak word for ind1b.endo.lrr1a is 1 (a+a+a2), pol=x+1 Condensing ind1b.endo.lrr1a: pwr=1, nul=1, Transforming to standard basis Socle 1: 1 = 1a The 0-th direct summand is: 5a Die Interpretation ist bei dem obigen Beispiel einfach, denn der induzierte Summand ist schon unzerlegbar und somit der Gewichts-Green-Korrespondent des Gewichtsmoduls weight.1b“ mit Vertex Q der Ordnung 4. Die u ¨brigen Ergeb” nisse f¨ ur A5 in Charakteristik 2 entnehme man der Beispielsammlung auf Seite 133.



5.5



Anmerkung zu den Ergebnissen



Wir werden die Berechnung von G := Sp6 (2) ausf¨ uhrlich kommentieren und die Darstellungsweise, die auch bei allen anderen Beispielen gew¨ahlt wurde, erl¨autern. Dadurch k¨onnen wir die Ergebnisse der u ¨ brigen Berechnungen in knapper Darstellungsweise aufnehmen. Alle Kommentare heben wir durch kursive Schreibweise hervor. In diesem Abschnitt seien p eine Primzahl, (K, O, k) ein p-modulares Zerf¨allungssystem von G und P ∈ Sylp (G). Den OG-Endomorphismenring des Permutationsmoduls OPG bezeichnen wir mit E.
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G = Sp6 (2), P ∈ Syl2 (G), |G| = 29 · 34 · 5 · 7 Es sei F ein (beliebiger) K¨orper. Erlaubt die Gr¨oße des Beispiels die Berechnung der Dimension des Zentrums von EF := EndF G (FPG ), so f¨uhren wir die DimensiF on hier auf. Dann bezeichnet dimF (ZG P ) die Dimension des Zentrums von E . Ist die Dimension von der Charakteristik abh¨angig, so werden die unterschiedlichen Dimensionen einzeln aufgelistet. Wenn m¨oglich, werden auch die Dimensionen der Endomorphismenringe EndF G (FPN ) und EndF N (FNG ) f¨ ur N := NG (P ) aufgenommen. Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 15 27 35 84 120 168 216 280 512 VFH 11 12 21 31 32 13 33 22 34 14 Der (gew¨ohnliche) Permutationscharakter 1G P wird in seine irreduziblen Konstituenten zerlegt. Dabei steht dim f¨ur die Dimension des entsprechenden Konstituenten und VFH f¨ur die Vielfachheit, mit der dieser Konstituent in 1G P vorkommt. Diese Vielfachheiten werden mit Indizes versehen, weil sie genau die Dimensionen der gew¨ohnlichen irrreduziblen EK := EndKG (KPG )-Charaktere sind, die wir dadurch nummerieren und ihre Korrespondenz zu den gew¨ohnlichen KGCharakteren angeben (vergleiche Satz 2.1.6). K¨onnen wir die gew¨ohnliche Charaktertafel von EK berechnen und ¨ubersichtlich darstellen, so ist diese hier abgedruckt. Die Spalten der gew¨ohnlichen Charaktertafel sind mit den Basiselementen der Standardbasis indiziert (Satz 2.1.22). Die letzte, abgesetzte Spalte gibt die Dimension des zu µi ∈ IrrK (EK ) korrespondierenden gew¨ohnlichen Charakters von KG an. Unser Beispiel erlaubt wegen seiner Gr¨oße diese Berechnung nicht.



p = 2, G = Sp6 (2), P ∈ Syl2 (G), |G| = 29 · 34 · 5 · 7 kPG 1 512 748 568 314 496 134 62 1 1 8 6 6 4 4 2 512 1 6 10 8 8 6 5 4 8 3 2 2 2 3 1 14 8 2 2 2 1 2 4 2 2 2 1 48 64 2 3 1 1 2 1 2 112 soc 1 512 48 64 14 112 8 6
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In der Matrix, die mit kPG bezeichnet ist, finden wir die Auflistung der Konstituenten der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG . Dabei sind die Spalten dieser Matrix mit den Dimensionen dieser direkten Summanden nummeriert. Exponenten an diesen Dimensionen deuten auf die entsprechende Vielfachheit des Summanden in kPG hin. In allen Beschreibungen und Auswertungen benennen wir Moduln mit ihrer Dimension. In der letzten Zeile findet man zus¨atzlich den Sockel des jeweiligen direkten Summanden. Im obigen Beispiel sind alle Sockel einfach. Ist ein Sockel nicht einfach, so steht, wenn nicht anders gesagt, das ⊕“” Zeichen zwischen den einzelnen Konstitutenten. Beachte, dass nach Lemma 3.4.3 die Anzahl der einfachen kG-Konstituenten der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG gleich der Anzahl aller einfachen kG-Moduln ist. Alperins Vermutung behauptet folglich, dass die Anzahl der inneren Zeilen (zwischen den waagerechten Trennungsstrichen) von kPG gleich der Anzahl der Gewichtsmoduln ist. CPG 1 12 111 71 112 51 72 52 11 1 12 1 13 4 2 2 2 1 14 2 3 1 1 15 2 1 4 2 2 16 2 1 2 1 2 3 1 17 18 2 1 2 kPG 1 512 748 568 314 496 134 62 22 23 2 24 2 2 2x 20 29 soc 11 12 13 14 15 16 17 18 hd 11 12 13 14 15 16 17 18 CPG ist die Cartan-Matrix des Endomorphismenrings Ek = EndkG (kPG ). Sie birgt wohl die wichtigste und aussagekr¨aftigste Struktur f¨ur diese Arbeit. Unten schließen sich noch verschiedene Zeilen an, die f¨ur die Untersuchung der GewichtsGreen-Korrespondenten von besonderer Bedeutung sind. Zum einen korrespondiert nach dem Satz von Fitting 1.2.5 jeder PIM des Endomorphismenrings zu einem unzerlegbaren direkten Summanden von kPG . Diese Korrespondenz wird durch die mit kPG indizierte Zeile unter dem zweiten Trennungsstrich verdeutlicht, indem wir jeden direkten Summanden des Permutationsmoduls in die Spalte seines korrespondierenden PIMs schreiben. Fett gedruckt sind dabei diejenigen unzerlegbaren direkten Sumanden, die gleichzeitig Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Darunter finden wir eine Zeile mit der Indizierung px . Ein Eintrag in dieser Zeile gibt die p-Potenz der Dimension des entsprechenden direkten Summanden von kPG wieder. In der dritten Zeile unter dem zweiten Trennungsstrich in der Cartan-Matrix finden wir die Sockel der PIMs, aufgespalten nach ihren Konstituenten. So kann der
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¨ Leser direkt die Aquivalenzklassen aus Abschnitt 5.3 ablesen und hat gleichzeitig die p-Potenzen der Dimensionen der zugeh¨origen unzerlegbaren direkten Summanden vor Augen. Schließlich stehen in der letzten Zeile die K¨opfe der PIMs von Ek , die nach Theorie stets einfach sind. Schematisch haben wir folgende Matrix: Dimensionen der PIMs von Ek



Dim. d. einf. Ek -Moduln



CPG



kPG px soc hd



Dimensionen der zugeh¨origen Summanden von kPG h¨ochste p-Potenz in der Dimension des kG-Summanden dar¨uber Sockel des PIMs von Ek in dieser Spalte Kopf des PIMs von Ek in dieser Spalte



Danach folgt die Zerlegungsmatrix von E.



DPG 1 512 568 748 314 496 134 62 1 1 512 1 15 1 27 1 1 1 35 1 1 1 84 1 1 1 120 1 168 1 1 1 216 1 1 280 1 1 1 11 12 13 14 15 16 17 18



11 14 12 21 31 32 13 33 22 34



IT= [18 ] Die Matrix DPG ist die Zerlegungsmatrix des Gitters OPG . Die Spalten werden oben mit den unzerlegbaren direkten Summanden des Permutationsmoduls OPG nummeriert. Ihre Zerlegung in gew¨ohnliche irreduzible Charaktere finden wir, wenn wir die linke Nummerierung der Zeilen betrachten, in denen genau die Konstituenten des Permutationscharakters 1G P stehen. Gleichzeitig gibt diese Matrix auch die Zerlegungsmatrix des Endomorphismenrings E wieder, wenn wir stattdessen die rechte Nummerierung der Zeilen betrachten. Die Bezeichnung der Moduln folgt
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derjenigen aus der Tabelle Konstituenten des Permutationsmoduls“. Die Indizie” rung der einfachen Ek -Moduln finden wir in der untersten Zeile der Zerlegungsmatrix. Links oben“ geh¨ort zu OG, rechts unten“ zu E. Die Zerlegungsmatrix ” ” liest sich also wie folgt:



Dim. d. zugeh. EK -Moduln



Dimensionen der unzerlegbaren Summanden von OPG



Dim. d. Konst. v. KPG



DPG



Dimensionen der einfachen Ek -Moduln



Wir haben f¨ur viele Zerlegungsmatrizen auch deren Invariantenteiler bestimmt, die wir mit IT“ bezeichnen. In obigem Beispiel sind alle Invariantenteiler der ” Zerlegungsmatrix von E gleich 1. Der Zerlegungsmatrix folgt die Bestimmung der Gewichts-Green-Korresponden¨ ten und eine Uberpr¨ ufung der Vermutung aus Abschnitt 5.3. F¨ur obiges Beispiel gilt Folgendes: Bemerkung: Weil Sp6 (2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der unzerlegbare direkte Summand 512 von kPG ist ein projektiv einfacher Gewichtsmodul. Der Gewichts-Green-Korrespondent 496 hat einen Vertex Q1 der Ordnung 25 . F¨ ur die Induktion des Gewichtsmoduls nach G gilt: 16



G SN = 496 ⊕ 512. G (Q1 )



S bezeichnet den einfachen kNG (Q1 )-Modul mit Vertex Q1 , also einen Gewichtsmodul. Dabei benutzen wir stets die Abk¨urzung N := NG (P ), falls eine p-Sylowgruppe P Vertex des Moduls ist. Die links an S hochgestellte Zahl ist die Dimension des Gewichtsmoduls. Haben mehrere Gewichtsmoduln gleicher Dimension konjugierte Vertizes, so haben die an S hochgestellten Dimensionen einen Index. In diesem Fall enstspricht die Reihenfolge weitgehend der in den konkreten Rechnungen ausgegebenen Reihenfolge, so dass man mit Zugriff auf die Dateien die Moduln wiederfindet. In der Zerlegung des induzierten Gewichtsmoduls steht der Gewichts-Green-Korrespondent zuerst und ist in Fettschrift abgedruckt. Die Beispiele werden vor allem
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in Hinsicht auf die Eigenschaft Gewichts-Green-Korrespondenten“ kommentiert. ” ¨ In diesem Zusammenhang werden wir h¨aufig von Aquivalenzklassen“ der PIMs ” von Endomorphismenringen, der Vermutung“ und der Beobachtung“ sprechen. ” ” Gemeint sind damit immer die Bezeichnungen aus Abschnitt 5.3. Der Gewichts-Green-Korrespondent 568 hat einen Vertex Q2 der Ordnung 26 . Die Induktion des Gewichtsmoduls nach G ergibt: 8



G SN = 568 ⊕ 512. G (Q2 )



Weiterhin ist 748 ein Gewichts-Green-Korrespondent mit Vertex Q3 der Ordnung 27 . Die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G ergibt: 4



G SN = 748 ⊕ 512. G (Q3 )



Die unzerlegbaren direkten Summanden 134, 314 und 62 haben Vertizes der Ordnung 28 , die aber untereinander nicht konjugiert sind. Die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G ergeben: 2



G SN = 134 ⊕ 496 ⊕ 748 ⊕ 512, G (Q4 )



2



G SN = 314 ⊕ 496 ⊕ 568 ⊕ 512, G (Q5 )



2



G SN = 62 ⊕ 512 ⊕ 568 ⊕ 748. G (Q6 )



G haben f¨ur 5 ≤ i ≤ 6 eine hochgestellte DimenDie Gewichtsmoduln 2 SN G (Qi ) sionsangabe ohne Index, weil die entsprechenden Vertizes untereinander nicht konjugiert sind. G F¨ ur den trivialen Modul gilt 1 SN = kPG , weil NG (P ) = P ist.



5.6. Datensammlung



5.6 5.6.1
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Datensammlung G = A5



G = A5 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 22 · 3 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 3 dimF (ZN P) = 3 dimF (ZG N) = 2 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 4 5 VFH 11 12 2



1N P :



dim 11 12 13 VFH 11 12 13



1G N :



dim 1 4 VFH 11 12



Charaktertafeln: EndKG (KPG ) :



EndKN (KPN ) :



EndKN (KNG )



:



µ1 µ2 µ3



µ1 µ2 µ3



µ1 µ1



a1 a2 a3 a4 a5 a6 χ(1) 1 1 1 4 4 4 1 1 1 1 −1 −1 −1 4 2 −1 −1 0 0 0 5 a1 1 1 1



a2 a3 1 1 A A2 A2 A



a1 a2 χ(1) 1 4 1 1 −1 4



χ(1) 1 12 13



A = E(3)
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p = 2, G = A5 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 22 · 3 · 5 Die 2-Sylow-Gruppe von G ist isomorph zu einer Kleinschen Vierer-Gruppe und insbesondere elementar-abelsch. kPG 1 11 1 4 21 22 soc 11 hd 1



4 51 5 2 1 1 1 1 1 1 1 4 21 2 2 4 22 2 1



CPG 11 12 13 14 kPG 2x soc hd



11 12 21 1 1 1 1 1 4 51 20 22 20 11 12 13 11 12 14



22



1 1 52 20 14 13



Beachte: Die PIMs 21 und 22 des Endomorphismenrings haben in Charakteristik 0 den gleichen Charakter, ebenso die beiden unzerlegbaren direkten Summanden 51 und 52 von kPG . Wegen A5 ∼ = SL2 (4) ist A5 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Folglich ist Ek nach Satz 3.4.8 quasi-Frobenius, aber nicht symmetrisch, da die Diagonaleintr¨age c33 und c44 in der Cartan-Matrix nicht gr¨oßer als 1 sind. DPG 1 4 51 52 1 1 11 4 1 12 1 1 2 5 11 12 13 14



IT = [1, 1, 1]



Weil G eine Gruppe mit zerfallendem BN-Paar ist, stimmt die Vermutung 5.3.1 (vergleiche auch Seite 115). 11



G SN = 1 ⊕ 4, 12 G SN = 51 , 13 G SN = 52 .



5.6. Datensammlung
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G F¨ ur den Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt: G kN 1 4 1 1 4 1



CNG 11 12 11 1 12 1 1 4



G DN 1 4



1 1 11



G = A5 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 22 · 3 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 5 dimF (ZN P) = 2 dimF (ZG N) = 3



Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 31 32 4 5 VFH 11 12 13 2 14



1N P :



dim 11 12 VFH 11 12



1G N :



dim 1 4 5 VFH 11 12 13



4 11 1 12 12



IT = [1, 1]
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Charaktertafeln: EndKG (KPG ) :



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 χ(1) 1 3 3 3 3 3 3 1 1 1 −1 1 −1 A −A 1 −1 31 1 −1 1 −1 −A A 1 −1 32 1 −1 −1 −1 1 1 −1 1 5 2 2 −1 2 −2 −2 −1 0 4



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



A = −E(5) + E(5)2 + E(5)3 − E(5)4



EndKN (KPN ) : µ1 µ2



a1 a2 χ(1) 1 1 1 1 −1 1



µ1 µ2 µ3



a1 a2 a3 χ(1) 1 6 3 1 1 1 −2 4 1 −2 1 5



EndKG (KNG ) :



p = 3, G = A5 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 22 · 3 · 5 kPG 31 32 31 1 32 1 1 4 soc 31 32 hd 31 32



1 4 9



1



1 1 2 1 4 4 1 4 4



CPG 11 12 13 14 15 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



13



2



3



1



1 31 32 30 3 3 11 12 13 11 12 13



1 1 1 2 4 9 30 3 2 15 15 14 15



Beachte: Die Untersuchung der Sockel von Ek zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius ist; die unzerlegbaren direkten Summanden 4 und 9 von kPG haben beide den irreduziblen Summanden der Dimension 4 als Sockel.



5.6. Datensammlung DPG 1 31 32 4 9 1 1 31 1 32 1 4 1 1 5 1 11 12 13 14 15
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11 12 13 2 14



IT = [1, 1, 1, 1, 1]



Die beiden direkten Summanden 31 und 32 sind einfache PIMs von kG. Die u ¨brigen Gewichts-Green-Korrespondenten 1 und 4 liegen im Hauptblock und haben eine p-Sylowgruppe als Vertex. Zudem gilt 11



G SN = 1 ⊕ 9,



so dass wir schließen k¨onnen, dass 9 ein projektiver Modul ist. Schließlich ist 12



G SN = 4 ⊕ 31 ⊕ 32 .



Beachte, dass die PIMs 2 und 3 des Endomorphismenrings beide 15 als Sockel¨ konstituenten haben und somit eine Aquivalenzklasse bilden. Der zu 2 korreG spondierende unzerlegbare direkte Summand 4 in kP ist ein Gewichts-GreenKorrespondent, der zum PIM 3 korrespondierende direkte Summand 9 nicht. Dabei wird 9 von p = 3 geteilt, 4 jedoch nicht. Insgesamt wird die Vermutung aus Abschnitt 5.3 hier best¨atigt. G F¨ ur den Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt schließlich: G kN 1 4 1 1 4 1



CNG 11 12 11 1 12 1



G DN 1 4 1 1 4 1



G = A5 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 22 · 3 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 4 dimF (ZN P) = 2 dimF (ZG N) = 2



IT = [1, 1]
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Konstituenten der Permutationscharaktere: dim 1 31 32 5 1G P : VFH 11 12 13 14 1N P :



dim 11 12 VFH 11 12



1G N :



dim 1 5 VFH 11 12



Beachte: Die Endomorphismenringe sind kommutativ. Charaktertafeln: µ1 µ2 µ3 µ4



EndKG (KPG ) :



a1 a2 a3 a4 χ(1) 1 5 5 1 1 1 A −A −1 31 1 −A A −1 32 1 −1 −1 1 5



A = E(5) − E(5)2 − E(5)3 + E(5)4 EndKN (KPN ) : µ1 µ2



a1 a2 χ(1) 1 1 11 1 −1 12



µ1 µ2



a1 a2 χ(1) 1 5 1 1 −1 5



EndKG (KNG ) :



p = 5, G = A5 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 22 · 3 · 5 Beachte, dass die 5-Sylow-Gruppe zyklisch ist. kPG 1 5 3 soc hd



1 5 6 1 1 2 1 5 3 1 5 3



CPG 11 12 13 kPG 5x soc hd



11 12 1 1



2



2 1 5 6 50 5 50 11 12 13 11 12 13



DPG 1 5 6 1 1 5 1 31 1 32 1 11 12 13



IT = [1, 1, 1]



11 12 13 14
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Wegen A5 ∼ = PSL2 (5) ist A5 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik und somit ist Ek quasi-Frobenius (vgl. Satz 3.4.8). Zudem ist Vermutung 5.3.1 nach der Bemerkung auf Seite 115 richtig. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN (Q) = 1 ⊕ 5,



12



G SN (Q) = 6.



G F¨ ur den Endomorphismenring von kN gilt schließlich: G kN 5 1 2 3 1



CNG 2 11 1 12 1



G DN 5 1 1 4 1



IT = [1]
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G = S5



G = S5 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 23 · 3 · 5 Dimension des Zentrums: dimF (ZG P) = 4 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 4 51 52 VFH 11 12 13 14



G 1G P = 1N :



Beachte: Der Endomorphismenring ist kommutativ. Charaktertafel:



EndKG (KPG ) = EndKG (KNG ) :



µ1 µ2 µ3 µ4



a1 a2 a3 a4 1 2 4 8 1 2 −1 −2 1 −1 −2 2 1 −1 2 −2



χ(1) 1 4 51 52



p = 2, G = S5 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 23 · 3 · 5 kPG 4 41 1 1 42 soc 41 hd 41



1 10 1



2 2 1 42 1 42



CPG 11 12 13 kPG 2x soc hd



11 12 1 1



2



2 1 4 10 20 22 2 11 12 13 11 12 13



DPG 1 4 10 1 1 11 1 12 4 51 1 13 52 1 14 11 12 13



IT = [13 ]
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Bemerkung: Wegen S5 ∼ = PGL2 (5) ist S5 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik und Ek ist folglich quasi-Frobenius (vergleiche Satz 3.4.8) und die Vermutung 5.3 nach der Bemerkung auf Seite 115 richtig. Der 1-dimensionale Modul 11 von Ek ist ein einfacher PIM, ohne dass der korrespondierende 4-dimensionale Modul in kG einfach und projektiv ist. Die beiden anderen unzerlegbaren direkten Summanden von kPG liegen im Hauptblock. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: Der 4-dimensionale direkte Summand hat einen Vertex Q1 der Ordnung 2. Wir haben 21



G SN (Q1 ) = 4 ⊕ 16.



Der 10-dimensionale direkte Summand hat einen Vertex Q2 der Ordnung 4. Wir haben 21 G SN (Q2 ) = 10. F¨ ur den trivialen direkten Summanden gilt: 1



G SN = 1 ⊕ 4 ⊕ 10.



G = S5 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 3 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 7 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG N) = 3 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 41 42 51 52 6 VFH 11 12 21 22 13 14 23



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 4 5 VFH 11 12 13
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Beachte: Die 3-Sylow-Gruppe ist zyklisch vom Typ C3 . Außerdem sind die Endomorphismenringe EndKN (KPN ) und EndKG (KNG ) kommutativ. Charaktertafeln: EndKG (KPG ) :



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 1 1 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 1 −1 −3 3 −3 3 3 −3 −3 3 −3 3 3 −3 −1 1 2 2 2 2 2 2 −1 −1 −2 −2 −2 −2 −1 −1 0 0 2 −2 −2 2 −2 2 −1 1 2 −2 2 −2 −1 1 0 0 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1 2 0 0 −2 0 −2 2 0 0 0 0 0 2 0 0 −2



EndKN (KPN ) :



EndKG (KNG ) :



µ1 µ2 µ3 µ4



a1 a2 a3 a4 1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 −1 1 −1 1 −1



µ1 µ2 µ3



a1 a2 a3 χ(1) 1 −2 1 1 1 1 −2 4 1 6 3 5



χ(1) 11 12 13 14



p = 3, G = S5 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 3 · 5 kPG 62 11 91 41 12 92 42 6 1 11 1 1 41 2 1 12 1 1 2 1 42 soc 6 11 41 41 12 42 42 hd 6 11 41 41 12 42 42



CPG 11 12 2 13 14 15 16 kPG 3x soc hd



11 1



12 221 22 31 23 32 1 1 1 1



11 30 11 11



12 6 30 3 12 21 12 21



41 30 14 13



1 2



91 32 14 14



1 1 42 30 16 15



1 2 92 32 16 16



χ(1) 1 1 41 42 51 52 6



5.6. Datensammlung
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Bemerkung: Wegen isomorpher Sockel von 41 und 91 bzw. 42 und 92 kann der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius sein. Insbesondere ist er auch nicht symmetrisch. DPG 11 12 6 41 91 42 92 11 1 12 1 6 1 41 1 1 51 1 42 1 1 52 1 1 1 1 2 2 13 1 4 1 5 1 6



11 12 23 21 13 22 14



IT = [17 ]



Beachte: Die Sockel von 22 und 31 sowie 23 und 32 sind isomorph, so dass die ¨ beiden Paare jeweils zweielementige Aquivalenzklassen von PIMs bilden. Die zu 22 bzw. 23 korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 41 bzw. 42 von kPG sind Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, die beiden anderen nicht. Beachte, dass 3 ∤ 4, jedoch 3 | 9 gilt, womit sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigen. Alle kG-Moduln, bis auf den projektiv einfachen der Dimension 6, liegen im Hauptblock und haben P als Vertex. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



11 ⊕ 91 , 41 ⊕ 6, 42 ⊕ 6, 12 ⊕ 92 .



Insbesondere sind 91 und 92 projektiv. G F¨ ur den Permutationsmodul kN und seinen Endomorphismenring gilt:



G kN 1 9 11 1 4 2 12 1



CNG 1 2 11 1 12 2



G DN 1 9 1 1 4 1 5 1



IT = [1, 1]
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = S5 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 3 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 5 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG N) = 2 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 51 52 6 VFH 11 12 13 14 2



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 5 VFH 11 12



Charaktertafeln: EndKG (KPG ) : µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 1 5 5 5 5 1 1 1 1 −5 5 −5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 −1 −1 1 2 0 0 0 0 0 0 −2



µ1 µ2 µ3 µ4



a1 a2 a3 a4 χ(1) 1 1 1 1 11 1 −1 −1 1 12 1 −E(4) E(4) −1 13 1 E(4) −E(4) −1 14



µ1 µ2



a1 a2 χ(1) 1 5 1 1 −1 5



EndKN (KPN ) :



EndKG (KNG ) :



χ(1) 11 12 51 52 6



5.6. Datensammlung
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p = 5, G = S5 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 3 · 5 CPG 11 12 13 14 15 16 kPG 5x soc hd



kPG 11 12 51 52 61 62 11 1 12 1 51 1 52 1 31 1 1 32 1 1 soc 11 12 51 52 31 32 hd 11 12 51 52 32 31



11 1



12



13



14



21



22



1 1 61 50 16 15



1 1 62 50 15 16



1 1 1



11 50 11 11



12 51 52 50 5 5 12 13 14 12 13 14



Beachte: Wegen der Eintr¨age c5,5 und c6,6 wissen wir, dass der Endomorphismenring nicht symmetrisch ist. Allerdings l¨asst sich aus der Cartan-Matrix die ¨ hier relevante Struktur von Ek bis auf Morita-Aquivalenz bestimmen. Dabei ist der 4-dimensionale Block von Bedeutung. Die Konstituenten der PIMs dieses Blocks zeigen, dass es nichttriviale Homomorphismen von 21 nach 22 und von 22 nach 21 gibt. Bezeichnen wir Basen von 2i mit hei, ri i mit e2i = ei und ei ej = δi,j ei f¨ ur i, j = 1, 2, so l¨asst sich mittels obiger Homomorphismen die rechtsregul¨are Darstellung von Ek bestimmen. Damit finden wir einen Isomorphismus zwischen Ek und der Matrix-Algebra u ¨ ber k, die von den Matrizen         · · 1 · · · · · · · · 1 · · ·  · · · ·   · 1 · ·   · · 1 ·   · · · ·           · · 1 ·   · · · ·   · · · ·   · · · ·  · · · · · · · · · · · 1 · · · ·



erzeugt wird. Beachte, dass alle einfachen Moduln eindimensional sind, so dass ¨ Morita-Aquivalenz bereits aus Algebra-Isomorphie folgt. Vergleiche auch die entsprechend strukturierten Bl¨ocke bei G = U3 (5), p = 5, Seite 269. DPG 11 12 51 52 61 62 11 1 12 1 51 1 1 52 1 1 6 11 12 13 14 15 16



11 12 13 14 2



IT = [1, 1, 1, 1, 1]
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



Beachte: Beide 1-dimensionalen (nicht-projektiven) kG-Moduln korrespondieren zu einfachen PIMs im Endomorphismenring. Außerdem haben die beiden 6-dimensionalen unzerlegbaren direkten Summanden von kPG in Charakteristik 0 denselben Konstituenten. Damit best¨atigt sich die Vermutung 5.3.1. Alle nicht-projektiven Gewichtsmoduln haben P als Vertex (P ist kommutativ, vergleiche die Bemerkung auf Seite 61) und f¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



11 ⊕ 51 , 12 ⊕ 52 , 61 , 62 .



G F¨ ur den Permutationsmodul kN und seinen Endomorphismenring gilt schließlich: G 1 5 kN 1 1 1 5



CNG 11 12 11 1 1 12



G DN 1 5 1 1 1 5



IT = [1, 1]



5.6. Datensammlung



5.6.3
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G = A6



G = A6 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 23 · 32 · 5 Dimension des Zentrums: dimF (Z) = 6 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 51 52 81 82 9 VFH 11 12 13 14 15 2 Charaktertafel: µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 χ(1) 1 2 8 8 8 2 4 4 8 1 1 −1 −4 2 2 2 −2 −2 2 52 1 −1 −1 A B −1 1 1 −1 81 1 −1 −1 B A −1 1 1 −1 82 2 1 2 −4 −4 1 0 0 2 9 1 2 2 2 2 −1 −2 −2 −4 51 A = E(5) − 2 ∗ E(5)2 − 2 ∗ E(5)3 + E(5)4 B = −2 ∗ E(5) + E(5)2 + E(5)3 − 2 ∗ E(5)4



p = 2, G = A6 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 23 · 32 · 5 kPG 81 82 81 1 82 1 1 41 42 soc 81 82 hd 81 82



1 141 142



1



1 1



2 2 1 41 41



2 1 2 42 42



CPG 11 12 13 14 15 kPG 2x soc hd



11 12 1 1



13



31



32



1



1 20 11 11



81 23 12 12



82 23 13 13



2 1 1 2 141 142 2 2 14 15 14 15
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



Die Eigenschaft des Endomorphismenrings quasi-Frobenius oder symmetrisch zu sein, k¨onnen wir mit Hilfe der Sockelkonstituenten oder der Cartan-Matrix alleine nicht ausschließen. Beachte jedoch, dass A6 ∼ = Sp4 (2)′ gilt. DPG 1 81 82 141 142 11 1 81 1 82 1 51 1 52 1 9 1 1 11 12 13 14 15



11 14 15 12 13 2



IT = [1, 1, 1, 1]



Alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG sind Gewichtsmoduln. Beachte, ¨ dass dies im Einklang mit Alperins Vermutung und der Uberlegung nach Satz k 3.4.5 steht, falls E quasi-Frobenius ist. Insbesondere gilt f¨ ur die Gewichts-GreenKorrespondenten: Die beiden direkten Summanden 81 und 82 von kPG sind projektiv einfache kGModuln. Des Weiteren haben die beiden direkten Summanden 141 und 142 von kPG Vertizes Q1 bzw. Q2 der Ordnung 4, die aber in G nicht konjugiert sind. Es gilt: 2



G SN (Q1 ) = 141 ⊕ 81 ⊕ 82 ,



2



G SN (Q2 ) = 142 ⊕ 81 ⊕ 82 .



F¨ ur den trivialen kG-Modul gilt: 1



G SN = 1 ⊕ 81 ⊕ 82 ⊕ 141 ⊕ 142 .



5.6. Datensammlung
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G = A6 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 32 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 5 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG N) = 2 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 51 52 9 10 VFH 11 12 13 14 2



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 9 VFH 11 12



Charaktertafeln: EndKG (KPG ) : µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 EndKN (KPN ) :



EndKG (KNG )



:



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 χ(1) 1 1 9 9 9 9 1 1 1 1 1 −3 −3 3 3 −1 −1 51 1 1 3 3 −3 −3 −1 −1 52 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 9 2 −2 0 0 0 0 0 0 10



µ1 µ2 µ3 µ4



a1 a2 a3 a4 χ(1) 1 1 1 1 11 1 1 −1 −1 12 1 −1 E(4) −E(4) 13 1 −1 −E(4) E(4) 14



µ1 µ2



a1 a2 χ(1) 1 9 1 1 −1 9
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p = 3, G = A6 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 32 · 5 kPG 9 1 4 31 32 soc hd



CPG 11 12 13 14 15 kPG 3x soc hd



9 1 101 102 103 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1 9 1 4 31 3 2 9 1 4 32 3 1



11 12 1 1



21



22



23



2



1 9 101 30 32 30 11 12 13 11 12 13



1 1 1 1 102 103 30 30 15 14 14 15



Beachte: Wegen A6 ∼ = PSL2 (9) ist A6 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Daher ist Ek nach Satz 3.4.8 quasi-Frobenius. Wegen c4,4 = c5,5 = 1 ist Ek jedoch nicht symmetrisch. DPG 1 9 101 102 103 1 1 9 1 1 51 52 1 10 1 1 11 12 13 14 15



11 14 12 13 2



IT = [1, 1, 1, 1, 0]



Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der unzerlegbare direkte Summand 9 ist projektiv einfach. Alle u ¨brigen haben die 3-Sylowgruppen als Vertex. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



1 ⊕ 9, 101 , 102 , 103 .



5.6. Datensammlung
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G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und seinen Endomorphismenring G EndkG (kN ): G kN 10 1 2 41 1 42 1



CNG 2 1 2



G DN 10 1 1 9 1



IT = [1]



G = A6 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 32 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG ur char(F ) 6= 3 P ) = 7 f¨ dimF (ZG ur char(F ) = 3 P ) = 8 f¨ dimF (ZN P) = 2 dimF (ZG N) = 6 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 51 52 81 82 9 10 VFH 11 12 13 21 22 14 23



1N P :



dim 11 12 VFH 11 12



1G N :



dim 1 51 52 81 82 9 VFH 11 12 13 14 15 16
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Charaktertafeln:



EndKN (KPN ) : µ1 µ2



EndKG (KPG ) :



a1 a2 χ(1) 1 1 11 1 −1 12



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 a14 a15 a16 χ(1) 1 5 5 1 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 11 1 5 5 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 −1 51 1 −1 −1 1 −1 −1 5 −1 −1 −1 −1 5 −1 −1 −1 −1 52 2 A B 0 −A 2 A −B −B 2 C B D D −A C 81 2 B A 0 −B 2 B −A −A 2 D A C C −B D 82 1 −1 −1 1 1 −3 −1 1 1 −3 1 1 1 1 1 1 9 2 0 0 −2 −2 0 0 −2 −2 0 0 0 2 2 −2 2 10 A = 2 ∗ E(5) + 2 ∗ E(5)4 B = 2 ∗ E(5)2 + 2 ∗ E(5)3 C = E(5) + 2 ∗ E(5)2 + 2 ∗ E(5)3 + E(5)4 D = 2 ∗ E(5) + E(5)2 + E(5)3 + 2 ∗ E(5)4



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



µ1 µ5 µ4 µ2 µ3 µ7 µ6



5.6. Datensammlung



EndKG (KNG ) :



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6



153 a1 1 1 1 1 1 1



a2 a3 a4 a5 a6 χ(1) 5 10 5 5 10 1 5 −2 −1 −1 −2 51 −1 −2 −1 5 −2 52 −1 A 2 −1 B 81 −1 B 2 −1 A 82 −1 2 −3 −1 2 9



A = E(5) + 2 ∗ E(5)2 + 2 ∗ E(5)3 − E(5)4 B = 2 ∗ E(5) − E(5)2 − E(5)3 + 2 ∗ E(5)4
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



p = 5, G = A6 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 32 · 5 kPG 1 51 52 10 8 soc hd



1 51 52 102 25 16 1 1 1 1 1 3 2 1 51 52 10 8 8 1 51 52 10 8 8



CPG 11 12 13 2 14 15 kPG 5x soc hd



11 12 13 1 1 1



22



5



4



1



1 51 52 50 5 5 11 12 13 11 12 13



3 2 10 25 5 52 2 14 2 14



2 2 16 50 14 15



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten von Ek zeigt, dass alle Sockel einfach sind. Allerdings haben die PIMs 4 und 5 isomorphe Sockel, so dass wir ausschließen k¨onnen, dass der Ring quasi-Frobenius und damit symmetrisch ist (obwohl man allein mit Hilfe der Cartan-Matrix nicht h¨atte ausschließen k¨onnen, dass er symmetrisch ist). DPG 1 51 52 10 25 16 1 1 11 51 1 12 52 1 13 10 1 23 81 1 1 21 1 1 22 82 9 1 14 1 1 1 2 1 3 2 14 1 5



IT = [1, 1, 1, 1, 1, 1]



Bemerkung: Nur der unzerlegbare direkte Summand 25 von kPG ist kein Gewichts-Green-Korrespondent. Die zu 25 und 16 korrespondierenden PIMs von Ek haben isomorphe Sockel, wobei 25 von einer h¨oheren 5-Potenz geteilt wird als 16. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 51 , 52 und 10 von kPG sind projektiv einfach. Schließlich sind 16 und 1 weitere Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln und haben jeweils P als Vertex. F¨ ur die Induktionen dieser Gewichtsmoduln nach G ergibt sich: G SN = 16 ⊕ 102 , 12 G SN = 1 ⊕ 51 ⊕ 52 ⊕ 25.



11



5.6. Datensammlung
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Insbesondere ist 25 ein projektiver kG-Modul. G G F¨ ur den Permutationsmodul kN und seinen Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt: G kN 51 52 1 25 51 1 52 1 1 1 1 8 3 G DN 51 52 1 25 51 1 52 1 1 1 81 1 82 1 9 1



CNG 11 12 13 3 11 1 12 1 13 1 14 3 IT = [14 ]
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5.6.4



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = S6



G = S6 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 Dimension des Zentrums: dimF (Z) = 5 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 51 52 9 16 VFH 11 12 13 2 14 Charaktertafel: EndKG (KPG ) : µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 1 2 8 16 2 4 4 8 1 2 2 4 −1 −2 −2 −4 1 −1 −4 4 2 −2 −2 2 2 1 2 −8 1 0 0 2 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1



p = 2, G = S6 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 32 · 5 kPG 16 1 141 142 16 1 1 1 2 2 41 2 1 42 1 2 soc 16 1 41 42 hd 16 1 41 42



CPG 11 12 13 14 kPG 2x soc hd



11 12 1 1



31



32



2 1 1 2 1 16 141 142 20 24 2 2 11 12 13 14 11 12 13 14



χ(1) 1 52 51 9 16



5.6. Datensammlung
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Bemerkung: Wegen S6 ∼ = Sp4 (2) ist S6 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik, so dass nach Satz 3.4.8 der Endomorphismenring Ek quasiFrobenius ist. Die Berechnungen haben ergeben, dass die unzerlegbaren direkten Summanden 141 und 142 von kPG uniseriell sind. DPG 1 16 51 52 9



1 16 141 142 1 1 1 1 1 1 11 12 13 14



11 14 12 13 2



IT = [1, 1, 1, 1]



Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. F¨ ur die Induktion der Gewichtsmoduln nach G gilt: Die beiden direkten Summanden 141 und 142 haben jeweils einen Vertex Q1 bzw. Q2 der Ordnung 8, die aber nicht konjugiert sind. Des Weiteren gilt: 2



G SN (Q1 ) = 141 ⊕ 16,



2



G SN (Q2 ) = 142 ⊕ 16.



Dabei ist der vorkommende Modul der Dimension 16 isomorph zum projektiv einfachen, der auch in der Zerlegung von kPG vorkommt. F¨ ur den trivialen Modul gilt: 1 G SN (P ) = 1 ⊕ 141 ⊕ 142 ⊕ 16, wobei dies wegen N(P ) = P genau die Zerlegung von kPG ist. Weil alle PIMs des ¨ Endomorphismenrings einelementige Aquivalenzklassen bilden, best¨atigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 an diesem Beispiel.



G = S6 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P ) = 10
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



dimF (ZN P) = 5 dimF (ZG N) = 2 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102 VFH 11 12 13 14 15 16 17 18 21 22



1N P :



dim 11 12 13 14 2 VFH 11 12 13 14 2



1G N :



dim 1 9 VFH 11 12



Charaktertafeln: EndKG (KPG ) : µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8 µ9 µ10



a1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2



a2 1 −1 −1 −1 1 1 −1 1 0 0



a3 a4 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 1 1 0 −2 0 −2



a5 9 −9 −3 3 −3 3 1 −1 −6 6



a6 9 9 3 −3 −3 3 −1 −1 0 0



a7 9 9 3 −3 −3 3 −1 −1 0 0



a8 9 −9 −3 3 −3 3 1 −1 6 −6



a9 9 9 −3 3 3 −3 −1 −1 0 0



EndKN (KPN ) : µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 χ(1) 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 12 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 13 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 14 2 0 0 −2 0 0 0 0 2



a10 9 −9 3 −3 3 −3 1 −1 0 0



a11 9 −9 3 −3 3 −3 1 −1 0 0



a12 9 9 −3 3 3 −3 −1 −1 0 0



a13 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 0 0



a14 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 0 0



a15 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 0 0



a16 1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 0 0



χ(1) 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102



5.6. Datensammlung
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EndKG (KNG ) : µ1 µ2



a1 a2 1 9 11 1 −1 12



p = 3, G = S6 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5



Beachte: Die 3-Sylowgruppe ist abelsch vom Isomorphietyp C3 × C3 . kPG 91 92 11 12 101 102 202 91 1 92 1 11 1 1 1 12 1 1 1 41 2 1 42 2 1 6 2 soc 91 92 11 12 41 42 6 hd 91 92 11 12 41 42 6 CPG 11 12 13 14 15 16 2 kPG 3x soc hd



11 1



12



13



14



21



22



42



1 1 1 2 2 11 30 11 11



12 30 12 12



91 32 13 13



92 101 102 32 30 30 14 15 16 14 15 16



2 20 30 2 2



Bemerkung: Alle Sockel der PIMs des Endomorphismenrings sind einfach und paarweise nicht isomorph. Die Cartan-Matrix zeigt, dass Ek zu einer direkten Summe von vier Kopien von k und drei Kopien von k[X]/(X 2 ) und somit zu einer Gruppen-Algebra Morita-¨aquivalent ist. Insbesondere ist Ek symmetrisch und folglich quasi-Frobenius.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



DPG 11 12 91 92 101 102 20 11 1 11 12 1 12 91 1 17 92 1 18 51 1 13 52 1 14 53 1 15 54 1 16 101 1 21 102 1 22 11 12 13 14 15 16 2



IT = [1, 1, 1, 1, 1, 1]



Bemerkung: Alle direkten Summanden von kPG , bis auf die projektiv einfachen 91 und 92 , geh¨oren zum Hauptblock und haben Vertizes der Ordnung 9, also die 3-Sylowgruppen. Außerdem sind alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, womit sich die Vermutung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 2 G SN



= = = = =



11 ⊕ 91 , 12 ⊕ 92 , 101 , 102 , 20.



G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den zugeh¨origen EndomorG phismenring EndkG (kN ): G 1 9 kN 1 1 9 1



CNG 11 12 11 1 12 1



G 1 9 DN 1 1 1 1



IT = [1, 1]



5.6. Datensammlung G = S6 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 32 · 5 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P ) = 11 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG N) = 5 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102 16 VFH 11 12 13 14 15 17 18 19 21 22 4



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 51 52 9 16 VFH 11 12 13 14 15
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



Charaktertafeln: EndKG (KPG ) : a1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 4



a2 5 −5 −5 −1 −1 1 1 5 0 0 0



a3 5 5 5 −1 −1 −1 −1 5 0 0 −2



a4 5 −5 −5 −1 −1 1 1 5 0 0 0



a5 5 5 5 −1 −1 −1 −1 5 0 0 −2



a6 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 0 0 0



a7 a8 1 1 −1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 1 1 0 −2 0 −2 0 0



a9 5 −5 1 −1 −3 3 1 −1 −6 6 0



a10 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 −2 −2 2



a11 5 5 −1 5 −1 −1 5 −1 0 0 −2



χ(1) 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102 16



µ1 µ2 µ3 µ4 µ4 µ6 µ7 µ8 µ9 µ10 µ11



a12 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a13 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a14 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 −2 −2 2



a15 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 −2 −2 2



a16 5 −5 1 5 −1 1 −5 −1 0 0 0



a17 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a18 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 2 2 −3



a19 5 5 −1 −1 −3 −3 −1 −1 0 0 4



a20 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a21 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a22 5 5 −1 −1 −3 −3 −1 −1 0 0 4



χ(1) 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102 16



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8 µ9 µ10 µ11



a23 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 −2 −2 2



a24 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a25 5 −5 1 5 −1 1 −5 −1 0 0 0



a26 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 2 2 −3



a27 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 2 2 −3



a28 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a29 5 −5 1 −1 1 −1 1 −1 0 0 0



a30 5 5 −1 5 −1 −1 5 −1 0 0 −2



a31 5 5 −1 −1 1 1 −1 −1 2 2 −3



a32 5 −5 1 −1 −3 3 1 −1 6 −6 0



χ(1) 11 12 51 52 53 54 91 92 101 102 16



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8 µ9 µ10 µ11



5.6. Datensammlung



EndKN (KPN ) :



EndKG (KNG ) :
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µ1 µ2 µ3 µ4



a1 a2 a3 a4 χ(1) 1 1 1 1 11 1 −1 −1 1 12 1 −E(4) E(4) −1 13 1 E(4) −E(4) −1 14



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 1 5 5 20 5 1 −1 −3 4 −1 1 −1 −1 −4 5 1 −1 2 −1 −1 1 5 −1 −4 −1



χ(1) 1 9 51 16 52



p = 5, G = S6 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 32 · 5



kPG 51 52 53 54 1021 1022 11 12 161 162 251 252 51 1 1 52 53 1 54 1 101 1 102 1 11 1 1 12 1 1 81 1 1 2 1 82 1 1 1 2 soc 51 52 53 54 101 102 11 12 81 82 81 82 hd 51 52 53 54 101 102 11 12 82 81 81 82



164 CPG 11 12 13 14 21 22 15 16 17 18 19 110 kPG 5x soc hd



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse 11 1



12



13



14



221 222



15



16



41



42



51



52



1 1 1 1 1 1 1



11 50 11 11



12 51 52 53 54 101 102 50 5 5 5 5 5 5 12 13 14 21 22 15 16 12 13 14 21 22 15 16



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 161 162 251 252 50 50 52 52 19 110 19 110 17 18 19 110



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockel des Endomorphismenrings zeigt, dass dieser nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 11 12 51 52 53 54 101 102 161 162 251 252 11 1 12 1 51 1 52 1 53 1 54 1 1 101 102 1 91 1 92 1 16 1 1 1 1 11 12 13 14 15 16 21 22 17 18 19 110



11 12 13 14 15 16 21 22 17 18 4



IT = [112 ] Bemerkung: Zun¨achst bemerken wir, dass der KG-Modul der Dimension 16 in Charakteristik p der Konstituent der unzerlegbaren direkten Summanden 161 und 162 von kPG ist, die nicht isomorph sind. Es gibt vier unzerlegbare direkte Summanden von kPG , die nicht projektiv einfach ¨ sind. Sie liegen im Hauptblock von G und bilden die Aquivalenzklassen {161, 251 }



5.6. Datensammlung
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¨ und {162 , 252} unter der in Abschnitt 5.3 beschriebenen Aquivalenzrelation auf G ¨ der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von kP . Jede dieser Aquiva¨ lenzklassen korrespondiert in Ek zu Aquivalenzklassen von PIMs, mit jeweils nur einem Sockelkonstituenten. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Alle nicht projektiv einfachen Gewichte haben einen Vertex der Ordnung 5, n¨amlich eine 5-Sylowgruppe. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



161 ⊕ 101 ⊕ 102 , 11 ⊕ 51 ⊕ 52 ⊕ 251 , 162 ⊕ 101 ⊕ 102 , 12 ⊕ 53 ⊕ 54 ⊕ 252 .



Damit sind 251 und 252 projektiv. G G F¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt:



G 1 51 52 25 kN 11 1 51 1 1 52 82 2 1 12 81 1



IT = [14 ]



CNG 11 12 13 2 11 1 12 1 1 13 14 2



G 1 51 52 25 DN 11 1 51 1 1 52 9 1 1 16
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5.6.5



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = A7



G = A7 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 23 · 32 · 5 · 7 Dimension des Zentrums: dimF (ZG ur char(F ) 6= 3 P ) = 7 f¨ G dimF (ZP ) = 8 f¨ ur char(F ) = 3



Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 6 141 142 15 21 35 VFH 11 2 31 32 12 33 4



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 1 2 8 8 8 2 4 4 8 8 8 8 1 2 2 2 2 −1 −2 −2 −4 1 1 1 2 4 10 10 10 1 2 2 4 2 2 2 3 3 4 −2 −2 0 −2 −2 −2 −5 −5 1 3 0 −2 −2 −2 3 −2 −2 4 −2 −2 −2 3 −3 −6 3 3 0 0 0 0 3 3 −6 4 −1 0 −3 −3 −1 2 2 0 0 0 3



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7



a26 a27 a28 a29 a30 8 8 4 8 4 0 0 0 0 1 −6 −6 −3 −6 −2 4 4 2 4 1 −2 −2 −1 −2 −2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 −1



a31 4 1 −2 −1 2 −1 0



a32 4 1 −2 −1 2 −1 0



a33 a34 a35 a36 8 8 8 8 2 2 2 −1 −4 −4 −4 0 −2 0 0 1 4 0 0 4 −2 1 1 2 0 −1 −1 −3



a37 8 −1 0 −3 0 −1 2



a13 8 2 −4 −2 4 −2 0



a38 8 −1 0 −3 0 −1 2



a14 a15 a16 a17 4 8 4 8 1 2 1 2 −2 −4 −2 −4 1 0 −1 0 −2 0 2 0 2 1 −1 1 −1 −1 0 −1



a39 8 −1 0 −3 0 −1 2



a40 8 −1 0 −1 8 −1 −2



a41 8 −1 0 −1 −4 2 1



a42 8 −1 0 −3 0 −1 2



a18 a19 a20 a21 4 2 2 2 1 −1 −1 −1 −2 1 1 1 −1 3 0 0 2 0 3 3 −1 0 0 0 0 −1 −1 −1



a43 8 −1 0 −1 8 −1 −2



a22 8 −3 −2 7 −2 4 −3



a23 8 −3 −2 1 −2 −2 3



a24 a25 χ(1) 8 8 1 −3 0 15 −2 −6 6 1 4 141 −2 −2 142 −2 0 21 3 0 35



a44 a45 a46 a47 a48 a49 8 8 8 8 8 4 −1 1 1 1 −2 −1 0 2 2 2 6 3 −1 −5 −5 1 4 5 −4 −2 −2 −2 −2 −1 2 3 3 −6 −2 2 1 0 0 3 0 −3



5.6. Datensammlung



Charaktertafel:



χ(1) 1 15 6 141 142 21 35
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p = 2, G = A7 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 23 · 32 · 5 · 7 kPG 1 41 42 6 14 20 soc hd



1 6 141 142 20 143 562 64 70 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 3 2 2 1 2 1 6 41 42 6 14 20 14 14 ⊕ 20 1 6 42 41 6 14 20 14 14 ⊕ 20



CPG 11 12 13 14 15 16 2 17 18 kPG 2x soc hd



1 1



2



31



32



5



1 1 1



1 1 1 2



1



1



1 1 1



1 6 141 142 20 2 2 2 11 14 15 13 11 12 13 15



33



72



1



1 1 2 1 2 1 3 2 2 2 3 56 64 70 3 6 2 2 2 2 17 1 7 ⊕ 2 2 17 18



1 1 20 143 22 2 14 17 14 16



8



10



Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 6 141 142 20 143 56 64 70 1 1 11 6 1 1 2 141 1 1 1 31 142 1 1 1 32 15 1 12 21 1 1 33 35 1 1 1 4 11 12 13 1 4 1 5 1 6 2 17 1 8



IT = [16 , 0]



5.6. Datensammlung
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Bemerkung: 141 , 142 haben in char(K) = 0 den gleichen gew¨ohnlichen Charakter. Die unzerlegbaren direkten Summanden 1, 142 , 15, 21 und 35 liegen zudem im Hauptblock. Die PIMs 2 und 5 des Endomorphismenrings haben jeweils den gleichen Sockel ¨ (bis auf Isomorphie), bilden also eine zweielementige Aquivalenzklasse, die nur ¨ einen Sockel-Konstituenten hervorbringt. Die korrespondierende Aquivalenzklasse auf der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG ist {6, 20}, wovon nur 6 ein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Des Weiteren bilden die PIMs ¨ 33 , 7, 8, 10 eine Aquivalenzklasse, die als vierelementige Menge nur zwei SockelKonstituenten liefert. Zu diesen PIMs korrespondieren die direkten Summanden 143 , 56, 64 und 70 von kPG , von denen 143 und 70 Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 6, 141, 142 und 70 haben jeweils einen Vertex Q1 der Ordnung 4. F¨ ur die Induktion der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G gilt: 21



G SN (Q1 ) = 70,



22



G SN (Q1 ) = 6 ⊕ 64,



23



G SN (Q1 ) = 141 ⊕ 56,



24



G SN (Q1 ) = 142 ⊕ 56,



wobei alle auftretenden Summanden isomorph zu solchen in kPG sind. Der unzerlegbare direkte Summand 143 hat auch einen Vertex Q2 der Ordnung 4, der aber nicht zu Q1 konjugiert ist. Es gilt 2



G 2 SN (Q2 ) = 143 ⊕ 20 ⊕ 64 ⊕ 56 ,



wobei alle auftretenden Summanden auch solche von kPG sind. Wir bezeichnen einen Vertex von 20 mit Q3 . Da einerseits |A7 : Q3 |2 ∈ {22 , 23 } liegt, andererseits aber |20|2 = 22 ist, kann ein Vertex von 20 nur die Ordnung 2 haben. Insbesondere ist 20 nicht projektiv. Wegen NG (P ) = P gilt f¨ ur die Induktion vom trivialen Gewichtsmodul 1



G G SN (Q) = kP ,



so dass es nur einen Gewichtsmodul mit Vertex P gibt.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = A7 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 9 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG N) = 5 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 6 101 102 141 142 15 21 35 VFH 11 21 22 23 24 25 31 12 32



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 6 141 142 35 VFH 11 12 13 14 15



a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 1 9 9 9 9 1 1 9 1 −3 −3 3 3 −1 −1 1 2 12 12 6 6 0 0 3 −2 0 0 0 0 0 0 −1 −2 0 0 0 0 0 0 −1 2 2 2 −4 −4 0 0 −2 2 −4 −4 2 2 0 0 −5 −1 3 3 −3 −3 −1 −1 7 −1 −1 −1 −1 −1 1 1 −1



a10 a11 a12 9 9 9 1 −1 −1 3 −3 −3 1 −A A 1 A A −2 −3 −3 −5 3 3 −5 2 2 3 0 0



a21 a22 a23 a24 a25 a26 a27 a28 a29 µ1 9 9 9 9 3 3 9 9 9 µ2 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 µ3 0 0 −6 −6 −3 −3 −6 −6 −3 µ4 −4 4 −B B A A −B B A 4 B −B A A B −B A µ5 −4 µ6 0 0 4 4 2 2 4 4 −3 µ7 0 0 −2 −2 −1 −1 −2 −2 3 µ8 1 −5 −1 −1 1 1 −1 −1 2 µ9 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 0



a30 9 −1 −3 A A −3 3 2 0



a31 9 −1 −3 A A −3 3 2 0



a13 9 −1 −3 A A −3 3 2 0



a14 9 −1 −3 A A −3 3 2 0



a15 3 1 −3 A A 2 −1 1 −1



a16 a17 a18 a19 a20 χ(1) 3 3 3 9 9 1 1 −1 −1 1 1 21 −3 2 2 0 0 6 A 2 −2 −4 4 101 A 2 −2 −4 4 102 2 2 2 0 0 141 −1 2 2 0 0 142 1 1 −3 1 −5 15 −1 −3 1 1 −1 35



a32 a33 a34 a35 a36 a37 a38 a39 a40 9 9 9 9 9 9 9 3 3 −1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −3 0 0 0 0 3 3 2 2 A −4 4 4 −4 −1 1 −2 2 A −4 4 4 −4 −1 1 −2 2 −3 0 0 0 0 −2 −2 2 2 3 0 0 0 0 −5 −5 2 2 2 1 −5 −5 1 7 −5 −3 1 0 1 −1 −1 1 −1 3 1 −3



5.6. Datensammlung



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8 µ9



a1 1 1 2 2 2 2 2 3 3



Charaktertafeln:



EndKG (KPG ):



χ(1) 1 21 6 101 102 141 142 15 35



A = E(7) + E(7)2 − E(7)3 + E(7)4 − E(7)5 − E(7)6 B = 2 ∗ E(7) + 2 ∗ E(7)2 − 2 ∗ E(7)3 + 2 ∗ E(7)4 − 2 ∗ E(7)5 − 2 ∗ E(7)6 171
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



EndKN (KPN ) : µ1 µ2 µ3 µ3



a1 a2 a3 a4 χ(1) 1 1 1 1 11 1 1 −1 −1 12 1 −1 E(4) −E(4) 13 1 −1 −E(4) E(4) 14



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 1 9 18 36 6 1 9 −3 −6 −1 1 −1 2 −6 4 1 −1 −7 6 1 1 −1 2 0 −2



EndKG (KNG ) :



χ(1) 1 6 141 142 35



p = 3, G = A7 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7 kPG 1 152 101 102 62 28 36 451 452 63 1 1 2 2 2 4 15 1 2 101 1 2 1 1 102 1 1 2 1 13 2 1 1 3 6 1 1 soc 1 15 101 102 6 13 15 101 102 13 CPG 1 221 22 23 11 1 21 1 12 1 13 1 22 14 15 16 1 17 1 18 kPG 1 6 101 102 3 x 3 0 3 30 30 soc 11 21 17 16 hd 11 21 12 13



32



41



42



51



52



7



1 1 1



1 2



1



2 2



2 1 1 2 2 1 1 15 28 36 451 452 3 30 32 32 32 15 14 15 16 17 22 18 15 16 17



1 1 3 63 32 14 14



5.6. Datensammlung
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Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 6 101 102 15 28 36 451 452 63 1 1 11 6 1 21 101 1 1 22 102 1 1 23 141 1 1 24 142 1 1 25 15 1 1 31 21 1 12 1 1 1 32 35 11 21 12 13 22 14 15 16 17 18



IT = [19 , 0]



Bemerkung: Die Zerlegung des Permutationsmoduls bzw. des regul¨aren Moduls ließ noch keine eindeutige Zerlegungsmatrix zu. Wir haben dann f¨ ur die tr G beiden M¨oglichkeiten jeweils D ∗ D mit CP verglichen und so die richtige Zerlegungsmatrix gefunden. Der direkte Summand 6 von kPG ist kein projektiv einfacher Modul, aber der korrespondierende PIM 21 in Ek ist einfach. Die Summanden 6, 15, 21 liegen in einem Block mit Defekt 1, die u ¨ brigen direkten Summanden liegen im Hauptblock. Die Mengen {22 , 52 }, {23 , 51 } und {3, 42 } von PIMs bilden jeweils zweielementige ¨ Aquivalenzklassen, die jeweils einen Sockelkonstituenten hervorbringen. In jeder ¨ Aquivalenzklasse korrespondieren die PIMs zu unzerlegbaren direkten Summanden von kPG , von denen die Dimension des Nicht-Gewichts-Green-Korrespondenten durch eine h¨ohere p-Potenz geteilt wird als des Gewichts-Green-Korrespondenten. Insgesamt best¨atigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 auch in diesem Beispiel. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 6 und 15 haben einen Vertex Q1 der Ordnung 3. 31



G SN (Q1 ) = 6 ⊕ 36 ⊕ 63,



32



G SN (Q1 ) = 15 ⊕ 451 ⊕ 452 .



Damit ist klar, dass 36, 451 , 452 und 63 projektive unzerlegbare direkte Summanden von kPG sind. Die u ¨brigen unzerlegbaren direkten Summanden haben P als
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



Vertex. Es gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



1 ⊕ 6 ⊕ 63, 28 ⊕ 6 ⊕ 36, 101 ⊕ 15 ⊕ 452 , 102 ⊕ 15 ⊕ 451 .



G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 6 1 63 kN 6 1 13 3 1 101 102 1 1 1 4



CNG 11 12 3 11 1 12 1 3 13



G DN 6 1 63 6 1 1 1 1 141 142 1 35 1



G = A7 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 9 dimF (ZN P) = 4 dimF (ZG ur char(F ) 6= 3 N ) = 6 f¨ dimF (ZG ) = 9 f¨ u r char(F ) = 3 N Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 6 101 102 141 142 15 21 35 VFH 11 21 22 23 24 25 3 5 7



1N P :



dim 11 12 13 14 VFH 11 12 13 14



1G N :



dim 1 6 141 142 21 35 VFH 11 12 13 14 15 2



IT = [1, 1, 1]



5.6. Datensammlung
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Wegen der Gr¨oße der Charaktertafel verzichten wir hier auf ihre Wiedergabe.



p = 5, G = A7 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7



Beachte: Die 5-Sylowgruppe ist zyklisch. kPG 1 1021 1022 153 3571 6 20 211 212 352 3523 1 1 1 1 101 102 1 15 1 35 1 6 1 2 1 8 1 1 1 2 1 13 1 1 1 2 soc 1 101 102 15 35 6 6 13 8 8 13 CPG 11 21 22 3 7 12 13 14 15 16 23 kPG 5x soc hd



1 1



221



222



33



771



23



4



1 1



1 2



51



52



71



722



1 1 1 1



1 101 102 15 351 50 5 5 5 5 11 21 22 3 7 11 21 22 3 7



1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 20 211 212 50 5 5 0 50 13 1 3 2 3 16 12 1 3 1 4 15



1 1 1 1 1 2 1 1 2 352 353 5 5 16 23 16 23



Bemerkung: Die Isomorphietypen der Sockel zeigen, dass der Ring nicht quasiFrobenius und somit auch nicht symmetrisch ist.
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DPG 1 101 102 15 351 6 20 211 212 352 353 1 1 101 1 102 1 15 1 35 1 141 1 6 1 1 142 1 1 21 1 1 1 1 11 21 22 3 7 12 1 3 1 4 15 16 23



11 22 23 3 7 24 21 25 5



IT = [111 ]



Bemerkung: Die unzerlegbaren Summanden 101 , 102 , 15, 351 von kPG sind projektiv einfache kG-Moduln. Alle u ¨brigen liegen im Hauptblock. Wir finden in Ek ¨ die Paare (23 , 4), (51 , 72 ) und (52 , 71 ) von PIMs, die jeweils eine Aquivalenzklasse mit nur einem Sockelkonstituenten bilden. Jeweils derjenige in kPG korrespondierende Partner, dessen Dimension von einer niedrigeren 5-Potenz geteilt wird, ist der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls, der andere nicht. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Alle Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln haben eine 5-Sylowgruppe als Vertex. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt jeweils: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



211 ⊕ 15 ⊕ 3521 ⊕ 101 ⊕ 102 , 6 ⊕ 15 ⊕ 351 ⊕ 352 ⊕ 353 , 1 ⊕ 20 ⊕ 3521 ⊕ 353 , 212 ⊕ 15 ⊕ 3521 ⊕ 101 ⊕ 102 .



Damit folgt, dass die unzerlegbaren Summanden 20, 352 und 353 projektive kGModuln sind. G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 3521 1 20 352 kN 35 1 1 1 1 6 2 8 1 1 13 2



CNG 221 1 21 22 2 1 11 1 12 2 13 2



5.6. Datensammlung G DN 351 1 20 352 35 1 1 1 6 1 142 1 142 1 21 1
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IT = [1, 1, 1, 1]



G = A7 , P ∈ Syl7 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZG P) = 8 dimF (ZN P) = 3 dimF (ZG N) = 7 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 101 102 141 142 15 21 35 VFH 11 12 13 21 22 31 32 5



1N P :



dim 11 12 13 VFH 11 12 13



1G N :



dim 1 101 102 14 15 21 35 VFH 11 12 13 2 14 15 16
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p = 7, G = A7 , P ∈ Syl7 (G), |G| = 23 · 32 · 5 · 7 kPG 1 1421 1422 213 3551 151 152 352 1 1 141 1 142 1 21 1 35 1 5 1 1 1 1 1 3 10 soc 1 141 142 21 35 5 10 10 CPG 11 21 22 3 5 12 13 14 kPG 7x soc hd



1 1



221



222



331



551



32



33



52



1 1 1 1



1 141 142 21 351 70 7 7 7 7 11 21 22 3 5 11 21 22 3 5



1 1 1 1 1 1 1 1 3 151 152 352 70 70 7 13 14 14 12 13 14



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 141 142 21 351 151 152 352 1 1 141 1 142 1 21 1 35 1 101 1 102 1 15 1 1 1 11 21 22 3 5 12 13 14



11 21 22 32 5 12 13 31



IT = [17 , 0]



5.6. Datensammlung
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Bemerkung: Die unzerlegbaren direkten Summanden 141 , 142 , 21 und 35 sind projektiv einfache kG-Moduln. Die u ¨brigen liegen im Hauptblock. Wir finden hier k das Paar (33 , 52 ) von PIMs in E , deren Sockel isomorphe Konstituenten haben. Der zu 33 korrespondierende kG-Modul hat die Dimension 15, die nicht von 7 geteilt wird, und ist ein Gewichts-Green-Korrespondent; der zu 52 korrespondierende kG-Modul 35 ist kein Gewichts-Green-Korrespondent. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Alle Green-Korrespondenten von Gewichtsmoduln, die nicht projektiv einfach sind, haben die 7-Sylowgruppen als Vertizes. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 151 ⊕ 141 ⊕ 21 ⊕ 3521 , 12 G SN = 1 ⊕ 1422 ⊕ 21 ⊕ 351 ⊕ 352 , 13 G SN = 152 ⊕ 141 ⊕ 21 ⊕ 3521 .



Offensichtlich ist 352 projektiv. P G F¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt schließlich: G 142 21 351 1 352 kN 14 1 21 1 35 1 1 1 10 3 5 1



G DN 14 21 351 1 352 14 1 21 1 35 1 1 1 101 1 1 102 15 1



CNG 11 12 2 13 3 11 1 12 1 2 1 13 1 14 3



IT = [15 ]
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5.6.6



G = S7



G = S7 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 · 7 Dimension des Zentrums: dimF (Z) = 10 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 6 141 142 143 15 211 212 351 352 VFH 11 21 12 22 31 13 23 14 15 32



p = 2, G = S7 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7 kPG 1 6 8 14 20 soc hd



1 6 20 28 14 112 64 70 1 4 2 2 1 2 2 1 2 1 2 3 2 4 1 2 1 6 6 8 14 20 14 14 ⊕ 20 1 6 6 8 14 20 14 14 ⊕ 20



4 CPG 1 2 11 1 12 1 1 13 1 2 14 1 15 16 17 18 kPG 1 6 20 2x 20 2 22 soc 11 13 13 ⊕ 14 hd 11 12 13



31



32



71



72



8



1 2 1



1 1 4 1 2 1 1 3 2 1 2 2 3 28 14 112 64 70 2 2 2 24 26 2 14 17 16 16 ⊕ 17 16 ⊕ 17 14 15 16 17 18



5.6. Datensammlung
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Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 6 20 28 14 112 64 70 1 1 11 6 1 1 21 141 1 12 142 1 1 22 143 1 1 1 3 15 1 13 211 1 1 23 212 1 14 351 1 15 352 1 1 1 32 11 12 13 14 15 16 17 18



IT = [18 ]



Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG liegen im Haupt¨ block. Die PIMs 2, 4, 31 bilden eine Aquivalenzklasse, die zwei Sockelkonstituenten ¨ hervorbringt, w¨ahrend die PIMs 32 , 71 , 72 , 8 eine vierelementige Aquivalenzklasse mit 3 Sockelkonstituenten bilden. Der Vergleich mit den direkten Summanden von kPG , die zu diesen PIMs korrespondieren, zeigt, dass sich die Vermutung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Allerdings sind hier nicht die Voraussetzungen der Beobachtung aus Abschnitt 5.3 erf¨ ullt. Der unzerlegbare direkte Summand der Dimension 28 hat einen Vertex Q1 der Ordnung 4. Es gilt: 1 G SN (Q1 ) = 28 ⊕ 112. Die Gewichts-Green-Korrespondenten der Dimension 70, 14 und 6 haben einen Vertex der Ordnung 8. Es gilt: 2



G SN (Q2 ) = 70 ⊕ 28 ⊕ 112,



2



G SN (Q3 ) = 14 ⊕ 20 ⊕ 64 ⊕ 112,



2



G SN (Q4 ) = 6 ⊕ 28 ⊕ 64 ⊕ 112.



F¨ ur den trivialen Gewichtsmodul haben wir schließlich wegen NG (P ) = P : 1



G SN = kPG .



Beachte, dass der unzerlegbare direkte Summand 20 von kPG einen Vertex der Ordnung 22 haben muss.
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G = S7 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZN P) = 5 dimF (ZG N) = 5 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 61 62 141 142 143 144 151 152 20 211 212 351 352 VFH 11 12 21 22 23 24 25 26 31 32 4 13 14 33 34



1N P :



dim 11 12 13 14 2 VFH 11 12 13 14 2



1G N :



dim 1 6 141 142 35 VFH 11 12 13 14 15



Beachte: Der Endomorphismenring EndKN (KPN ) ist kommutativ.



p = 3, G = S7 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7



Beachte:



Die 3-Sylowgruppe ist abelsch vom Isomorphietyp C3 × C3 .



kPG 11 12 621 622 1521 1522 361 362 281 282 202 631 632 902 11 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 12 61 1 1 62 1 1 151 1 2 152 1 2 131 2 3 1 132 2 3 1 20 1 1 1 3 soc 11 12 61 62 151 152 151 152 131 132 20 131 132 20 hd 11 12 61 62 151 152 151 152 131 132 20 131 132 20



5.6. Datensammlung CPG 11 12 21 22 23 24 13 14 15 16 25 17 18 26 kPG 3x soc hd



11 1



12



221



222



183 321



322



41



42



43



44



425



71



72



102



1 1 1 1



1 1



1



1 2



1



2 2



2 2



2 1



2



3 2



11 30 11 11



12 61 62 151 152 361 362 281 282 30 3 3 3 3 32 3 2 3 0 30 12 21 22 13 14 13 14 17 18 12 21 22 23 24 13 14 15 16



1 1 20 631 30 32 26 18 25 17



3 1 632 32 17 18



1 1 1 3 90 32 26 26



Bemerkung: Der Endomorphismenring ist nicht quasi-Frobenius, wie die Sokkel der einzelnen PIMs zeigen. Insbesondere ist er nicht symmetrisch. DPG 11 12 61 62 151 152 361 362 281 282 20 631 632 90 11 1 11 12 1 12 1 21 61 62 1 22 1 1 31 151 1 1 32 152 211 1 13 1 14 212 141 1 1 24 1 1 25 142 1 1 23 143 144 1 1 26 1 1 4 20 351 1 1 33 1 1 34 352 11 12 21 22 23 24 13 14 15 16 25 17 18 26 IT = [113 , 0]
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Bemerkung: Die PIMs 1i und 2i sind projektiv einfache Moduln, obwohl die korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 1i , 6i zwar einfach, aber nicht projektiv sind. ¨ Die Paare von PIMs (31 , 41 ), (32 , 42 ), (43 , 71 ) und (44 , 72 ) bilden jeweils Aquivalenzklassen mit einem Sockelkonstituenten. Jeweils ein Partner korrespondiert in kPG zum Green-Korrespondenten eines Gewichtsmoduls, der andere nicht. Dabei ist der Gewichts-Green-Korrespondent derjenige der beiden Partner, dessen Dimension von einer niedrigeren 3-Potenz geteilt wird. Damit wird die Vermutung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 151 , 152, 61 , 62 von kPG haben einen Vertex Q der Ordnung 3. Es gilt: 31



G SN (Q) = 151 ⊕ 90,



32



G SN (Q) = 61 ⊕ 362 ⊕ 631 ,



33



G SN (Q) = 62 ⊕ 362 ⊕ 632 ,



34



G SN (Q) = 152 ⊕ 90.



Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden 361 , 362 , 631 , 632 und 90 von kPG projektiv. Die u ¨ brigen unzerlegbaren direkten Summanden von kPG haben P als Vertex. Es gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 2 G SN



= = = = =



11 ⊕ 61 ⊕ 631 , 281 ⊕ 61 ⊕ 361 , 282 ⊕ 62 ⊕ 362 , 12 ⊕ 62 ⊕ 632 , 20 ⊕ 151 ⊕ 152 ⊕ 90.



G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 6 1 63 kN 6 1 11 1 2 13 3 20 1 12 2



CNG 11 12 3 11 1 12 1 13 3



G DN 6 1 63 6 1 1 1 141 1 142 1 35 1



IT = [1, 1, 1]



5.6. Datensammlung
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G = S7 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZN P) = 8 dimF (ZG N) = 7 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 61 62 141 142 143 144 151 152 20 211 212 351 352 12 21 22 23 24 25 26 31 32 4 51 52 71 72



VFH 11



1N P :



dim 11 12 13 14 15 16 17 18 VFH 11 12 13 14 15 16 17 18



1G N :



dim 1 6 141 142 21 351 352 VFH 11 12 13 14 16 17 18



Beachte: Die Endomorphismenringe EndKN (KPN ) und EndKG (KNG ) sind kommutativ.
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p = 5, G = S7 , P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7



Beachte: Die 5-Sylowgruppe ist zyklisch.



kPG 11 12 1531 1532 2041 3571 3572 61 202 211 212 353 3524 62 203 213 214 355 3526 11 1 1 12 1 1 151 1 1 152 20 1 351 1 352 1 61 1 2 1 81 1 1 1 2 1 131 1 1 1 2 62 1 2 1 82 1 1 1 2 1 132 1 1 1 2 soc 11 12 151 152 20 351 352 61 61 81 131 81 131 62 62 82 132 82 132 hd 11 12 151 152 20 351 352 61 61 131 81 81 131 62 62 132 82 82 132



11 1



12



331



332



441



771



772



21



41



1 1



1 2



51



52



73



724



1 1 1 1



1 1 1 2 1



1 1 1 2



22



42



1 1



1 2



53



54



75



726



1 1 1 1



5.6. Datensammlung



1 1



1



1 1 1 1



1 11 50 11 11



12 151 152 201 351 352 50 5 5 5 5 5 12 31 32 41 71 72 12 31 32 41 71 72



61 202 211 212 353 354 50 5 50 50 5 5 14 14 21 17 17 21 13 14 15 16 17 21



62 203 50 5 19 19 18 19



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 213 214 355 356 50 50 5 5 22 112 112 22 110 111 112 22 187



Bemerkung: Der Endomorphismenring ist nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch, was die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt.



CPG 11 12 31 32 41 71 72 13 14 15 16 17 21 18 19 110 111 112 22 kPG 5x soc hd
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IT = [115 ] 11 12 21 22 23 24 25 26 31 32 4 51 52 71 72



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



DPG 11 12 151 152 201 351 352 61 201 211 212 353 354 62 202 213 214 355 356 11 1 12 1 151 1 152 1 1 20 351 1 352 1 61 1 1 141 1 1 142 1 211 1 1 1 1 62 1 1 143 1 1 144 1 212 1 1 1 1 11 12 31 32 41 71 72 13 14 15 16 17 21 18 19 110 111 112 22



5.6. Datensammlung
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Bemerkung: Die Paare (21 , 41) sowie (51 , 74 ), (52 , 73 ), (22 , 42 ), (53 , 76 ) und ¨ (54 , 75 ) bilden jeweils Aquivalenzklassen von PIMs von Ek mit jeweils nur einem Sockelkonstituenten. Jeweils ein Partner ist der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls, der andere nicht. Dabei ist der korrespondierende unzerlegbare direkte Summand von kPG mit der Dimension, die von einer kleineren 5-Potenz geteilt wird, der Gewichts-Green-Korrespondent. Damit werden die Vermutung und Beobachtung in Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 151 , 152 , 351, 352 und 20 von kPG sind projektiv einfache Moduln. Die anderen Gewichts-Green-Korrespondenten haben P als Vertex. Es ergeben sich folgende Zerlegungen der induzierten Gewichtsmoduln: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 15 G SN 16 G SN 17 G SN 18 G SN



= = = = = = = =



211 ⊕ 35∗ ⊕ 15∗ ⊕ 20∗ ⊕ 352 , 212 ⊕ 351 ⊕ 352 ⊕ 353 ⊕ 20, 2212 ⊕ 35∗ ⊕ 15∗ ⊕ 15∗ ⊕ 20∗ ⊕ 35, 212 ⊕ 351 ⊕ 352 ⊕ 353 ⊕ 20, 2213 ⊕ 35∗ ⊕ 15∗ ⊕ 20∗ ⊕ 35, 261 ⊕ 351 ⊕ 352 ⊕ 353 ⊕ 15, 2214 ⊕ 35∗ ⊕ 15∗ ⊕ 20∗ ⊕ 35, 262 ⊕ 351 ⊕ 352 ⊕ 353 ⊕ 15.



Der Index * deutet an, dass es sich hier um unzerlegbare direkte Summanden von kPG mit der entsprechenden Dimension handelt, deren genauer Index nicht ermittelt wurde. G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 11 351 352 20 353 kN 11 1 351 1 352 1 6 2 13 2 12 1 8 1 1



CNG 11 12 13 21 22 11 1 12 1 13 1 14 2 15 2
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G DN 1 351 352 20 353 11 1 351 1 352 1 6 1 141 1 142 1 21 1



IT = [15 ]



G = S7 , P ∈ Syl7 (G) Dimensionen der Zentren: dimF (ZN P) = 7 dimF (ZG N) = 6 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 11 12 141 142 143 144 151 152 20 211 212 351 352 VFH 11 12 21 22 23 24 31 32 25 33 34 51 52



1N P :



dim 11 12 13 14 15 16 VFH 11 12 13 14 15 16



1G N :



dim 1 141 142 15 20 21 35 VFH 11 12 13 14 15 16 17



5.6. Datensammlung



p = 7, G = S7 , P ∈ Syl7 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 7



Beachte: Die 7-Sylowgruppe ist zyklisch.



kPG 11 12 1421 1422 1423 1424 2131 2132 3551 3552 151 152 353 153 154 354 11 1 12 1 1 141 1 142 143 1 144 1 211 1 212 1 351 1 352 1 51 1 1 1 101 1 1 2 1 52 1 1 1 102 1 1 1 2 soc 11 12 141 142 143 144 211 212 351 352 51 101 101 52 102 102 hd 11 12 141 142 143 144 211 212 351 352 101 51 101 102 52 102



191



192



11 1



12



221



222



223



224



331



332



551



552



33



34



53



1 1 1



1 1 1



1 1 2



35



36



54



1 1 1 1 1 1 1 1 1



11 70 11 11



12 141 142 143 144 211 212 351 352 151 152 70 7 7 7 7 7 7 7 7 70 70 12 21 22 23 24 31 32 51 52 14 15 12 21 22 23 24 31 32 51 52 13 14



1 353 7 15 15



1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 153 154 354 70 70 7 17 18 18 16 17 18



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockel zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und insbesondere nicht symmetrisch ist.



CPG 11 12 21 22 23 24 31 32 51 52 13 14 15 16 17 18 kPG 7x soc hd
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IT = [116 ]



DPG 11 12 141 142 143 144 211 212 351 352 151 152 353 153 154 354 11 1 12 1 1 141 142 1 143 1 144 1 1 211 212 1 351 1 352 1 151 1 1 1 152 1 1 1 20 1 1 11 12 21 22 23 24 31 32 51 52 13 14 15 16 17 18



11 12 141 142 143 144 151 152 20 211 212 351 352



5.6. Datensammlung



Bemerkung: Die unzerlegbaren Summanden 151 und 152 bzw. 153 und 154 sind modulo 7 nicht isomorph, obwohl die jeweiligen Konstituenten in Charakteristik 0 isomorph sind. Die PIMs 34 , 53 sowie 36 , 54 von Ek haben isomorphe Sockel. Der PIM 34 bzw. 36 korrespondiert zum unzerlegbaren direkten Summanden 152 bzw. 154 von kPG und ist jeweils der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls, wohingegen der jeweilige Partner zu 353 bzw. 354 korrespondiert und
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kein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Die unzerlegbaren direkten Summanden 141 , 142 , 143, 144 , 211 , 212 , 351 , 352 sind projektiv einfach. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 15 G SN 16 G SN



= = = = = =



11 ⊕ 14∗ ⊕ 14∗ ⊕ 21∗ ⊕ 35 ⊕ 35, 151 ⊕ 21∗ ⊕ 14∗ ⊕ 35∗ ⊕ 35∗ , 152 ⊕ 21∗ ⊕ 14∗ ⊕ 35∗ ⊕ 35∗ , 153 ⊕ 21∗ ⊕ 14∗ ⊕ 35∗ ⊕ 35∗ , 12 ⊕ 14∗ ⊕ 14∗ ⊕ 21∗ ⊕ 35∗ ⊕ 35∗ , 154 ⊕ 21∗ ⊕ 14∗ ⊕ 35∗ ⊕ 35∗ .



Wir verzichten auf die genaue Indizierung der projektiven Summanden und deuten dies durch einen * an. G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 1 141 142 21 351 352 kN 1 1 141 1 142 1 21 1 35 1 2 101 5 1 102 1



G DN 1 141 142 21 351 352 1 1 141 1 142 1 21 1 35 1 15 1 1 20



CNG 11 12 13 14 15 2 11 1 12 1 13 1 14 1 15 1 2 16



IT = [16 ]



5.6. Datensammlung



5.6.7



G = A8



G = A8 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 26 · 32 · 5 · 7 Dimension des Zentrums: dimF (Z) = 5 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 14 20 56 64 VFH 11 31 2 32 12 Charaktertafel: µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 χ(1) 1 4 2 2 16 64 32 32 2 8 4 4 1 3 0 3 3 −4 −16 −8 −8 3 −4 2 2 14 2 5 1 1 10 16 −4 −4 1 0 −2 −2 20 3 −3 0 0 −4 −4 4 4 0 2 −1 −1 56 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 64



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5



a13 8 −4 0 2 −1



a14 a15 a16 a17 a18 a19 a20 a21 a22 a23 a24 χ(1) 32 16 16 4 16 8 8 4 16 8 8 1 16 0 0 2 0 8 −4 2 0 −4 8 14 −4 −4 −4 −2 −4 0 0 −2 −4 0 0 20 −2 0 0 −1 0 −1 2 −1 0 2 −1 56 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 64



p = 2, G = A8 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 26 · 32 · 5 · 7 kPG 1 64 41 42 6 201 202 14 soc hd



1 64 141 142 34 561 562 76 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 64 41 42 6 201 202 14 1 64 42 41 6 202 201 14
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196 CPG 11 12 13 14 15 16 17 18 kPG 2x soc hd
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1 20 11 11



31



32



51



1 1 1



1 1 1



1 1 2



64 141 142 26 2 2 12 13 14 12 14 13



33



34



1 1 1 1 1 1 1 34 561 562 2 23 23 15 17 16 15 16 17



52



1 1 1 2 76 22 18 18



Bemerkung: Wegen A8 ∼ = GL4 (2) ist A8 eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Folglich ist der Endomorphismenring Ek nach Satz 3.4.8 quasi-Frobenius. Wir k¨onnen wegen der Diagonaleintr¨age c3,3 , c4,4 , c6,6 und c7,7 jedoch ausschließen, dass Ek symmetrisch ist. DPG 1 64 141 142 34 561 562 76 1 1 11 64 1 12 14 1 1 1 31 20 1 1 2 56 1 1 1 32 11 12 13 14 15 16 17 18



IT = [15 ]



Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der unzerlegbare direkte Summand 64 von kPG ist projektiv einfach. Die beiden direkten Summanden 561 und 562 haben Vertizes der Ordnung 8, die aber nicht konjugiert sind. F¨ ur die Induktionen gilt: 8



G SN (Q1 ) = 561 ⊕ 64,



8



G SN (Q2 ) = 562 ⊕ 64.



Der direkte Summand 76 hat einen Vertex Q2 der Ordnung 16. Es gilt: 8



G SN (Q2 ) = 76 ⊕ 64.



5.6. Datensammlung
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Die direkten Summanden 141 , 142 und 34 haben paarweise nicht konjugierte Vertizes der Ordnung 32. Es gilt: 2



G SN (Q3 ) = 141 ⊕ 561 ⊕ 64 ⊕ 76,



2



G SN (Q4 ) = 142 ⊕ 562 ⊕ 64 ⊕ 76,



2



G SN (Q5 ) = 34 ⊕ 561 ⊕ 562 ⊕ 64.



G Wegen NG (P ) = P gilt 1 SN = kPG .



G = A8 , P ∈ Syl3 (G) Dimensionen der Zentren : dimF (ZG P ) = 14 dimF (ZN P) = 5 dimF (ZG N) = 8 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 7 14 20 211 212 213 28 35 451 452 56 64 70 VFH 11 3 2 41 12 13 51 42 7 52 53 43 8 6



1N P :



dim 11 12 13 14 2 VFH 11 12 13 14 2



1G N :



dim 1 7 14 20 28 56 64 70 VFH 11 12 13 2 14 15 16 17



p = 3, G = A8 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 32 · 5 · 7 kPG 1 4551 4552 214 63 7 272 28 34 352 90 992 1623 2253 1 1 1 2 1 1 2 451 1 452 1 21 1 3 7 1 2 1 2 1 2 13 1 2 3 1 28 1 1 3 2 35 1 1 2 2 4 soc 1 451 452 7 21 7 28 13 35 21 13 35 28 35



198 CPG 11 51 52 4 12 13 21 14 15 22 23 16 31 32 kPG 3x soc hd
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551



552



543



71



1 1



1 3



3



722



6



10 723 152



1 1



1 2 1 1



1 2 2



1 2 3



4



183 253



1 1



1 1



1 451 452 21 63 30 32 32 3 32 11 51 52 12 12 11 51 52 4 12



7 27 30 33 21 15 21 13 21



34 30 15 14



1 90 32 15 15



1 35 30 32 22



1 2 1 2 99 32 32 23



1 1 2



1 1 3 2 2 4 28 162 225 30 34 32 31 31 32 16 31 32 1 1



Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius, insbesondere also auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 451 452 21 63 7 27 34 90 35 99 28 162 225 1 1 11 1 52 451 452 1 53 211 1 12 212 1 13 213 1 1 51 7 1 1 3 14 1 1 2 20 1 1 1 41 56 1 1 43 35 1 1 1 7 64 1 1 1 8 70 1 1 6 1 1 42 28 11 51 52 4 12 1 3 2 1 1 4 1 5 2 2 2 3 1 6 3 1 3 2 IT = [114 ]



5.6. Datensammlung
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¨ Bemerkung: Es gibt sieben Aquivalenzklassen auf der Menge der PIMs von Ek . Neben den projektiv einfachen Ek -Moduln bilden {53 , 71 } (mit einem Sockelkonstituenten), {3, 72, 6, 10} (mit zwei Sockelkonstituenten), {73 , 15, 25} (mit einem ¨ Sockelkonstituenten) und {4, 18} (mit einem Sockelkonstituenten) die Aquiva¨ lenzklassen. Dabei korrespondiert {53 , 71 } zu der Aquivalenzklasse {21, 63} auf der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG , die nur 21, dessen Dimension nicht von 3 geteilt wird, als Gewichts-Green-Korrespondenten hervorbringt. Analoges gilt f¨ ur {4, 18}. Die vier PIMs 3, 72, 6, 10 haben nur zwei verschiedene Sockelkonstituenten. Nur die beiden dazu korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 7 und 34 in kPG , deren Dimension nicht von 3 geteilt wird, sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Zudem haben die beiden GewichtsGreen-Korrespondenten nicht-isomorphe Sockelkonstituenten. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 451 und 452 von kPG sind projektiv einfach. Die unzerlegbaren Moduln 21 und 63 liegen in einem Block mit Defekt 1, alle u ¨brigen nicht projektiv einfachen liegen im Hauptblock. Der Gewichts-Green-Korrespondent 21 hat Vertex Q1 der Ordnung 3. Es gilt f¨ ur die Induktion dieses Gewichtsmoduls nach G: 6



G SN (Q1 ) = 21 ⊕ 451 ⊕ 452 ⊕ 225.



Insbesondere ist 225 ein projektiver unzerlegbarer kG-Modul. Die u ¨ brigen direkten Summanden, die Gewichts-Green-Korrespondenten sind, haben P als Vertex. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 2 G SN



= = = = =



1 ⊕ 27 ⊕ 90 ⊕ 162, 7 ⊕ 21 ⊕ 451 ⊕ 452 ⊕ 162, 28 ⊕ 27 ⊕ 63 ⊕ 162, 34 ⊕ 21 ⊕ 225. 35 ⊕ 21 ⊕ 4521 ⊕ 4522 ⊕ 99 ⊕ 225.



200



5.6.8
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G = S8



G = S8 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 27 · 32 · 5 · 7 Dimension des Zentrums: dimF (ZG P) = 7 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 141 142 20 561 562 64 VFH 11 12 21 22 13 23 14



p = 2, G = S8 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 27 · 32 · 5 · 7 Aus Platzgr¨ unden verzichten wir auf das ⊕-Zeichen bei den Sockelkonstituenten k von E . kPG 1 64 28 34 76 112 1 1 2 4 64 1 8 2 1 6 2 2 1 14 1 2 2 40 1 2 soc 1 64 8 6 14 40



CPG 11 12 13 14 15 16 kPG 2x soc hd



DPG 1 64 28 34 76 112 1 1 11 64 1 14 141 1 12 142 1 1 21 1 1 22 20 1 1 23 562 561 1 13 11 12 13 14 15 16



11 12 1 1



1 20 11 11



64 26 12 12



31



41



2 1



1 2 1



28 34 22 2 13 13 14 13 14



IT = [16 ]



42



32



1 2 1 1 2 76 112 22 24 15 16 16 15 16



5.6. Datensammlung



201



Bemerkung: Wie die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, ist Ek nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch. Alle direkten Summanden sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Das best¨atigt unsere Vermutung aus Abschnitt 5.3, denn die sechs PIMs liefern auch sechs Sockelkonstituenten. Es gibt keine projektiv einfachen Gewichtsmoduln. Der Gewichts-Green-Korrespondent 64 von kPG hat Vertex Q1 der Ordnung 2 und korrespondiert zu einem 2-dimensionalen Gewichtsmodul, dessen Induktion nach G sich wie folgt zerlegt. 16 G SN (Q1 ) = 64 ⊕ 384. Der Gewichts-Green-Korrespondent 112 hat Vertex Q2 der Ordnung 8 und korrespondiert zu einem 8 dimensionalen Gewichtsmodul. F¨ ur die Induktion von diesem Gewichtsmodul nach G gilt: 8



G SN (Q2 ) = 112 ⊕ 128.



Die unzerlegbaren direkten Summanden 28 und 76 haben Vertizes Q3 und Q4 der Ordnung 25 , die untereinander nicht konjugiert sind. Die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G ergeben: 2



G SN (Q3 ) = 28 ⊕ 112 ⊕ 128 ⊕ 152,



2



G SN (Q4 ) = 76 ⊕ 64 ⊕ 280.



Der Gewichts-Green-Korrespondent 34 hat Vertex Q5 der Ordnung 26 . Die Induktion des zugeh¨origen Gewichtsmoduls nach G ergibt: 2



G SN (Q5 ) = 34 ⊕ 64 ⊕ 112.



G Schließlich gilt f¨ ur den trivialen Modul 1 SN = kPG wegen NG (P ) = P .
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G = A9



G = A9 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 26 · 34 · 5 · 7 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 8 27 42 48 84 105 120 162 168 189 216 VFH 11 12 21 31 22 32 33 4 13 3 4 1 4 3 5



p = 2, G = A9 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 26 · 34 · 5 · 7 kPG 1 8 48 3842 432 1201 1202 1261 1262 252 258 576 1 1 2 2 2 2 4 4 8 81 2 2 2 2 82 2 2 2 2 1 2 2 83 201 1 1 1 1 1 1 3 202 1 1 1 1 1 1 3 26 2 2 2 4 4 48 1 1 2 78 1 1 2 1 4 160 2 2 soc 1 8 48 160 48 ⊕ 160 201 202 81 82 26 ⊕ 78 26 78 Um Platz zu sparen, verzichten wir auf das ⊕-Zeichen zwischen den Sockelkonstituenten in der Cartan-Matrix von Ek .



5.6. Datensammlung CPG 11 12 13 14 2 15 16 17 18 19 110 111 kPG 2x soc hd



11 12 1 1



203



2



623



8



1 1



2



3 1 2



2



41



42



1 1



1 1



61



91



11



1 1 2 2



1



62



2 2



1



2 2 1 1 1 8 48 384 432 1201 1202 1261 1262 20 23 24 27 24 23 23 2 2 11 12 13 2 13 2 111 16 111 15 17 18 11 12 14 2 13 15 16 17 18



3 2 2 252 22 110 111 19



92



1 1 2 2 2 2 4 1 1 4 258 576 2 26 110 111 111 110 111



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkomponenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 8 48 384 432 1201 1202 1261 1262 252 258 576 1 1 8 1 48 1 1 168 1 1 216 1 1 27 1 1 42 1 1 1 1 1 1 84 105 1 1 1 120 1 1 1 1 162 1 189 1 11 12 13 14 2 15 16 17 18 19 110 111



11 12 22 34 35 21 31 32 33 4 13 14



IT = [18 , 04 ] Bemerkung: Die PIMs 2, 63 und 8 von Ek haben insgesamt nur zwei Sockelkonstituenten. Der zu 8 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand von
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kPG ist 384 und kein Gewichts-Green-Korrespondent. Die beiden anderen korrespondierenden direkten Summanden 48 und 432 von kPG sind Gewichts-GreenKorrespondenten. Es gilt 27 | 384, aber 27 ∤ 48 und 27 ∤ 432. Analog haben die drei PIMs 91 , 92 und 11 nur zwei verschiedene Sockelkonstituenten. Der zu 92 korrespondierende Modul ist 576 (mit 26 | 576) und kein Gewichts-GreenKorrespondent. Die beiden anderen 252 und 258 mit |252|2 = 22 und |258|2 = 2 sind die Gewichts-Green-Korrespondenten. Damit best¨atigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Der unzerlegbare direkte Summand 432 hat einen Vertex Q1 der Ordnung 4. F¨ ur die Induktion vom Gewichtsmodul nach G gilt: 8



G SN (Q1 ) = 432 ⊕ 576.



Die unzerlegbaren direkten Summanden 1201, 1202 und 48 haben Vertizes Q2 , Q3 und Q4 der Ordnung 8, die paarweise nicht konjugiert sind. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 8



G SN (Q2 ) = 1201 ⊕ 384 ⊕ 576,



8



G SN (Q3 ) = 1202 ⊕ 384 ⊕ 576,



8



G SN (Q4 ) = 48 ⊕ Y,



wobei Y eine Summe von unzerlegbaren Summanden ist, deren Dimension von h¨oheren 2-Potenzen als 16 geteilt wird. Der unzerlegbare direkte Summand 252 hat einen Vertex Q5 der Ordnung 16. F¨ ur die Induktion des zugeh¨origen Gewichtsmoduls nach G gilt: 4



G SN (Q5 ) = 252 ⊕ 432 ⊕ 576.



Die unzerlegbaren direkten Summanden 258, 1261 und 1262 haben Vertizes Q6 , Q7 und Q8 der Ordnung 32, die paarweise nicht konjugiert sind. F¨ ur die Induktionen der jeweils korrespondierenden Gewichtsmoduln nach G gilt: 2



G SN (Q6 ) = 258 ⊕ 48 ⊕ 1201 ⊕ 1202 ⊕ 384 ⊕ 576,



2



G SN (Q7 ) = 1261 ⊕ 1201 ⊕ 252 ⊕ 384 ⊕ 432 ⊕ 576,



2



G SN (Q8 ) = 1262 ⊕ 1202 ⊕ 252 ⊕ 384 ⊕ 432 ⊕ 576.



G Wegen NG (P ) = P gilt f¨ ur die Induktion des trivialen Gewichtsmoduls: 1 SN = G kP .
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G = A9 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 34 · 5 · 7 Dimensionen der Zentren: dimF (ZN P) = 2 dimF (ZG N ) = 11, falls char(F ) 6= 2, 3 dimF (ZG N ) = 12, falls char(F ) = 2, 3 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P : 1N P : 1G N :



dim



1



VFH 11



211 212 27 28 351 352 48 56 84 105 120 162 189 216 12 13 14 21 15 16 22 23 24 17 25 26 3 27



dim 11 12 VFH 11 12



dim



1 27 351 352 48 56 84 105 20 189 216 VFH 11 12 13 14 15 16 21 17 22 18 19



p = 3, G = A9 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 34 · 5 · 7 kPG 1 1622 27 84 118 252 435 189 4052 1 1 3 4 162 1 7 1 2 3 3 21 2 3 2 27 1 1 35 1 3 7 41 1 3 3 189 1 2 soc 1 162 27 21 7 ⊕ 21 41 35 189 189 Aus Platzgr¨ unden verzichten wir in der Cartan-Matrix von Ek auf die ⊕-Zeichen bei den Sockelkonstituenten.
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22



12



4



61



2 1



1 4 1



62



9



3



5



1 1



1



1 162 27 84 118 0 4 3 3 3 3 3 30 11 21 12 13 14 16 13 124 15 11 21 12 13 14



1 1 3 2



2 6



1 1 1 2 252 435 189 405 32 3 33 34 2 15 16 15 16 22 22 15 16 17 22



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 162 27 84 118 252 435 189 405 1 1 11 162 1 26 27 1 14 211 1 12 212 1 13 1 1 21 28 351 1 15 1 16 352 48 1 1 22 56 1 1 23 84 1 1 24 105 1 17 120 1 1 25 189 1 1 3 216 1 27 11 21 12 13 14 15 16 17 22



IT = [19 ]



¨ Bemerkung: Die PIMs 3 und 5 von Ek bilden eine Aquivalenzklasse mit isomorphen Sockeln. Der zu 3 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand 189 ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 5 korrespondierende unzerlegbare Summand 405 nicht. Beachte hierbei, dass 34 | 405 und 34 ∤ 189 gilt. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt.
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Die unzerlegbaren direkten Summanden 189 und 27 haben Vertex Q1 der Ordnung 3. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 91



G SN (Q1 ) = 189 ⊕ 162 ⊕ 405,



92



G SN (Q1 ) = 27 ⊕ 162 ⊕ 567.



Insbesondere ist der unzerlegbare direkte Summand 405 von kPG projektiv. Die unzerlegbaren direkten Summanden 252, 84 und 435 haben Vertizes der Ordnung 9. Von denen sind aber nur die Vertizes von 84 und 435 konjugiert. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 9



G 2 2 SN (Q2 ) = 252 ⊕ 243 ⊕ 162 ⊕ 405 ⊕ 891,



31



G SN (Q3 ) = 435 ⊕ 405,



32



G SN (Q3 ) = 84 ⊕ 162 ⊕ 189 ⊕ 405.



Der triviale Modul und 118 haben P als Vertex. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 1 ⊕ 27 ⊕ 405 ⊕ 435 ⊕ 252, 12 G SN = 118 ⊕ 84 ⊕ 405 ⊕ 1622 ⊕ 189.



G G F¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring EndkG (kN ) gilt schließlich: G kN 1 27 405 252 435 1 1 3 4 27 1 1 189 2 7 3 3 35 3 7 41 3 3 21 2



CNG 11 12 2 5 8 11 1 12 1 13 2 14 3 2 15 2 6



208 G DN 1 27 405 252 435 1 1 27 1 1 189 2 48 1 84 1 1 120 1 1 56 1 351 1 352 1 105 1
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5.6.10
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G = M11



G = M11 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 · 11 Konstituenten des Permutationscharakters: 1G P :



dim 1 10 11 161 162 44 45 55 VFH 11 21 12 13 14 4 22 3



Charaktertafel: µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8



a1 1 2 1 1 1 4 2 3



a2 a3 a4 a5 16 8 16 4 22 6 12 3 −2 −4 4 1 −2 2 1 −2 −2 2 1 −2 0 −2 −3 1 4 0 −3 −3 −6 0 1 2



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8



a14 a15 a16 a17 a18 a19 8 16 16 16 8 16 −3 4 4 4 7 4 −1 −8 4 4 −1 4 −1 1 7 B −1 1 −1 1 7 B −1 1 0 0 −1 −7 5 2 −1 0 −5 1 −2 0 2 0 −1 5 −3 −4



µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6 µ7 µ8



a26 16 −4 4 B B −2 4 0



a27 16 −4 −8 −2 −2 4 0 0



a28 8 −2 2 2 2 −1 3 −3



a6 a7 a8 a9 a10 a11 a12 a13 16 16 16 8 16 16 16 16 −6 −6 −6 −3 −6 4 4 −6 −2 −2 −2 5 −2 −8 4 −2 A 1 B −1 1 1 B 1 A 1 B −1 1 1 B 1 −1 1 2 6 1 0 −7 1 −3 1 2 −1 1 0 1 1 3 −1 0 −4 −1 0 5 −1 a20 a21 a22 a23 16 16 16 8 4 −6 −6 −3 4 10 −2 −1 −2 1 B −1 −2 1 B −1 1 3 2 0 −3 1 2 −1 1 −5 0 2



a29 a30 a31 a32 a33 16 16 16 2 16 −4 6 −2 1 −4 4 −2 −2 2 4 A 1 1 −1 A A 1 1 −1 A −5 −4 6 2 −5 −1 2 −6 −2 −1 3 0 0 0 3



χ(1) 1 10 11 161 162 44 45 55



a24 χ(1) a25 16 16 1 −6 −6 10 −2 −2 11 A 1 161 A 1 162 −1 1 44 −3 1 45 3 −1 55



a34 a35 a36 a37 χ(1) 16 16 8 16 1 −4 −4 −2 6 10 −8 4 2 −2 11 −2 B 2 1 161 −2 B 2 1 162 4 −2 −1 −4 44 0 4 3 2 45 0 0 −3 0 55



A =−E(11) − 4 ∗ E(11)2 − E(11)3 − E(11)4 − E(11)5 −4 ∗ E(11)6 − 4 ∗ E(11)7 − 4 ∗ E(11)8 − E(11)9 − 4 ∗ E(11)10
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B =5 ∗ E(11) + 2 ∗ E(11)2 + 5 ∗ E(11)3 + 5 ∗ E(11)4 + 5 ∗ E(11)5 +2 ∗ E(11)6 + 2 ∗ E(11)7 + 2 ∗ E(11)8 + 5 ∗ E(11)9 + 2 ∗ E(11)10



p = 2, G = M11 , P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 · 11 kPG 1 161 162 10 44 120 1442 1 1 2 2 161 1 162 1 10 1 3 1 44 1 2 3 soc 1 161 162 10 44 10 ⊕ 44 44 CPG 11 12 13 14 15 16 2 G kP 2x soc hd



11 1



12



13



2



4



10



92



1 1 1



1 161 162 20 24 24 11 12 13 11 12 13



1 1 1 1 1 1 4 2 1 2 3 10 44 120 144 2 22 23 24 1 6 2 16 ⊕ 2 2 14 15 16 2



Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt insbesondere, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und insbesondere nicht symmetrisch ist. DPG 1 161 162 10 44 120 144 1 1 11 161 1 12 162 1 13 10 1 1 21 11 1 12 44 1 1 1 4 45 1 22 55 1 1 3 11 12 13 14 15 16 2



IT = [17 ]
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¨ Bemerkung: Die PIMs 2, 4, 10 und 9 von Ek bilden eine Aquivalenzklasse mit nur 2 verschiedenen Isomorphietypen als Sockelkonstituenten. Die zu 2 und 4 korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden 10 und 44 haben eine Dimension, die von einer kleineren 2-Potenz geteilt wird, als die der zu 9 und 10 korrespondierenden direkten Summanden 144 und 120. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Die unzerlegbaren direkten Summanden 161 und 162 von kPG sind projektiv einfach. Der Gewichts-Green-Korrespondent 44 hat Vertex Q1 der Ordnung 4. F¨ ur die Induktion vom Gewichtsmodul nach G gilt: 2



G SN (Q1 ) = 44 ⊕ 161 ⊕ 162 ⊕ 120 ⊕ 144.



Der unzerlegbare direkte Summand 10 ist ein Gewichts-Green-Korrespondent und hat Vertex Q2 der Ordnung 8. F¨ ur die Induktion des Gewichtsmoduls nach G gilt: 2



G 2 SN (Q2 ) = 10 ⊕ 161 ⊕ 162 ⊕ 144 .



Wegen NG (P ) = P gilt f¨ ur den trivialen Modul als Green-Korrespondent des G trivialen Gewichtsmoduls: 1 SN = kPG .



G = M11 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 11 Dimensionen der Zentren: dimF (ZN P) = 7 dimF (ZG N) = 3 Konstituenten der Permutationscharaktere: 1G P :



dim 1 101 102 103 11 44 45 55 VFH 1 21 22 23 3 4 5 7



1N P :



dim 11 12 13 14 21 22 23 VFH 11 12 13 14 21 22 23



1G N :



dim 1 10 44 VFH 11 12 13
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p = 3, G = M11 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 5 · 11 kPG 1 455 10 112 54 551 552 6521 6522 992 1 1 1 1 1 1 1 1 45 1 51 1 1 2 1 1 1 2 52 1 1 2 1 1 1 2 101 1 2 1 1 102 1 2 1 1 103 1 1 2 1 24 1 1 1 1 1 2 soc 1 45 101 51 101 102 52 102 ⊕ 24 103 24 Wir schreiben aus Platzgr¨ unden die Sockelkonstituenten ohne ⊕-Zeichen. CPG 11 5 12 21 13 14 15 22 23 24 kPG 3x soc hd



1 1



55



2



32



6



71



72



921



922



112



1 1



1 1



1 1



2 1



1 1 2



1 1 1 45 10 11 54 551 30 32 30 30 33 30 1 1 5 13 1 4 1 3 13 1 4 2 1 2 4 1 1 5 12 2 1 1 3 14



1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 552 651 652 30 30 30 22 22 24 14 23 15 22 23



1 1 1 1 1 2 99 32 24 24



Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und insbesondere nicht symmetrisch ist. DPG 1 45 10 11 54 551 552 651 652 99 1 1 1 45 1 5 101 1 21 102 1 22 103 1 1 23 11 1 1 3 44 1 1 1 4 55 1 1 1 1 7 1 1 5 12 2 1 1 3 1 4 15 22 23 24



IT = [110 ]
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¨ Bemerkung: Die PIMs 2, 3, 6, 71, 72 , 91 , 92 , 11 von Ek bilden eine Aquivalenzklasse, die sechs Sockelkonstituenten hervorbringt. Dies entspricht der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 2 , weil genau die beiden direkten Summanden 54, 99 von kPG , deren Dimension von 3 geteilt wird, keine Gewichts-GreenKorrespondenten sind, die u ¨ brigen wohl. Der unzerlegbare direkte Summand 45 ist projektiv einfach. Alle u ¨brigen Gewichts-Green-Korrespondenten haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex. Die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G sind wie folgt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 21 G SN 22 G SN 23 G SN



= = = = = = =



1 ⊕ 54, 551 , 552 , 10 ⊕ 45, 651 ⊕ 45, 652 ⊕ 45, 11 ⊕ 99.



G Schließlich gilt f¨ ur den Permutationsmodul kN und den Endomorphismenring G EndkG (kN ): G 1 54 kN 1 1 1 51 52 1 10 2 24 1



2



CNG 1 2 11 1 1 12



G DN 1 54 1 1 1 10 44 1



IT = [1, 1]



25.09.2008: Im Sockel von 92 muss es 15 23 heißen. Daher stimmt die Vermutung in diesem Beispiel nicht.
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p = 5, G = M11 , P ∈ Syl5 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 · 11 kPG 1 1021 1022 1023 459 5511 11 5522 161 6031 162 6032 1 soc 1 101 102 103 45 55 11 11 161 161 162 162 CPG 11 21 22 23 9 11 12 24 13 31 14 32 kPG 5x soc hd



1 1



221



222



223



99 1111 1



3



1122



1 1



1 2



41



1231



1 1



1 1 2



42



1232



1 1 1 1 1



1



1 101 102 103 45 551 50 5 5 5 5 5 11 21 22 23 9 11 11 21 22 23 9 11



1 1 11 552 161 601 50 5 50 5 24 2 4 3 1 3 1 12 2 13 3 1



1 1 1 1 1 2 162 602 50 5 32 32 14 32



Bemerkung: Die PIMs 3, 112 und 41 , 121 und 42 , 122 bilden jeweils eine zwei¨ elementige Aquivalenzklasse mit jeweils einem Sockelkonstituenten. Dies steht im Einklang mit der Vermutung aus Abschnitt 5.3, denn die Untersuchung der Gruppe NG (P )/P zeigt, dass es darin vier Gewichtsmoduln der Dimension 1 gibt. Weil 51 die h¨ochste 5-Potenz ist, die die Ordnung von G teilt, k¨onnen die Gewichts-Green-Korrespondenten, die nicht projektiv einfach sind, nur eine zu 5 teilerfremde Dimension haben. Das sind die unzerlegbaren direkten Summanden ¨ 1, 11, 161 und 162 . Die PIMs zu 11, 161 und 162 bilden jeweils eine Aquivalenzklasse mit den PIMs zu den Nicht-Gewichts-Moduln 55, 601 und 602 .
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p = 11, G = M11 , P ∈ Syl11 (G), NG (P ) = P , |G| = 24 · 32 · 5 · 11 kPG 1 11 444 555 451 452 453 454 77 soc 1 11 44 55 9 101 102 16 16 CPG 11 11 1 12 4 5 13 14 15 16 17 kPG 1 11x 110 soc 11 hd 11



12



44



551



52



53



54



55



7



1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 44 55 451 452 453 454 11 11 11 110 110 110 110 1 2 4 5 16 13 14 17 1 2 4 5 13 14 15 16



1 1 1 1 3 77 11 17 17



¨ Bemerkung: Die PIMs 54 und 7 bilden eine zweielementige Aquivalenzklasse, die nur einen Sockelkonstituenten hervorbringt. Tats¨achlich ist der zu 54 korrespondierende direkte Summand 454 in kPG ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zum PIM 7 korrespondierende direkte Summand 77 jedoch nicht. Dies steht ur die im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. F¨ Induktionen der nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN (P ) = 1 ⊕ 11 ⊕ 55 ⊕ 77,



12



G SN (P ) = 451 ⊕ 44 ⊕ 55,



13



G SN (P ) = 452 ⊕ 44 ⊕ 55,



14



G SN (P ) = 453 ⊕ 44 ⊕ 55,



15



G SN (P ) = 454 ⊕ 44 ⊕ 55.
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5.6.11



G = M12



G = M12 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 26 · 33 · 5 · 11 Konstituenten des Permuationscharakters: dim 1 111 112 161 162 45 54 55 66 99 144 176 VFH 11 12 13 14 15 16 4 18 21 22 3 23



p = 2, G = M12 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 26 · 33 · 5 · 11 kPG 1 161 162 144 3202 318 350 1 1 4 6 161 1 1 162 1 1 144 1 2 10 5 8 44 6 6 2 soc 1 161 162 144 144 44 10 ⊕ 44 CPG 11 12 13 14 2 15 16 kPG 2x soc hd



11 1



12



13



3



52



1 1



1 2



13



15



1 1



1 161 162 20 24 24 11 12 13 11 12 13



7 6 6 9 144 320 318 350 24 26 2 2 2 2 2 2 15 ⊕ 16 15 ⊕ 136 14 2 15 16



Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist.
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DPG 1 161 162 144 320 318 350 1 1 11 161 1 14 162 1 15 144 1 1 3 176 1 23 111 1 12 112 1 13 45 1 16 54 2 2 4 55 1 17 66 1 1 21 99 1 1 22 11 12 13 14 2 15 16 Bemerkung: Die beiden PIMs 3 und 5 von Ek haben isomorphe einfache Sockelkonstituenten. Der zu 3 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand 144 von kPG ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 5 korrespondierende direkte Summand 320 nicht. Dabei gilt 26 | 320 und 26 ∤ 144. Die beiden PIMs 13 ¨ und 15 bilden eine Aquivalenzklasse mit zwei Isomorphietypen als Sockelkonstituenten. Beide korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von kPG sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Im einzelnen gilt: Die unzerlegbaren direkten Summanden 161 , 162 und 144 haben Vertex Q1 der Ordnung 4. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 21



G 4 SN (Q1 ) = 144 ⊕ 320 ⊕ 384 ⊕ 832,



22



G 4 SN (Q1 ) = 161 ⊕ 192 ⊕ 320 ⊕ 384 ⊕ 768,



23



G 4 SN (Q1 ) = 162 ⊕ 192 ⊕ 320 ⊕ 384 ⊕ 768.



Die unzerlegbaren direkten Summanden 350 und 318 haben Vertizes Q2 und Q3 der Ordnung 32, die nicht konjugiert sind. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 2



G SN (Q2 ) = 350 ⊕ 320,



2



G SN (Q3 ) = 318 ⊕ 161 ⊕ 162 ⊕ 320.



G Wegen NG (P ) = P gilt 1 SN = kPG .
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G = M12 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 33 · 5 · 11 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 111 112 45 54 551 552 553 66 99 120 144 176 VFH 11 12 13 31 2 32 33 34 41 5 6 42 4 3



5.6. Datensammlung



p = 3, G = M12 , P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 33 · 5 · 11



Um Platz zu sparen schreiben wir die Sockelkonstituenten ohne ⊕.



kPG 1 542 452 992 189 2433 661 662 663 664 1751 1752 297 3511 3512 592 1 1 2 2 2 2 5 2 2 4 54 1 1 2 1 451 99 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 101 1 2 1 2 1 2 2 102 151 1 1 1 1 2 2 2 4 1 1 1 1 2 2 2 4 152 34 1 1 1 1 3 1 1 2 2 1 1 3 2 4 452 453 1 2 1 2 3 4 soc 1 54 451 99 451 99 101 102 151 152 452 453 34 452 453 452 453 34
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54 189 45 99 243 661 662 32 33 32 32 35 3 3 21 12 12 3 3 13 1 5 1 4 1 5 21 12 22 23 3 13 14



2 1 1 297 663 664 33 3 3 15 15 17 15 16 15 16 17



3 2 2 1 2 3 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 4 4 3 3 3511 3512 1751 1752 33 33 30 30 18 19 18 19 18 19 110 111 1 30 11 11



1 2 1



2 1 1



CPG 11 21 12 22 23 3 13 14 15 16 17 18 19 110 111 112 kPG 3x soc hd



1 1



22



7



1 1



32



1 1



52



1



931



2 1 1



41



1 2 1



42



1 1 3 1 1 1 1



11



1 1 1



43



1 1 1



44



1



131



1



132



92



93



26



2 1 1 4 4 3 3 8 592 30 15 18 19 112
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Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist. ¨ Die PIMs 41 , 42 , 43 , 44 , 92 , 93 , 11, 131, 132 , 26 bilden eine Aquivalenzklasse, die sieben Sockelkonstituenten hervorbringt. Unter den korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von kPG gibt es sieben Gewichts-Green-Korrespondenten und drei Nicht-Green-Korrespondenten. Die Dimensionen der letzteren drei sind
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genau diejenigen, die durch die h¨ochste 3-Potenz teilbar sind. Die PIMs 3, 7 und ¨ 5, 91 bilden zwei weitere Aquivalenzklassen, mit je einem Sockelkonstituenten. Auch hier best¨atigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Die Gewichts-Green-Korrespondenten 45 und 99 haben Vertex Q1 der Ordnung 3. Die Induktionen der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G ergeben: 31



G 4 2 2 SN (Q1 ) = 99 ⊕ 54 ⊕ 189 ⊕ 243 ⊕i=1,2 297i ⊕ 2973 ⊕i=1,2 351i ,



32



G 2 2 4 2 SN (Q1 ) = 45 ⊕ 54 ⊕ 189 ⊕ 243 ⊕ 297∗ ⊕i=1,2 (351i ⊕ 378i ).



Die Gewichts-Green-Korrespondenten 661 , 662 und 663 , 664 haben Vertizes der Ordnung 9, wobei die der ersten beiden Moduln und die der letzten beiden jeweils untereinander konjugiert sind. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 31



G SN (Q2 ) = 661 ⊕ 54 ⊕ 243 ⊕ 297,



32



G SN (Q2 ) = 662 ⊕ 243 ⊕ 351,



31



G SN (Q3 ) = 663 ⊕ 54 ⊕ 243 ⊕ 297,



32



G SN (Q3 ) = 664 ⊕ 243 ⊕ 351.



Schließlich haben die Gewichts-Green-Korrespondenten 1, 1751, 1752 und 592 die 3-Sylowgruppen als Vertizes. Die Induktionen der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G ergeben: 11



G SN 11 G SN 11 G SN 11 G SN



= = = =



1 ⊕ 542 ⊕ 66∗ ⊕ 66∗ ⊕ 99 ⊕ 243 ⊕ 297, 1751 ⊕ 45 ⊕ 66∗ ⊕ 243 ⊕ 351, 1752 ⊕ 45 ⊕ 66∗ ⊕ 243 ⊕ 351, 592 ⊕ 99 ⊕ 189.



Ein ∗ im Index deutet an, dass der explizite Isomorphietyp nicht bestimmt wurde.
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5.6.12



G = M22



p = 2, G = M22 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 27 · 32 · 5 · 7 · 11



1G P :



dim



1



VFH 11



21 55 99 154 210 230 385 21 31 22 41 12 32 42



kPG 1 848 1078 6161 6162 230 76 1 1 12 14 8 8 4 2 101 5 6 3 3 3 2 102 5 6 3 3 3 2 34 6 8 5 5 2 1 701 1 2 2 2 702 1 2 2 2 4 4 1 1 1 98 soc 1 98 34 ⊕ 98 701 702 101 ⊕ 34 102 Wir verzichten aus Platzgr¨ unden auf das Symbol ⊕ in den Sockeln des Endomorphismenrings. CPG 1 11 20 71 72 9 5 11 1 12 4 4 1 1 1 13 4 8 2 2 3 1 14 1 2 2 2 15 1 2 2 2 16 1 3 3 2 17 1 2 2 kPG 1 848 1078 6161 6162 230 76 2x 20 24 2 23 23 2 22 soc 11 12 13 15 122 14 15 14 13 17 12 16 17 hd 11 12 13 14 15 16 17 Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG sind GewichtsGreen-Korrespondenten. Das steht im Einklang mit der Vermutung aus Abschnitt 5.3, denn die Sockel der sieben PIMs liefern insgesamt auch sieben verschiedene Isomorphietypen von einfachen Ek -Moduln.
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Der Gewichts-Green-Korrespondent 848 hat Vertex Q1 der Ordnung 8. F¨ ur die Induktion des zugeh¨origen Gewichtsmoduls nach G gilt 8



G SN (Q1 ) = 848 ⊕ 8961 ⊕ 8962 .



Die beiden Gewichts-Green-Korrespondenten 6161 und 6162 haben Vertizex Q2 der Ordnung 16. F¨ ur die Induktionen gilt: 81



G SN (Q2 ) = 6161 ,



82



G SN (Q2 ) = 6162 .



Der direkte Summand 76 hat Vertex Q3 der Ordnung 25 . Die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G ergibt: 2



G SN (Q3 ) = 76 ⊕ 8961 ⊕ 8962 ⊕ 848 ⊕ 1904.



Die direkten Summanden 230 und 1078 haben Vertizes der Ordnung 26 , die aber nicht untereinander konjugiert sind. Die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G liefern: 2



G SN (Q4 ) = 230 ⊕ 6161 ⊕ 6162 ⊕ 848,



2



G SN (Q5 ) = 1078 ⊕ 6161 ⊕ 6162 .



F¨ ur den trivialen Modul gilt wegen NG (P ) = P 1



G SN = kPG .
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5.6.13



G = U3(3)



G = U3 (3), P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 25 · 33 · 7 Konstituenten des Permutationscharakters: 1G P :



dim 1 71 72 14 21 27 321 322 VFH 11 12 13 14 21 22 15 16



p = 2, G = U3 (3), P ∈ Syl2 (G), NG (P ) = P , |G| = 25 · 33 · 7 CPG 11 12 11 1 12 1 13 14 15 kPG 321 322 2x 25 25 soc 11 12 12 hd 11



kPG 321 322 1 621 622 321 1 322 1 1 1 2 4 6 3 5 14 3 2 soc 321 322 1 14 6



13



5



6



1 3 2 2 4 1 621 622 20 2 2 13 14 125 13 14 15



Beachte: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten der PIMs im Endomorphismenring zeigt, dass der Ring nicht quasi-Frobenius ist. G DN 321 322 1 621 622 321 1 322 1 1 1 71 1 72 1 14 1 21 1 1 1 1 27 11 12 13 14 15



15 16 11 12 13 14 21 22



IT = [1, 1]



Bemerkung: Jeder PIM des Endomorphismenrings hat einen einfachen Sockel und einen anderen Isomorphietyp als Sockelkonstituent. Wie erwartet ist demnach jeder unzerlegbare direkte Summand von kPG der Green-Korrespondent eines Gewichtsmoduls. Damit best¨atigt sich die Vermutung aus Abschnitt 5.3.
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Die beiden unzerlegbaren direkten Summanden 321 und 322 sind projektiv einfache kG-Moduln. Die beiden unzerlegbaren direkten Summanden 621 und 622 haben nicht konjugierte Vertizes der Ordnung 16. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 2



G SN (Q1 ) = 622 ⊕ 321 ⊕ 322 ,



2



G SN (Q2 ) = 621 ⊕ 321 ⊕ 322 .



G Da NG (P ) = P gilt, folgt f¨ ur den trivialen Gewichtsmodul 1 SN = kPG .



G = U3 (3), P ∈ Syl3 (G), NG (P ) = P , |G| = 25 · 33 · 7 Konstituenten des Permutationscharakters: 1G P :



dim 1 71 72 73 211 212 213 27 281 282 VFH 11 12 13 14 15 16 17 18 21 22



p = 3, G = U3 (3), P ∈ Syl3 (G), NG (P ) = P , |G| = 25 · 33 · 7 kPG 27 1 281 282 283 284 285 286 287 27 1 1 1 2 1 1 31 1 1 1 1 32 1 1 1 1 7 1 1 1 1 1 151 1 1 1 1 1 1 152 61 1 2 1 2 62 soc 27 1 31 151 152 32 7 61 6 2
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse 11 12 1 1



21



22



1 1



1 1



23



24



1 1



1 1



25



26



27



2 2 27 33 11 11



1 281 282 283 284 285 286 30 30 30 30 30 30 30 12 14 13 16 15 17 18 12 13 14 15 16 17 18



2 287 30 19 19



Beachte: Weil U3 (3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Allerdings zeigen die Diagonaleintr¨age c3,3 , c4,4 , c5,5 und c6,6 , dass Ek nicht symmetrisch ist. DPG 27 1 281 282 283 284 285 286 287 27 1 1 1 281 1 1 282 1 1 71 1 211 1 72 1 212 1 73 1 213 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19



11 12 21 22 13 14 15 16 17 18



Bemerkung: Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der unzerlegbare direkte Summand 27 ist projektiv einfach. Alle u ¨brigen unzerlegbaren direkten Summanden haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex. F¨ ur die
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Induktionen der entsprechenden Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN 15 G SN 16 G SN 17 G SN 18 G SN



= = = = = = = =



1 ⊕ 27, 285 , 281 , 283 , 286 , 287 , 284 , 282 .



G = U3 (3), P ∈ Syl7 (G), |G| = 25 · 33 · 7 Konstituenten des Permutationscharakters: 1G P :



dim 1 71 72 73 14 211 212 213 27 281 282 321 322 VFH 11 12 13 14 21 31 32 33 34 41 42 51 52



p = 7, G = U3 (3), P ∈ Syl7 (G), |G| = 25 · 33 · 7 kPG 1 71 72 73 142 2131 2132 2133 2841 2842 641 642 913 1 1 1 71 1 72 1 1 73 1 14 211 1 212 1 213 1 281 1 282 1 6 2 2 2 26 2 2 3 soc 1 71 72 73 14 211 212 213 281 282 6 26 26
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse 11 12 1 1



13



14



2



31



32



33



41



42



101



102 133



1 1 1 1 1 1 1 1



1 71 72 73 14 211 212 213 281 282 70 7 7 7 7 7 7 7 7 7 1 1 1 2 1 3 1 4 2 31 32 33 41 42 1 1 1 2 1 3 1 4 2 31 32 33 41 42



2 2 2 2 2 2 641 642 70 70 16 34 15 16



2 2 3 91 7 34 34



Bemerkung: Die Untersuchung der Sockelkonstituenten zeigt, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und somit auch nicht symmetrisch ist. DPG 1 71 72 73 14 211 212 213 281 282 641 642 91 1 1 11 71 1 12 72 1 13 73 1 14 14 1 2 211 1 31 212 1 32 213 1 33 1 41 281 1 42 282 27 1 33 321 1 1 1 51 321 1 1 1 52 1 1 1 2 1 3 14 2 31 32 33 41 42 15 16 3 ¨ Bemerkung: Die PIMs 102 und 13 bilden eine Aquivalenzklasse mit nur einem Sockelkonstituenten. Dabei ist der zu 102 korrespondierende unzerlegbare direkte Summand 642 ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 13 korrespondierende direkte Summand 91 jedoch nicht. Beachte, dass 7 ein Teiler von 91 aber nicht



5.6. Datensammlung



229



von 64 ist. Damit best¨atigen sich die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 Alle anderen nicht-trivialen unzerlegbaren direkten Summanden sind projektiv einfach. Die Summanden 641 und 642 haben eine 7-Sylowgruppe als Vertex. F¨ ur die Induktionen der jeweiligen Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 641 ⊕ 14 ⊕ 211 ⊕ 212 ⊕ 213 ⊕ 281 ⊕ 282 ⊕ 91, 12 G SN = 1 ⊕ 71 ⊕ 72 ⊕ 73 ⊕ 211 ⊕ 212 ⊕ 213 ⊕ 2821 ⊕ 2822 , 13 G SN = 642 ⊕ 14 ⊕ 211 ⊕ 212 ⊕ 213 ⊕ 281 ⊕ 282 ⊕ 91.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = J2



G = J2 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 27 · 33 · 52 · 7 Konstituenten des Permutationscharakters: dim 1 141 142 36 63 90 126 160 175 2241 2242 288 300 336 VFH 11 12 13 21 31 22 41 23 14 15 16 32 24 42



p = 2, G = J2 , P ∈ Syl2 (G), |G| = 27 · 33 · 52 · 7 kPG 1 154 364 5251 5252 7621 7622 160 2881 2882 896 1 1 2 8 9 9 10 10 61 2 6 6 6 7 7 62 2 6 6 6 7 7 141 2 2 3 3 5 5 142 2 2 3 3 5 5 36 2 4 3 3 3 3 1 3 3 5 5 84 641 1 1 2 642 1 1 2 160 1 1 1 4 soc 1 141 ⊕ 142 ⊕ 36 36 61 62 84 84 160 641 642 160 Wir verzichten aus Platzgr¨ unden auf ⊕ zwischen den Sockelkonstituenten. 6 8 101 102 111 112 2 31 32 7 CPG 1 11 1 4 2 12 2 4 1 1 13 14 3 3 2 2 3 3 2 2 15 16 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 17 1 1 1 1 18 19 1 1 1 1 1 1 1 110 111 4 kPG 1 154 364 7621 7622 5251 5252 160 2881 2882 896 x 0 2 0 0 2 2 2 2 2 2 2 2 25 25 25 27 2 soc 11 12 13 13 16 17 14 15 14 15 13 14 16 17 13 15 16 17 111 110 111 19 111 111 hd 11 12 13 14 15 16 17 18 19 110 111
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DPG 1 154 364 5251 5252 7621 7622 160 2881 2882 896 1 1 11 141 1 12 142 1 13 36 1 1 21 63 1 1 1 31 90 1 1 22 126 1 1 1 1 41 175 1 14 300 1 1 24 336 1 1 1 1 42 160 1 1 23 2241 1 15 2242 1 16 1 1 1 32 288 11 12 13 14 15 16 17 18 19 110 111 Bemerkung: Die Sockelkonstituenten zeigen, dass der Endomorphismenring nicht quasi-Frobenius und folglich auch nicht symmetrisch ist. Wir benutzen die Ergebnisse aus M. Sz¨okes Dissertation ([Sz¨o98]), wonach alle direkten Summanden von kPG Gewichts-Green-Korrespondenten sind, außer 896. ¨ Die PIMs 8, 101 , 102 , 111 , 112 bilden eine Aquivalenzklasse, die f¨ unf Sockelkonstituenten hervorbringt. Alle dazu korrespondierenden direkten Summanden von kPG sind Gewichts-Green-Korrespondenten. Die PIMs 2, 31 , 32 und 7 bilden eine ¨ weitere Aquivalenzklasse mit drei zugeh¨origen Sockelkonstituenten. Nur 896, dessen Dimension von der h¨ochsten 2-Potenz geteilt wird, ist kein Gewichts-GreenKorrespondent. Dies steht im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3.
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5.6.15



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = L2(49)



p = 2, G = L2 (49), P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 3 · 52 · 72 kPG 1 483i 1241 1242 2002 2241 2242 4002 50 soc 1 48i 241 242 50 241 242 50 50 mit 1 ≤ i ≤ 7. CPG 1 33i 101 102 141 142 172 252 5 11 1 1 3i 12 3 2 3 2 13 2 3 2 3 14 3 2 5 4 15 2 3 4 5 21 4 4 1 22 4 8 1 16 1 1 1 G kP 1 48i 1241 1242 200 2241 2242 400 50 2x 20 24 22 22 23 25 25 24 2 soc 11 3i 14 15 14 15 22 22 22 hd 11 3i 12 13 14 15 21 22 216 Bemerkung: Die Dimensionen der unzerlegbaren direkten Summanden von kPG verraten sofort, dass 224i und 400 nach Lemma 3.3.14 keine Gewichts-GreenKorrespondenten sein k¨onnen. Der Gewichts-Green-Korrespondent 50 hat Vertizes der Ordnung 8. Der korrespondierende PIM 5 bildet zusammen mit den PIMs ¨ 25 und 17 eine Aquivalenzklasse, die genau einen Sockelkonstituenten liefert. Der PIM 25 bzw. 17 korrespondiert wiederum zum direkten Summanden 400 bzw. 224, die keine Gewichts-Green-Korrespondenten sind. F¨ ur die Induktion des zu 50 korrespondierenden Gewichtsmoduls gilt: 2



G SN = 50 ⊕ 2241 ⊕ 2242 ⊕ 4002 ⊕1≤i≤12 482i .



Die Untersuchung der Gruppen NG (Q) f¨ ur alle m¨oglichen 2-Untergruppen von G zeigt zudem, dass es noch zwei Gewichtsmoduln mit Vertizes der Ordnung 4 gibt, deren Vertizes aber untereinander nicht konjugiert sind. Daher k¨onnen nach Lemma 3.3.14 nur noch 1241 und 1242, deren Dimension ja genau von 22 geteilt wird, die u ¨brigen nicht projektiv einfachen Gewichts-Green-Korrespondenten sein. Daher best¨atigen sich insgesamt die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 auch an diesem Beispiel.
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p = 5, G = L2 (49), P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 3 · 52 · 72 kPG 1 251 252 502i 576 625 1 1 1 251 1 252 1 wobei 1 ≤ i ≤ 11 gilt. 50i 1 12 13 48 soc 1 251 252 50i 48 48 CPG 11 12 13 2i 14 15 kPG 5x soc hd



11 1



12



22i



13



24



25



1 1 1



1 251 252 50i 50 52 52 52 11 12 13 2i 11 12 13 2i



12 12 wobei 1 ≤ i ≤ 11 gilt. 12 13 576 625 50 54 14 14 14 15



Bemerkung: Wir finden f¨ unfzehn Gewichte f¨ ur G modulo 5. Darunter sind zwei Defekt-0-Moduln der Dimension 25 und elf Defekt-0-Moduln der Dimension 50. Die beiden anderen Gewichtsmoduln haben Dimension 1 und Vertex P . F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G ergibt sich: 11



G SN = 1 ⊕ 251 ⊕ 252 ⊕1≤i≤5 502i ⊕ 625, 12 G SN = 576 ⊕6≤i≤11 502i .



Der Sockel des PIMs 25 von Ek ist isomorph zum Sockel des PIMs 24. Letzterer korrespondiert zum direkten Summanden 576 von kPG und ist ein Gewichts-GreenKorrespondent, dessen Dimension nicht von 5 geteilt wird. Der PIM 25 korrespondiert hingegen zum Summanden 625, der kein Gewichts-Green-Korrespondent ist und dessen Dimension durch 54 teilbar ist. Insgesamt werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 an diesem Beispiel best¨atigt.
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p = 7, G = L2 (49), P ∈ Syl7 (G), |G| = 24 · 3 · 52 · 72 kPG = 1 ⊕ 49 ⊕1≤i≤23 50i



F¨ ur die Zerlegung des Endomorphismenrings Ek ergibt sich: EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕1≤i≤23 2i , wobei die PIMs 2i f¨ ur 1 ≤ i ≤ 22 paarweise von der Form 12j−1 12j



12j 12j−1



123 . Weil L2 (49) eine 123 Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist Ek nach Satz 3.4.8 quasi¨ Frobenius. Daher bilden alle PIMs einelementige Aquivalenzklassen. Andererseits ergibt die Untersuchung von NG (Q)/Q f¨ ur alle m¨oglichen 7-Gruppen, dass es ˜ 1 nfundzwanzig Gewichtsmoduln gibt. Daher wird die Vermutung auch hier fA 4 best¨atigt (vergleiche auch Bemerkung nach Satz 3.4.5). mit 2 ≤ j ≤ 12 sind. Der PIM 223 ist von der Form
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G = L2(8)



p = 2, G = L2 (8), P ∈ Syl2 (G), |G| = 23 · 32 · 7 kPG 1 8 91 92 93 94 95 96 1 1 1 1 1 1 1 1 1 8 1 21 1 1 1 1 22 1 1 1 1 23 1 1 1 1 41 1 1 42 1 1 43 1 1 soc 1 8 21 41 22 42 23 43 CPG 11 12 13 14 15 16 17 18 kPG 2x soc hd



11 12 21 1 1 1 1



1 8 20 23 11 12 11 12



91 20 13 14



22



23



24



1 1



1 1



25



26



1 1 95 20 17 18



1 1 96 20 18 17



1 1



92 20 14 13



93 20 15 16



94 20 16 15



Bemerkung: Es ist L2 (8) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Daher ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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p = 3, G = L2 (8), P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 32 · 7 kPG 1 91 92 93 28 1 1 91 1 1 92 93 1 7 4 soc 1 91 92 93 7 CPG 11 12 13 14 15 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



13



14



4



1 1 1 91 92 93 30 3 3 3 11 12 13 14 11 12 13 14



4 28 30 15 15



Bemerkung: Wegen L2 (8) ∼ = 2G2 (3) ist L2 (8) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Daher ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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In allen folgenden Beispielen liegt der Schwerpunkt auf der Best¨atigung der Vermutung aus Abschnitt 5.3. Daher wird ab jetzt nur noch die Zerlegung von kPG in unzerlegbare direkte Summanden angegeben, ohne diese noch weiter in ihre Konstituenten zu zerlegen.



5.6.17



G = L2(11)



p = 2, G = L2 (11), P ∈ Syl2 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 11 kPG = 1 ⊕ 1231 ⊕ 1232 ⊕ 161 ⊕ 51 ⊕ 162 ⊕ 52 ⊕ 20 ⊕ 103 . 332 41 CPG 1 331 11 1 31 1 32 1 2 12 13 1 14 1 15 16 33 kPG 1 121 122 161 2x 20 22 22 24 soc 1 31 32 12 hd 11 31 32 12



21



42



1 1



1 2 1



51 162 20 24 12 14 13 14



22



5



433



1 1



52 20 14 15



2 1 1 1 20 10 22 2 16 16 16 33



¨ Bemerkung: Die Aquivalenzklassen {4i , 2i } f¨ ur i = 1, 2 und {5, 43 } von PIMs k von E liefern nur einen Konstituenten im Sockel. Gem¨aß der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 sind die korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von kPG Gewichts-Green-Korrespondenten, deren Dimension im Vergleich zum direkten Summanden bzgl. des PIM-Partners von einer niedrigeren 2-Potenz geteilt wird. So gibt es neben den projektiv einfachen Gewichts-Moduln 121 und 122 noch vier weitere Gewichtsmoduln. Der Gewichts-Green-Korrespondent 10 hat Vertex Q1 der Ordnung 2 und wird als Gewichts-Green-Korrespondent durch folgende Zerlegung best¨atigt: 2



G SN = 10 ⊕ 1221 ⊕ 1222 ⊕ 161 ⊕ 162 ⊕ 20. G (Q1 )
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Die u ¨brigen Gewichts-Green-Korrespondenten 1, 51 , 52 haben eine 2-Sylowgruppe als Vertex. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln ergibt sich: 11



G SN = 1 ⊕ 10 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 20, 12 G SN = 51 ⊕ 10 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 161 , 13 G SN = 52 ⊕ 10 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 162 .



p = 3, G = L2 (11), P ∈ Syl3 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 11 kPG = 1 ⊕ 1241 ⊕ 1242 ⊕ 101 ⊕ 151 ⊕ 102 ⊕ 152 ⊕ 213 ⊕ 103 CPG 1 441 442 43 51 44 52 73 45 11 1 41 1 42 1 12 1 1 1 1 13 1 2 1 1 14 1 1 1 1 15 1 1 1 2 3 2 1 16 1 1 G kP 1 121 122 101 151 102 152 21 103 3x 30 3 3 30 3 30 3 3 30 soc 11 41 42 15 13 13 15 3 3 hd 11 41 42 1 2 1 3 1 4 1 5 3 16 ¨ Bemerkung: Die PIMs 43 , 52 und 44 , 53 sowie 44 , 7 bilden jeweils eine Aquivalenzklasse. Dabei ist gem¨aß der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 derjenige korrespondierende direkte Summand von kPG ein Gewichts-GreenKorrespondent, dessen Dimension von der niedrigsten 3-Potenz unter den korre¨ spondieren Summanden der Aquivalenzklasse geteilt wird. Die direkten SummanG den 121 und 122 von kP sind projektiv einfache Gewichtsmoduln. Alle anderen Gewichtsmoduln haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex und es ergeben sich fol-
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gende Induktionen der Gewichtsmoduln nach G: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



1 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 151 ⊕ 152 , 101 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 21, 102 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 21, 103 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 21.



= = = =



p = 5, G = L2 (11), P ∈ Syl5 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 11 kPG = 1 ⊕ 51 ⊕ 52 ⊕ 1021 ⊕ 1022 ⊕ 11 ⊕ 352 CPG 11 12 13 21 22 14 23 kPG 5x soc hd



11 12 1 1



13



221



222



3



72



1 1 1



1 51 52 101 102 50 5 5 5 5 11 12 13 21 22 11 12 13 21 22



1 1 1 3 11 35 50 5 23 23 14 23



Bemerkung: Die direkten Summanden 5i und 10i von kPG sind projektiv ein¨ fache Gewichtsmoduln. Die beiden PIMs 3, 11 bilden eine Aquivalenzklasse von PIMs, die nur einen Konstituenten liefert. Der zu 3 korrespondierende direkte Summand 11 ist ein Gewichtsmodul, der zu 11 korrespondierende Summand 35 nicht. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. F¨ ur die Induktion der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 11 ⊕ 35 ⊕ 1021 , 12 G SN = 1 ⊕ 51 ⊕ 52 ⊕ 1022 ⊕ 35.



Insbesondere ist 35 ein projektiver kG-Modul.
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p = 11, G = L2 (11), P ∈ Syl11 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 11 kPG = 1 ⊕ 11 ⊕ 121 ⊕ 122 ⊕ 123 ⊕ 124 CPG 1 11 1 12 13 14 15 16 kPG 1 soc 11 hd 11



12



21



22



1 1



1 1



23



24



1



11 121 122 12 14 13 12 13 14



1 1 1 1 123 124 16 15 15 16



Weil L2 (11) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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G = L2(13)



p = 2, G = L2 (13), P ∈ Syl2 (G), |G| = 22 · 3 · 7 · 13 1G P :



kPG 1 121 122 123 61 62 14 soc hd



dim



1 71 72 121 122 123 13 141 142 VFH 11 12 13 31 32 33 4 5 2



1 121 3 122 3 123 3 201 131 202 132 282 143 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 121 122 123 61 61 62 62 14 14 1 121 122 123 61 62 62 61 14 14



332 333 51 41 52 42 72 533 CPG 1 331 11 1 31 1 32 1 33 1 12 2 1 1 1 13 1 1 1 1 14 1 1 2 1 15 1 1 1 1 2 2 1 34 1 1 kPG 1 121 122 123 201 131 202 132 28 14 2x 20 22 22 22 22 20 22 20 22 2 soc 11 31 32 33 12 12 14 14 2 2 hd 11 31 32 3 3 1 2 1 3 1 4 1 5 2 34 Bemerkung: Es gibt sieben Gewichtsmoduln. Die direkten Summanden 12i f¨ ur 1 ≤ i ≤ 3 sind projektiv einfache Gewichtsmoduln. Die PIMs 41 , 51 und ¨ 42 , 52 sowie 53 , 7 bilden jeweils zweielementige Aquivalenzklassen. Dabei liefert jede Klasse einen Sockelkonstituenten. Der Vergleich mit den korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von kPG zeigt, dass in jeder Klasse ein PIM zu einem Gewichts-Green-Korrespondenten geh¨ort, der auch die Beobachtung bzgl. der Dimensionen in Abschnitt 5.3 best¨atigt.
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So hat 14 einen Vertex Q1 der Ordnung 2. Die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls ergibt: 2



G 2 2 SN (Q1 ) = 14 ⊕ 201 ⊕ 202 ⊕ 28 ⊕ 36 .



Insbesondere sind die unzerlegbaren direkten Summanden 201 , 202 und 28 projektiv. Die Gewichts-Green-Korrespondenten 1, 131, 132 haben eine 2-Sylowgruppe als Vertex. F¨ ur die Induktionen der korrespondierenden Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 1 ⊕ 14 ⊕ 201 ⊕ 202 ⊕1≤i≤3 12i , 12 G SN = 131 ⊕ 14 ⊕ 28 ⊕1≤i≤3 12i , 13 G SN = 132 ⊕ 14 ⊕ 28 ⊕1≤i≤3 12i .



p = 3, G = L2 (13), P ∈ Syl3 (G), |G| = 22 · 3 · 7 · 13 kPG 1 121 122 123 71 72 13 soc hd



1 121 4 122 4 123 4 71 72 13 2121 2122 274 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 121 122 123 71 72 13 71 72 13 1 121 122 123 71 72 13 71 72 13



5.6. Datensammlung CPG 11 41 42 43 12 13 14 21 22 44 kPG 3x soc hd



11 1



441



442



243 443



31



32



5



721



722



94



1 1 1 1



1 1



1 1



1



1 121 122 123 30 3 3 3 11 41 42 43 11 41 42 43



71 30 21 12



1



1



2 1



1 2



72 30 22 13



1 13 211 212 30 3 3 44 21 22 14 21 22



2 27 33 44 44



Bemerkung: Es gibt drei projektiv einfache Gewichtsmoduln der Dimension ¨ 12. Die PIMs 31 , 71 und 32 , 72 sowie 5, 9 bilden jeweils zweielementige Aquivalenzklassen. Jede dieser Klassen liefert einen Sockelkonstituenten. Auch hier werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt, denn es gibt sieben ¨ Gewichtsmoduln und in jeder Aquivalenzklasse korrespondiert genau ein PIM zu einem Gewichts-Green-Korrespondenten. Dabei ist derjenige unzerlegbare direkte Summand einer Klasse der Gewichts-GreenKorrespondent, dessen Dimension von einer niedrigeren 3-Potenz geteilt wird. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln ergibt sich: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



1 ⊕ 272 ⊕1≤i≤3 12i , 13 ⊕ 211 ⊕ 212 ⊕1≤i≤3 12i , 71 ⊕ 211 ⊕ 27 ⊕1≤i≤3 12i , 72 ⊕ 212 ⊕ 27 ⊕1≤i≤3 12i .



Die letzte Induktion konnte von der MeatAxe nicht ausgef¨ uhrt werden. Wir wissen aber von den vorherigen Induktionen, dass 21i und 27 projektive Moduln sein m¨ ussen, die insbesondere keine Gewichtsmoduln sein k¨onnen, da sie nicht einfach sind. Daher bleibt unter den direkten Summanden von kPG nur noch 72 als m¨oglicher Gewichts-Green-Korrespondent. Die restlichen unzerlegbaren direkten Summanden in dieser Induktion finden wir dann ganz leicht im Vergleich der bisherigen Induktionen mit kPG (siehe Bemerkung 3.3.15).
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p = 7, G = L2 (13), P ∈ Syl7 (G), |G| = 22 · 3 · 7 · 13 kPG 1 71 72 141 142 12 soc hd



1 71 72 1421 1422 49 36 1 1 1 1 1 1 4 3 1 71 72 141 142 12 12 1 71 72 141 142 12 12



CPG 11 12 13 21 22 14 15 kPG 7x soc hd



11 12 1 1



13



221



222



7



6



4 3 49 72 14 14



3 3 36 70 14 15



1 1 1



1 71 72 141 142 70 7 7 7 7 11 12 13 21 22 11 12 13 21 22



Bemerkung: Nur die unzerlegbaren direkten Summanden 1, 36 und 49 sind nicht projektiv einfach. Die korrespondierenden PIMs der letzten beiden Moduln ¨ bilden zudem eine Aquivalenzklasse, die nur einen Sockelkonstituenten liefert. Tats¨achlich ist 36 ein Gewichts-Green-Korrespondent und 49 nicht. Damit werden die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Konkret ergibt sich f¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln: 11



G SN = 36 ⊕ 71 ⊕ 72 ⊕ 142 , 12 G SN = 1 ⊕ 142 ⊕ 49.



Insbesondere sehen wir, dass 49 projektiv ist.



5.6. Datensammlung
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p = 13, G = L2 (13), P ∈ Syl13 (G), |G| = 22 · 3 · 7 · 13 kPG 1 13 5 9 3 11 7 soc hd



1 13 141 142 143 144 145 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 13 5 9 3 11 7 1 13 9 5 11 3 7



CPG 11 11 1 12 13 14 15 16 17 kPG 1 13x 130 soc 11 hd 11



12



21



22



1 1



1 1



23



24



1 1



1 1



25



1



13 141 142 143 144 13 130 130 130 130 12 14 13 16 15 12 13 14 15 16



2 145 130 17 17



Bemerkung: Weil L2 (13) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.19



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = L2(16)



p = 2, G = L2 (16), P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 3 · 5 · 17 Es gilt kPG = 1 ⊕ 16 ⊕1≤i≤14 17i, wobei jeder unzerlegbare direkte Summand in dieser Zerlegung ein GewichtsGreen-Korrespondent ist. Wir verzichten auf die Darstellung der Cartan-Matrix, und beschreiben die Zerlegung des Endomorphismenrings wie folgt: EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕1≤i≤14 2i , wobei f¨ ur 2 ≤ j ≤ 8 die Moduln 22j−1 , 22j von der Form 12j 12j−1



12j−1 12j



sind. Weil L2 (16) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring EK quasi-Frobenius. Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.



p = 3, G = L2 (16), P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 3 · 5 · 17 kPG = 1 ⊕1≤i≤8 155i ⊕ 16 ⊕ 1721 ⊕ 1722 ⊕ 335 ⊕ 5151 ⊕ 5152 CPG 1 55i 11 1 5i 1 12 21 22 55 56 57 kPG 1 15i 3x 30 3 soc 11 5i hd 11 5i



6



721



722



1



115 1751 1752 1



1



1 1



1



1 2



1 16 171 30 30 59 510 12 21



3 1 172 30 511 22



33 3 59 59



511 3 510 510



3 512 3 511 511



5.6. Datensammlung
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¨ Bemerkung: Die PIMs 6, 11 und 71 , 171 sowie 72 , 172 bilden jeweils eine Aquivalenzklasse, deren Sockel jeweils nur einen Konstituenten liefert. Die Untersuchung von NG (Q)/Q f¨ ur die triviale Gruppe und die 3-Sylowgruppe Q zeigt, dass es 12 Gewichte gibt, von denen acht projektiv einfach sind. Die Faktorgruppe NG (P )/P hat zwei 1-dimensionale und zwei 2-dimensionale Gewichte. Genau ein PIM in jeder der obigen Klassen korrespondiert zu einem Gewichts-Green-Korrespondenten. Insbesondere werden die Vermutung und Beobachtung in Abschnitt 5.3 best¨atigt. Obwohl nur Induktionen der beiden 1-dimensionalen Gewichtsmoduln gelingen, k¨onnen wir diese Aussage treffen. Denn ein Gewichtsmodul kann in diesem Fall ¨ nur eine Dimension haben, die nicht von 3 geteilt wird. In jeder Aquivalenzklasse sind aber zwei PIMs, von denen der eine korrespondierende direkte Summand von 3 geteilt wird, der andere nicht. F¨ ur die Induktionen der 1-dimensionalen Gewichtsmoduln gilt: 11



G SN = 1 ⊕ 33 ⊕ 511 ⊕ 512 , 12 G SN = 16 ⊕1≤i≤8 15i.



p = 5, G = L2 (16), P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 3 · 5 · 17 kPG = 1 ⊕1≤i≤4 153i ⊕ 16 ⊕ 172 ⊕ 503 ⊕ 853 CPG 1 4i 11 1 4i 1 12 2 31 32 kPG 1 15i 5x 50 5 soc 11 4i hd 11 4i



4



52 103 173



1



1 1



1 1 16 17 50 5 0 31 32 12 2



1 3 50 52 31 31



5 85 5 32 32
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¨ Bemerkung: Die PIMs 4, 10 und 5, 17 bilden jeweils Aquivalenzklassen mit nur einem Sockelkonstituenten. Die Untersuchung der Gruppen NG (Q)/Q f¨ ur die triviale Gruppe und die 5-Sylowgruppe P zeigt, dass es sieben Gewichtsmoduln gibt, wovon vier projektiv einfach sind. Die Faktorgruppe NG (P )/P hat zwei 1-dimensionale Gewichtsmoduln und einen 2-dimensionalen Gewichtsmodul. Die Vermutungen best¨atigend ist jeweils der korrespondierende direkte Summand davon ein Gewichts-Green-Korrespondent, dessen Dimension nicht von 5 geteilt wird. Nebenbei bemerkt ist klar, dass die Dimension der nicht projektiv einfachen Gewichts-Green-Korrespondenten nicht von 5 geteilt wird. Dass aber jeweils ¨ zwei direkte Summanden zu einer Aquivalenzklasse korrespondieren, wovon die Dimension des einen durch 5 geteilt wird, die andere nicht, ist ein Fakt, der unsere Vermutung best¨atigt. Es gelingt rechnerisch nur die Induktion des trivialen Gewichtsmoduls: 11 G SN = 1 ⊕ 85 ⊕ 50, womit ganz konkret ausgeschlossen wird, dass 85 und 50 Gewichts-Green-Korrespondenten sein k¨onnen.



5.6. Datensammlung



5.6.20
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G = L2(17)



p = 2, G = L2 (17), P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 32 · 17 kPG 16i 16i 1 1 81 82 soc 16i hd 16i



1 441 442 1



1 1



4 3 2 81 81



4 2 3 82 82



CPG 1i 1i 1 15 16 17 kPG 16i 2x 24 soc 1i hd 1i



15



51



52



1 3 2 2 3 1 441 442 20 22 22 15 16 17 15 16 17



Bemerkung: Man kann mit Hilfe der Cartan-Matrix nicht ausschließen, dass Ek quasi-Frobenius ist. Alle direkte Summanden von kPG sind Gewichts-GreenKorrespondenten, wie die Untersuchung von NG (Q)/Q f¨ ur alle m¨oglichen 2Untergruppen Q zeigt. Das steht im Einklang mit Vermutung 5.3.1, weil jeder ¨ PIM von Ek eine einelementige Aquivalenzklasse bildet.



p = 3, G = L2 (17), P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 32 · 17 kPG 1 91 92 18i 16 soc hd



1 91 92 18i 2 81 64 1 1 1 1 1 5 4 1 91 92 18i 16 16 1 91 92 18i 16 16



CPG 11 12 13 21 14 15 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



13



22i



9



8



5 4 81 34 14 14



4 4 64 30 14 15



1 1



1 30 11 11



91 32 12 12



92 18i 32 32 13 2i 13 2i



Bemerkung: Nur 81 ist kein Gewichts-Green-Korrespondent. Der korrespon¨ dierende PIM 9 bildet mit 8 eine Aquivalenzklasse mit nur einem Sockelkonstituenten. Der PIM 8 korrespondiert zu 64 (3 ∤ 64) und der PIM 9 korrespondiert
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zu 81 (33 | 81) in kPG , womit dieses Beispiel die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln, die nicht projektiv einfach sind, gilt: 11



G SN = 1 ⊕ 91 ⊕ 92 ⊕ 1821 ⊕ 81, 12 G SN = 64 ⊕ 1822 ⊕ 1823 .



p = 17, G = L2 (17), P ∈ Syl17 (G), |G| = 24 · 32 · 17 kPG 1 17 3 15 7 11 5 13 9 soc hd



1 17 181 182 183 184 185 186 187 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 17 3 15 7 11 5 13 9 1 17 15 3 11 7 13 5 9



CPG 11 11 1 12 13 14 15 16 17 18 19 kPG 1 x 17 170 soc 11 hd 11



12



21



22



1 1



1 1



23



24



1 1



1 1



25



26



1 1



1 1



27



1



2 17 181 182 183 184 185 186 187 1 170 170 170 170 170 170 170 12 14 13 16 15 18 17 19 12 13 14 15 16 17 18 19



5.6. Datensammlung



251



Bemerkung: Weil L2 (17) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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5.6.21



G = L2(19)



p = 2, G = L2 (19), P ∈ Syl2 (G), |G| = 22 · 32 · 5 · 19 kPG 1 20i 91 92 181 182 soc hd



1 205i 91 2821 92 2822 3631 181 3 3632 182 3 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 Dabei gilt 1 ≤ i ≤ 2. 2 1 2 1 1 20i 91 91 92 92 181 181 182 182 1 20i 91 91 92 92 181 181 182 182



CPG 11 5i 12 13 21 22 31 32 33 34 kPG 2x soc hd



11 1



55i



31



32



721



1 1



1 2 1



722



931



631



2 1



1 1



932



632



1 1



1



1 20i 20 22 11 5i 11 5i



91 20 22 12



1 1 2



92 281 282 361 181 20 22 22 22 2 21 21 22 31 31 13 21 22 31 32



2 1 1 1 362 182 22 2 33 33 33 34



Bemerkung: Die Mengen {31 , 72 }, {32 , 71 }, {61 , 91 } und {62 , 92 } bilden jeweils ¨ eine Aquivalenzklasse von PIMs von Ek mit nur einem Sockelkonstituenten. Jede Klasse korrespondiert zu direkten Summanden von kPG , von denen die Dimension des einen Summanden von einer niedrigeren 2-Potenz geteilt wird als der jeweils andere. Jener ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der andere nicht. ¨ Alle anderen PIMs bilden eine eigene Aquivalenzklasse und korrespondieren zu einem Gewichts-Green-Korrespondenten. Das steht im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 Die Gewichts-Green-Korrespondenten 181 , 182 haben Vertex Q1 der Ordnung 2. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln gilt: 21



G 2 2 SN (Q1 ) = 18 ⊕i=1,2 18i ⊕ 361 ⊕ 362 ⊕1≤i≤4 20i ,



22



G 2 2 SN (Q1 ) = 18 ⊕i=1,2 18i ⊕ 362 ⊕ 361 ⊕1≤i≤ 20i .



5.6. Datensammlung
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F¨ ur die Gewichtsmoduln mit einer 2-Sylowgruppe als Vertex ergeben sich folgende Induktionen: 11



G SN = 1 ⊕i=1,2 (18i ⊕ 36i ⊕ 28i ) ⊕ 2031 ⊕2≤i≤4 20i, 12 G SN = 91 ⊕i=1,2 (18i ⊕ 36i ) ⊕ 281 ⊕ 201 ⊕i=2,3,4 202i , 13 G SN = 92 ⊕i=1,2 (18i ⊕ 36i ) ⊕ 282 ⊕ 201 ⊕i=2,3,4 202i .



p = 3, G = L2 (19), P ∈ Syl3 (G), |G| = 22 · 32 · 5 · 19 kPG 1 9i 18j 19 soc hd



1 9i 182j 19 992 1 4 1 1 Dabei gilt 1 ≤ i ≤ 2 und 1 ≤ j ≤ 4. 1 5 1 9i 18j 19 19 1 9i 18j 19 19



CPG 11 12 13 2i 14 25 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



13



22i



3



112



1 1 19 30 25 14



1 5 99 32 25 25



1 1



1 30 11 11



91 32 12 12



92 18i 32 32 13 2i 13 2i



Bemerkung: Nur der direkte Summand 99 von kPG ist kein Gewichts-Green¨ Korrespondent. Der zugeh¨orige PIM 11 liegt mit dem PIM 3 in einer Aquivalenzklasse, wobei der zum PIM 3 geh¨orige direkte Summand 19 ein Gewichts-GreenKorrespondent ist. Auch dieses Beispiel best¨atigt die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3.
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F¨ ur die Induktionen der nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln nach G ergibt sich: 11



G SN = 1 ⊕ 99 ⊕ 91 ⊕ 92 ⊕ 1821 ⊕ 1822 , 12 G SN = 19 ⊕ 99 ⊕ 1823 ⊕ 1824 .



5.6. Datensammlung
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p = 5, G = L2 (19), P ∈ Syl5 (G), |G| = 22 · 32 · 5 · 19 kPG 204i 1 451 361 452 362 363 553 20i 1 1 1 1 18 2 3 Es gilt 1 ≤ i ≤ 4 91 3 2 2 2 92 2 2 3 2 soc 1 20i 91 91 92 92 18 18 hd 1 20i 91 92 92 91 18 18 CPG 44i 1 91 81 92 82 83 113 4i 1 11 1 12 3 2 2 2 13 2 2 2 2 14 2 2 3 2 15 2 2 2 2 16 2 2 2 3 3 kPG 20i 1 451 361 452 362 363 55 50 5 50 5 50 50 5 5x 5 soc 4i 11 12 12 14 14 3 3 hd 4i 11 12 13 14 15 16 3 ¨ Bemerkung: Die PIMs 81 , 91 und 82 , 92 sowie 83 , 11 bilden jeweils Aquivalenzklassen und korrespondieren zu den Paaren 361 , 451 und 362 , 452 bzw. 363 , 55 ¨ in kPG . Da die Aquivalenzklassen nur jeweils einen Sockelkonstituenten liefern, best¨atigt dies unsere Vermutung, da jeweils nur der Summand einer jeden Klasse Gewichts-Green-Korrespondent ist, dessen Dimension von einer niedrigeren 5-Potenz geteilt wird. Dabei wird die Beobachtung bzgl. der Dimension aus Abschnitt 5.3 ebenfalls best¨atigt. F¨ ur die Induktionen der Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN 12 G SN 11 G SN 11 G SN



= = = =



361 ⊕ 55 ⊕1≤i≤4 20i , 1 ⊕ 451 ⊕ 452 ⊕1≤i≤4 20i , 362 ⊕ 55 ⊕1≤i≤4 20i , 363 ⊕ 55 ⊕1≤i≤4 20i .



256



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



p = 19, G = L2 (19), P ∈ Syl19 (G), |G| = 22 · 32 · 5 · 19 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕ 19 ⊕1≤i≤8 20i .



Weil L2 (19) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Die explizite Zerlegung des Endomorphismenrings in PIMs ist EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕1≤i≤8 2i , wobei die 2-dimensionalen Moduln in dieser Zerlegung Paare von der Form 12j−1 12j f¨ ur 1 ≤ j ≤ 4 bilden.



12j 12j−1



5.6. Datensammlung



5.6.22
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G = L2(27)



p = 7, G = L2 (27), P ∈ Syl7 (G), |G| = 22 · 33 · 7 · 13 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summanden: kPG = 1 ⊕1≤i≤6 284i ⊕ 781 ⊕ 782 ⊕ 783 ⊕ 911 ⊕ 912 ⊕ 1053. CPG 1 44i 131 121 132 122 123 153 11 1 4i 1 4 3 3 3 12 13 3 3 3 3 14 3 3 4 3 15 3 3 3 3 3 3 16 3 3 4 G kP 1 28i 911 781 912 782 783 105 7 70 7 70 70 7 7x 70 7 soc 11 4i 12 12 14 14 3 3 hd 11 4i 12 13 14 5 16 3



Bemerkung: Die Untersuchung der Gruppen NG (Q)/Q f¨ ur die triviale Gruppe und die 7-Sylowgruppe Q zeigt, dass es sechs projektiv einfache Gewichtsmoduln und vier weitere gibt. Da die Dimensionen der Green-Korrespondenten der letzt genannten nicht durch 7 teilbar sein d¨ urfen (vergleiche Bemerkung 3.3.14), zeigt sich, dass 1, 781 , 782 und 783 diese Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Dies entspricht genau der Vermutung und der Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Denn ¨ {121 , 131} und {122 , 132} und {123 , 15} bilden jeweils zweielementige Aquivalenz¨ klassen von PIMs, die jeweils einen Sockelkonstituenten liefern. Diese Aquiva¨ lenzklassen entsprechen den Aquivalenzklassen auf der Menge der unzerlegbaren direkten Summanden 781 , 911 und 782 , 912 und 783 , 105 von kPG .
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p = 13, G = L2 (27), P ∈ Syl13 (G), |G| = 22 · 33 · 7 · 13 kPG = 1 ⊕ 131 ⊕ 132 ⊕1≤i≤6 262i ⊕ 27 ⊕ 1952 13 22i 3 152 CPG 11 12 11 1 12 1 13 1 1 2i 14 1 1 27 1 7 G kP 1 131 132 26i 27 195 x 13 130 13 13 13 130 13 13 2i 27 27 soc 11 12 hd 12 12 13 2i 14 27



Bemerkung: Die Untersuchung der Gruppen NG (Q)/Q f¨ ur die triviale Gruppe Q und eine 13-Sylowgruppe zeigt, dass es acht projektiv einfache Gewichtsmoduln und zwei weitere mit Vertizes der Ordnung 13 gibt. Da die GreenKorrespondenten der nicht projektiven Gewichtsmoduln eine Dimension haben m¨ ussen, die nicht durch 13 teilbar ist, k¨onnen dies nur die Summanden 1 und 27 sein. Dadurch werden die Vermutung und die Beobachtung aus Abschnitt 5.3 ¨ best¨atigt, denn 27, 195 korrespondieren zu der zweielementigen Aquivalenzklasse {3, 15}, die nur einen Sockelkonstituenten liefert.



5.6. Datensammlung



5.6.23
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G = L2(29)



p = 7, G = L2 (29), P ∈ Syl7 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 7 · 29 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summanden: kPG = 1 ⊕1≤i≤7 284i ⊕i=1,2 (15i ⊕ 1052i ) ⊕ 29 ⊕ 1194 . CPG 1 43i 31 32 5 1521 1522 174 11 1 4i 1 12 1 1 13 1 1 14 1 1 1 4 3 21 22 1 3 4 4 1 4 G kP 1 28i 151 152 29 1051 1052 119 7x 70 7 70 70 70 7 7 7 21 22 4 21 22 4 soc 11 4i hd 11 4i 12 13 14 21 22 4 Bemerkung: Nur diejenigen direkten Summanden von kPG , die projektiv einfach sind oder deren Dimension nicht von 7 geteilt wird, sind Gewichts-GreenKorrespondenten (vergleiche Bemerkung 3.3.14). Tats¨achlich zeigt die Untersuchung der Gruppen NG (Q)/Q f¨ ur die triviale Gruppe und die 7-Sylowgruppe, dass es 7 projektiv einfache Gewichtsmoduln und vier Gewichtsmoduln mit den 7-Sylowgruppen als Vertizes gibt. Dies steht im Einklang mit der Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3. Es bilden n¨amlich die PIMs {151 , 1051}, ¨ {152 , 1052} und {29, 119} jeweils Aquivalenzklassen, die nur einen Sockelkonstituenten hervorbringen.
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p = 29, G = L2 (29), P ∈ Syl29 (G), |G| = 22 · 3 · 5 · 7 · 29 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summanden: kPG = 1 ⊕ 29 ⊕1≤i≤13 30i.



Weil L2 (29) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Die explizite Zerlegung von Ek ist EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕1≤i≤13 2i , wobei f¨ ur 2 ≤ j ≤ 7 die Summanden 22j−1 und 22j von der Form sind und 213 von der Form



115 ist. 115



12j−1 12j



12j 12j−1



5.6. Datensammlung



5.6.24
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G = L3(2)



p = 2, G = L3 (2), P ∈ Syl2 (G), |G| = 23 · 3 · 7 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summanden: kPG = 1 ⊕ 8 ⊕ 61 ⊕ 62 .



Weil L3 (2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. F¨ ur die explizite Zerlegung des Endomorphismenrings ergibt sich: EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕



13 1 ⊕ 4 . 14 13



p = 3, G = L3 (2), P ∈ Syl3 (G), |G| = 23 · 3 · 7 kPG = 1 ⊕ 62 ⊕ 31 ⊕ 32 ⊕ 7 ⊕ 152 . CPG 11 12 13 21 14 22 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



13 22



3



52



1 1



1 31 32 30 3 3 11 12 13 11 12 13



1 1 1 2 6 7 15 3 30 3 21 22 22 21 14 22



Bemerkung: 15 ist der einzige unzerlegbare direkte Summand von kPG , der kein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Dies steht im Einklang mit der Vermutung, ¨ da er zum PIM 5 korrespondiert, der zusammen mit dem PIM 3 eine Aquivalenzklasse bildet, die nur einen Sockelkonstituenten liefert. Dabei korrespondiert der PIM 3 zum Summanden 7, der wiederum Gewichts-Green-Korrepondent ist
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und dessen Dimension nicht von 3 geteilt wird. F¨ ur die Induktionen der nichtprojektiven Gewichtsmoduln nach G gilt: 11



G SN = 1 ⊕ 62 ⊕ 15, 12 G SN = 7 ⊕ 31 ⊕ 32 ⊕ 15.



p = 7, G = L3 (2), P ∈ Syl7 (G), |G| = 23 · 3 · 7 Die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden ergibt: kPG = 1 ⊕ 7 ⊕ 81 ⊕ 82 . Wegen L3 (2) ∼ = PSL2 (7) ist L3 (2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik. Daher ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. F¨ ur die explizite Zerlegung von Ek in PIMs gilt: EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕



1 13 ⊕ 4 . 13 14



5.6. Datensammlung



5.6.25
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G = L3(3)



p = 2, G = L3 (3), P ∈ Syl2 (G), |G| = 24 · 33 · 13 F¨ ur die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden gilt: kPG = 1 ⊕1≤i≤4 16i ⊕ 144 ⊕ 104 ⊕ 26 ⊕ 12. CPG 1i 1i 1 15 16 17 18 19 kPG 16i 2x 24 soc 1i hd 1i



15



91



92



3



2



1 5 3 1



3 1 4 1 1 1 1 1 1 1 144 104 26 12 0 4 3 2 2 2 2 22 15 16 16 ⊕ 17 16 17 15 16 17 18 19



Bemerkung: Es gibt vier projektiv einfache Moduln der Dimension 16 sowie den trivialen, einen 12-dimensionalen und einen 26-dimensionalen Gewichts¨ Green-Korrespondenten. Die PIMs 91 , 92, 3, 2 bilden eine Aquivalenzklasse, die zwei Sockelkonstituenten liefert. Diese PIMs korrespondieren zu unzerlegbaren direkten Summanden, von denen die beiden mit dem niedrigsten 2-Anteil in ihrer Dimension Gewichts-Green-Korrespondenten sind. Die Vermutung und Beobachtung werden insbesondere best¨atigt. Der Gewichts-Green-Korrespondent 12 hat einen Vertex Q1 der Ordnung 2. F¨ ur die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G gilt: 2



G 2 SN (Q1 ) = 12 ⊕ 104 ⊕ 144 ⊕1≤i≤4 16i .



Des Weiteren hat der Gewichts-Green-Korrespondent 144 Vertex Q2 der Ordnung 8. Die Induktion des Gewichtsmoduls nach G ergibt: 2



G SN (Q2 ) = 26 ⊕ 144 ⊕1≤i≤4 16i .



G F¨ ur den trivialen Gewichtsmodul gilt 1 SN = kPG .
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p = 3, G = L3 (3), P ∈ Syl3 (G), |G| = 24 · 33 · 13 Die Zerlegung des Permutationsmoduls in unzerlegbare direkte Summanden gibt: kPG = 1 ⊕ 27 ⊕ 52 ⊕i=1,2 (12i ⊕ 13i ⊕ 39i ).



CPG 11 12 13 14 15 16 17 18 19 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



1 30 11 11



27 33 12 12



6



31



32



33



34



2 1 1 1 1



1 1



1



1



1 1



1 1



1 1



1



21



22



1



52 391 392 131 132 30 3 3 30 30 13 17 16 14 15 13 14 15 16 17



1 1 1 1 121 122 3 3 19 18 18 19



Bemerkung: Weil L3 (3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.



5.6. Datensammlung



5.6.26
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G = L3(4)



p = 2, G = L3 (4), P ∈ Syl2 (G), |G| = 26 · 32 · 5 · 7 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕ 64 ⊕ 201 ⊕ 202 ⊕ 1051 ⊕ 1052 .



CPG 11 12 13 14 15 16 kPG 2x soc hd



11 12 1 1



1 20 11 11



21



22



1 1



1 1



64 201 202 26 22 22 12 14 13 12 13 14



61



62



3 3 3 3 1051 1052 20 20 16 15 15 16



Bemerkung: Weil L3 (4) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.



p = 3, G = L3 (4), P ∈ Syl3 (G), |G| = 26 · 32 · 5 · 7 Das folgende Beispiel bedarf ausf¨ uhrlicher Dokumentation, denn es ist das einzige dieser gesamten Beispielsammlung, das eine Erweiterung der Beobachtung aus Abschnitt 5.3 um die Automorphismenaussage n¨otig macht. Zun¨achst halten wir die Daten fest. dim 1 20 351 352 353 451 452 631 632 64 VFH 1 4 31 32 33 51 52 71 72 8 Aus Platzgr¨ unden verzichten wir bei der Auflistung der Sockel auf das ⊕-Zeichen.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



kPG 4551 4552 6371 6372 1 189 991 992 993 551 552 553 1282 1 1 4 1 1 1 2 2 2 451 1 452 1 631 1 632 1 151 2 2 1 1 1 2 152 2 1 2 1 1 2 153 2 1 1 2 1 2 19 5 2 2 2 2 2 2 2 soc 1 451 452 631 632 19 151 152 153 19 19 19 151 152 153 CPG 11 51 52 71 72 12 13 14 15 16 17 18 2 G kP 3x soc hd



1 1



551



552



771



772



21



111



73



74



112 113



73



162



1 1 1 1



1 451 452 631 632 30 32 32 32 32 11 51 52 71 72 11 51 52 71 72



5 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 4 189 991 551 552 992 993 553 128 33 32 30 30 32 32 30 30 12 13 12 15 12 17 12 13 14 16 12 13 14 15 16 17 18 2



5.6. Datensammlung



267



DPG 1 4551 4552 6371 6372 551 189 991 552 553 992 993 128 1 1 1 451 1 51 452 1 52 631 1 71 632 1 72 20 1 1 1 1 4 351 1 1 1 31 352 1 1 1 32 353 1 1 1 33 64 1 1 1 1 2 8 11 51 52 71 72 12 13 14 15 16 17 18 2



Bemerkung: Zun¨achst untersuchen wir die Gruppen NG (Q)/Q f¨ ur alle m¨oglichen 3-Untergruppen Q von P und stellen fest, dass es vier projektiv einfache Gewichtsmoduln und f¨ unf Gewichtsmoduln mit Vertizes der Ordnung 9 gibt. Damit best¨atigt sich zumindest die erste Vermutung, denn es gibt neun verschiedene Sockelkonstituenten. ¨ F¨ ur die Beobachtung aus Abschnitt 5.3 m¨ ussen wir die Aquivalenzklassen der ¨ PIMs betrachten. Es gibt neben den einelementigen Aquivalenzklassen noch zwei weitere, n¨amlich P1 = {73 , 74 , 75 , 21} und P2 = {111 , 112 , 113, 16}. Dabei liefert P1 genau einen Sockelkonstituenten, w¨ahrend P2 drei Sockelkonstituenten hervorbringt. Nun zeigt sich aber, dass es unter den zu P1 korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden genau drei Gewichts-Green-Korrespondenten, n¨amlich 551 , 552 , 553 gibt, w¨ahrend 189 kein Gewichts-Green-Korrespondent ist. Umgekehrt sind unter den zu P2 korrespondierenden Summanden 991 , 992, 993 keine Gewichts-Green-Korrespondenten, w¨ahrend 128 ein Gewichts-Green-Korrespondent ist. In P2 h¨atten wir eigentlich drei Gewichts-Green-Korrespondenten erwartet, in P2 nur einen. Es scheint, als habe ein Automorphismus diese beiden Klassen vertauscht. Nach dieser Vertauschung gilt wieder die Beobachtung bez¨ uglich der Dimensionen aus Abschnitt 5.3. Der Automorphismus scheint zudem weitere Eigenschaften zu erf¨ ullen. So f¨allt auf, dass in jeder Klasse drei gleich-dimensionale Moduln vorkommen, die eine a¨ußerst a¨hnliche Struktur aufweisen. Dies scheint der Automorphismus ber¨ ucksichtigen zu m¨ ussen.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



5.6.27



G = U3(4)



p = 5, G = U3 (4), P ∈ Syl5 (G), |G| = 26 · 3 · 52 · 13 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕1≤i≤4 753i ⊕ 116 ⊕ 350 ⊕ 1422 ⊕ 3252 ⊕ 653 . CPG 11 31 32 33 34 12 13 21 22 35 kPG 5x soc hd



11 1



331



332



333



334



8



14



102



5 1 1



1 7 3



1 3 3



132



53



1 1 1 1



1 751 752 753 754 116 0 2 2 2 2 5 5 5 5 5 50 2 11 31 32 33 34 12 ⊕ 13 11 31 32 33 34 12



5 1 1 1 350 142 325 65 52 50 52 5 13 13 22 22 13 21 22 35



¨ Bemerkung: Neben den einelementigen Aquivalenzklassen von PIMs gibt es noch zwei weitere: P1 = {8, 14, 10} und P2 = {5, 13}. Dabei ergeben sich aus P1 zwei Sockelkonstituenten und aus P2 ein Sockelkonstituent. Tats¨achlich korrespondieren 8 und 10 zu den Gewichts-Green-Korrespondenten 142 und 116, w¨ahrend 14 zum Nicht-Gewichts-Green-Korrespondenten 350 korrespondiert. Der zu 5 in P2 korrespondierende Summand 65 ist ein Gewichts-Green-Korrespondent, der zu 13 korrespondierende nicht. Damit haben sich auch an diesem Beispiel die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3 best¨atigt. Der Modul 65 hat einen Vertex Q der Ordnung 5 und f¨ ur die Induktion vom entsprechenden Gewichtsmodul nach G gilt: 5



G SN (Q) = 65 ⊕1≤i≤4 75i ⊕ 325 ⊕ 350.



Insbesondere sind 325 und 350 projektive Moduln. Die u ¨brigen nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln f¨ uhren zu folgenden Induktionen: 11



G SN = 1 ⊕ 65 ⊕ 350, 12 G SN = 116 ⊕1≤i≤4 75i, 2 G SN = 142 ⊕ 65 ⊕ 325 ⊕1≤i≤4 75i .



5.6. Datensammlung



5.6.28
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G = U3(5)



p = 5, G = U3 (5), P ∈ Syl5 (G), |G| = 24 · 32 · 53 · 7 Die Zerlegung des Permutationsmoduls ergibt: kPG = 1 ⊕ 125 ⊕1≤i≤7 126i. CPG 11 12 13 14 15 16 17 18 19 kPG 5x soc hd



11 1



12



21



22



1 1



1 1



23



24



1 1



1 1



25



26



1 1



1 1



27



1



1 125 1261 1262 1263 1264 1265 1266 50 53 50 50 50 50 50 50 11 12 14 13 16 15 18 17 11 12 13 14 15 16 17 18



2 1267 50 19 19



Bemerkung: Weil U3 (5) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



5.6.29



G = U4(2)



p = 2, G = U4 (2), P ∈ Syl2 (G), |G| = 26 · 34 · 5 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕ 64 ⊕ 901 ⊕ 902 ⊕ 451 ⊕ 452 ⊕ 44 ⊕ 26. CPG 11 12 13 14 15 16 17 18 kPG 2y soc hd



11 12 1 1



41



42



43



2 1 1



1 2



1



1



1 20 11 11



44



31



32



1 1 2



2 1



64 901 902 451 452 26 2 2 20 20 12 13 14 15 16 12 13 14 15 16



2 1 1 2 44 26 22 2 17 18 17 18



Bemerkung: Weil U4 (2) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der Summand 64 ist ein projektiv einfacher Gewichtsmodul. Der Gewichts-GreenKorrespondent 44 hat einen Vertex Q1 der Ordnung 24 . Die Induktion des entsprechenden Gewichtsmoduls nach G gibt: 4



G SN (Q1 ) = 44 ⊕ 64.



Die Summanden 901 , 902 und 26 haben einen Vertex Q2 der Ordnung 25 . Die Induktionen der Gewichtsmoduln ergeben: 21



G SN (Q2 ) = 901 ,



22



G SN (Q2 ) = 26 ⊕ 64,



23



G SN (Q2 ) = 902 .



Schließlich haben die u ¨brigen direkten Summanden eine 2-Sylowgruppe als Vertex. Hier ergeben sich folgende Induktionen: 11



G SN = 451 ⊕ 901 , 12 G SN = 452 ⊕ 902 , 13 G SN = 1 ⊕ 26 ⊕ 44 ⊕ 64.



5.6. Datensammlung
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p = 3, G = U4 (2), P ∈ Syl3 (G), 26 · 34 · 5 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕ 81 ⊕ 391 ⊕ 392 ⊕ 40 ⊕ 120. CPG 11 12 13 14 15 16 kPG 3x soc hd



11 12 1 1



1 30 11 11



31



32



2 1



1 2



81 391 392 34 3 3 12 13 14 12 13 14



41



42



3 1 1 3 40 120 3 30 15 16 15 16



Bemerkung: Weil U4 (2) ∼ = S4 (3) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der Summand 81 ist projektiv einfach. Die Summanden 391 , 392 und 120 haben Vertizes der Ordnung 81. Dabei sind nur die Vertizes von 391 und 120 konjugiert. F¨ ur die Induktionen ergibt sich: 31



G SN (Q1 ) = 391 ⊕ 81,



32



G SN (Q1 ) = 120,



3



G SN (Q2 ) = 392 ⊕ 81.



Die beiden u ¨brigen Gewichts-Green-Korrespondenten haben eine 3-Sylowgruppe als Vertex. Hier ergeben die Induktionen folgendes Ergebnis: 11



G SN = 1 ⊕ 391 ⊕ 392 ⊕ 81, 12 G SN = 40 ⊕ 120.
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5.6.30



Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



G = Sp4 (4)



p = 2, G = Sp4 (4), P ∈ Syl2 (G), |G| = 28 · 32 · 52 · 17 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt: kPG = 1 ⊕ 256 ⊕ 841 ⊕ 842 ⊕1≤i≤4 85i ⊕1≤i≤4 340i ⊕1≤i≤4 425i



CPG 11 12 81 41 82 42 43 44 83 45 46 84 47 48 31 32 11 1 12 1 13 2 1 2 1 1 1 14 1 1 1 1 15 2 1 2 1 1 1 16 1 1 1 1 17 1 1 1 1 1 1 1 1 18 19 2 1 1 2 1 1 110 1 1 1 1 1 111 1 1 1 1 112 2 1 1 2 1 113 1 1 1 1 114 1 1 1 1 115 2 1 116 1 2 soc 11 12 15 18 13 17 16 14 112 113 114 19 18 111 115 116 hd 11 12 13 14 15 16 17 18 19 110 111 112 113 114 115 116 Bemerkung: Alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG sind GewichtsGreen-Korrespondenten. Weil Sp4 (4) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig.



5.6. Datensammlung



5.6.31
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G = Sz(8)



p = 2, G = Sz(8), P ∈ Syl2 (G), |G| = 26 · 5 · 7 · 13 Es gilt f¨ ur die Zerlegung des Permutationsmoduls: kPG = 1 ⊕ 64 ⊕1≤i≤6 65i .



Weil Sz(8) eine Chevalley-Gruppe in definierender Charakteristik ist, ist der Endomorphismenring Ek quasi-Frobenius (Satz 3.4.8). Nach der Bemerkung auf Seite 115 ist die Vermutung 5.3.1 hier richtig. Der Endomorphismenring zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare projektive Summanden: EndkG (kPG ) = 11 ⊕ 12 ⊕1≤i≤6 2i , 12j−1 12j haben. 12j 12j−1 Bis auf den projektiv einfachen kG-Modul 64 haben zudem alle unzerlegbaren direkten Summanden von kPG eine 2-Sylowgruppe als Vertex. Die Induktionen der nicht projektiven Gewichtsmoduln ergeben: wobei die PIMs 22j−1 und 22j f¨ ur 2 ≤ j ≤ 4 die Struktur



11



G SN = 1 ⊕ 64, 1i G SN = 65i , f¨ ur 1 ≤ i ≤ 7.
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Kapitel 5. Rechnerische Ergebnisse



p = 13, G = Sz(8), P ∈ Syl13 (G), |G| = 26 · 5 · 7 · 13 Der Permutationsmodul zerlegt sich wie folgt in unzerlegbare direkte Summanden: kPG = 1 ⊕1≤i≤3 655i ⊕ 917 ⊕ 781 ⊕ 105 ⊕ 782 ⊕ 141 ⊕ 142 ⊕ 1692. CPG 1 53i 77 61 9 62 2 1 22 132 11 1 5i 1 7 1 12 2 1 1 1 13 3 3 14 1 2 1 1 15 1 1 16 1 1 2 1 3 1 4 G kP 1 65i 91 781 105 782 141 142 169 13x 130 13 13 13 130 13 130 130 132 soc 11 5i 7 12 2 14 1 4 12 2 hd 11 5i 7 12 13 14 15 16 2 Bemerkung: Die PIMs 21 , 61 und 22 , 62 sowie 9, 13 bilden jeweils zweielemen¨ tige Aquivalenzklassen mit jeweils nur einem Sockelkonstituenten. Tats¨achlich ist unter den korrespondierenden unzerlegbaren direkten Summanden von kPG , n¨amlich 141 , 781 und 142 , 782 und 105, 169, genau einer ein Gewichts-GreenKorrespondent. Dieser zeichnet sich gem¨aß der zweiten Vermutung dadurch aus, dass seine Dimension von einer niedrigeren 13-Potenz (n¨amlich 130 ) als die Dimension seines Partners geteilt wird. F¨ ur die Induktionen der nicht projektiv einfachen Gewichtsmoduln ergibt sich: 11



G SN 12 G SN 13 G SN 14 G SN



= = = =



141 ⊕ 781 ⊕1≤i≤3 65i ⊕ 913 , 142 ⊕ 782 ⊕1≤i≤3 65i ⊕ 913 , 1 ⊕1≤i≤3 652i , 105 ⊕ 169 ⊕1≤i≤3 65i ⊕ 91.



Insbesondere sind die Summanden 781 , 782 und 169 projektive kG-Moduln. Insgesamt best¨atigt auch dieses Beispiel die Vermutung und Beobachtung aus Abschnitt 5.3.
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