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2.8 Impuls des Photons

2.8 Impuls des Photons. Ausser Energie transportiert eine elektromagnetische Welle auch Impuls. Der Poynting. Vektor gibt die Richtung der Energieflussdichte ... 
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2.8



KAPITEL 2. PRINZIPIEN DER QUANTENMECHANIK



Impuls des Photons



Ausser Energie transportiert eine elektromagnetische Welle auch Impuls. Der Poynting Vektor gibt die Richtung der Energieflussdichte (=Intensit¨ at) an Watt/m2



|S| = �0 c|E × B| = I



(2.60)



Im Photonenbild ist die Intensit¨ at einer monochromatischen Welle I=



N hω ¯ A



Watt/m2 ,



(2.61)



wobei N die Anzahl der Photonen angibt, die pro Sekunde durch die Fl¨ ache A treﬀen. Betr¨ agt der Impuls des einzelnen Photon ¯ hk, dann ist der Strahlungsdruck N I hk = ¯ A c



Pstr =



Watt s/m3 = J/m3 = N/m2 .



(2.62)



Der Zusammenhang zwischen Strahlungsdruck und Intensit¨ at entspricht dem Ergebnis aus einer klassischen Betrachtung der elektromagnetischen Welle.10 Wir betrachten jetzt ein freies Atom der Masse M . Zwei diskrete Zust¨ ande des ¨ Atoms haben eine Energiediﬀerenz ∆E = h ¯ ω0 . Wir untersuchen die Anderung des Translationszustandes des Atoms infolge der Emission bzw. Absorption eines Photons der Energie h ¯ ω0 . Ein vorher ruhendes Atom erh¨ alt auf Grund der Photonen-Absorption oder -Emission eine R¨ uckstoßenergie Er und einen R¨ uckstoßimpuls M vr . Aus der Energieerhaltung hωem = ¯ ¯ hω 0 − E r



(2.63)



und der Impulserhaltung M vr =



hωem ¯ =¯ hk c



(2.64)



folgt f¨ ur die Photonenr¨ uckstoßenergie: Er =



(¯ hωem )2 1 h2 k 2 ¯ M vr2 = = . 2 2 2M c 2M



(2.65)



Zahlenbeispiel f¨ ur Na-D Linie: Die Masse ist 23 amu, die Wellenl¨ ange 589 nm. Damit wird die R¨ uckstoßgeschwindigkeit und die Frequenzverschiebung vr



=



∆ωr



=



h = 2.8 cm/s λM Er ω0 − ωem = = 26 kHz . h ¯



Die Frequenzverschiebung ist sehr klein im Vergleich zur nat¨ urlichen Linienbreite. (ca 15 MHz). Dieser kleine R¨ uckstoßeﬀekt kann zur Laserk¨ uhlung von Atomen eingesetzt werden: Die mittlere thermische Geschwindigkeit von N a betr¨ agt bei T = 300 K �v� =



�



8kT = 535 m/s πM



10 F¨ allt eine elektromagnetische Welle auf ein Metall der Leitf¨ ahigkeit σ, dann erzeugt das EFeld eine Stromdichte j = σE. Das Magnetfeld der Welle B steht senkrecht auf j und erzeugt eine Lorentzkraftdichte j · B = σ · E · B, in Richtung der Wellenausbreitung. Da Druck gleich ist Kraft/Fl¨ ache = Kraftdichte · Volumen /Fl¨ ache stellt�das Integral der Lorentzkraftdichte u σEBdx den Strahlungsdruck der ¨ber die Eindringtiefe der Welle in das Metall Pstr = Welle dar. Bei vollst¨ andiger Absorption der Welle entspricht dieser Wert gerade I/c.
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Da pro Photonenabsorption eine Geschwindigkeits¨ anderung von 2.8 cm/s erfolgt (2.64), sind mindestens 535/0.028 ≈ 20000 Absorptionsvorg¨ ange notwendig, um ein thermisches N a-Atom u ¨ber Photoabsorption zum Stillstand zu bringen. ¨ Zu diesem Prinzip der Laserk¨ uhlung von Atomen geh¨ ort folgende Uberlegung: Nach jeder Absorption muss die Anregungsenergie u ¨ber spontane Emission wieder abgestrahlt werden. Die spontane Emission erfolgt r¨ aumlich isotrop. Im Mittel ist daher der R¨ uckstoß durch die spontane Emission gleich Null. Im Experiment m¨ ussen wir ber¨ ucksichtigen, dass sich die Resonanzfrequenz des bewegten Atoms nach jeder Absorption um 26 kHz verschiebt. Der Laser oder die Resonanzfrequenz des Atoms11 m¨ ussen also nachgestimmt werden, w¨ ahrend sich das Atom verlangsamt. Bei hoher Photonenenergie ist die Frequenzverschiebung durch den R¨ uckstoß nicht mehr klein gegen¨ uber der nat¨ urlichen Linienbreite. ¨ Allgemein gilt, dass die eingestrahlte Frequenz ωa h¨ oher sein muss als die Ubergangsfrequenz ¨ des ruhenden Atoms ω0 , damit Absorption exakt bei der Ubergangsfrequenz eintreten kann: 01" 2



¯ 2 k2 h hω a = ¯ ¯ hω 0 + 2M



(2.66)



+ , $ % ( ' -#% & $ ' ( % )#*
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Umgekehrt ist die von einem ruhenden, angeregten Atom emittierte Frequenz ωe



# 34



! "



¯ 2 k2 h hω e = h ¯ ¯ ω0 − 2M



" "



" .



/



01" 2



Der R¨ uckstoß verringert die Photonenenergie ¨ gegen¨ uber der Ubergangsfrequenz. Wenn jetzt die nat¨ urliche Breite Γ kleiner ist, als die Differenz hω a − ¯ ¯ hω e =



¯ 2 k2 h , M



# 34



! " " " .



" /



dann ist es sehr unwahrscheinlich, dass das von einem ruhenden Atom emittierte Photon von einem anderen, identischen Atom (auch ruhend) absorbiert wird. F¨ ur γ-Quanten ist der R¨ uckstoßterm oft erheblich, z.B. beim K-Einfang12 in Kobalt 57 27 Co



K



−→



57 ∗ 26 F e



→



57 26 F e



+¯ hω(14.4 keV)



entsteht mit einer Lebensdauer von τ = 10−7 s aus dem angeregten Eisenkern ein γ-Quant der Energie von 14.4 keV. Das entspricht einer R¨ uckstoßverschiebung von ∆ωr = 2 π 1012 Hz, viel gr¨ oßer als die nat¨ urliche Linienbreite ∆ωn = 107 Hz.



M¨ ossbauer-Eﬀekt Wenn das absorbierende oder das emittierende Atom in einem Kristallgitter eingebaut ist, und wenn dieses Gitter nur diskrete Energiebetr¨ age aufnehmen kann, die nicht mit der R¨ uckstoßenergie u uckstoß ¨bereinstimmen, dann muß der Kristall als Ganzes den R¨ u uckstoßterm (Gl.2.65) sehr groß ¨bernehmen. Damit wird die eﬀektive Masse im R¨ und Emission und Absorption erfolgen praktisch r¨ uckstoßfrei. Da die r¨ uckstoßfreie Linienbreite (∆ωn ≈ 107 Hz) ist und die Absolutfrequenz der 14.4 keV Linie einer 11 z.B.



u ¨ber den Zeeman-Eﬀekt K-Einfang wird ein Elektron der K-Schale von einem Proton im Kern eingefangen, M p + e → n + νe . Dabei entsteht aus einem Element M Z A das Element Z−1 B . 12 Beim
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Frequenz von ω0 ≈ 2.4 · 1019 Hz entspricht, f¨ allt die Dopplerverschiebung13 schon bei sehr geringen Geschwindigkeiten ins Gewicht. Die Geschwindigkeit, die notwendig ist um im oberen Beispiel eine Frequenzverschiebung zu erhalten, die gr¨ oßer ist als die nat¨ urlichen Breite, errechnet sich zu v = c ∆ωn /ω0 = 0.1 mm/s ! Damit war es Pound & Rebka 1964 m¨ oglich die Rotverschiebung von Photonen im Gravitationsfeld zu vermessen: Um die Masse M um die H¨ ohe H = 45 m hoch zu bewegen, bedarf es der Energie ∆E = M gH. Bewegt sich ein Photon im Gravitationsfeld der Erde senkrecht nach oben, so ist damit eine Energieabnahme verbunden (Rotverschiebung der Photonenfrequenz). Schreibt man den Photonen eine Masse M=



¯ω h c2



zu, dann ist mit der Bewegung nach oben, aus dem Schwerefeld heraus, die Energieabnahme ∆E = h ¯ ω0 − ¯ hω45 m =



9.81 · 45 ¯ω h gH = ¯ hω =¯ hω · 5 · 10−15 c2 (3 · 108 )2



verbunden. Diese Abnahme wurde von Pound & Rebka unter Ausn¨ utzung des M¨ oßbauer-Eﬀektes experimentell best¨ atigt. Die Bewegung des Emitters ist vertikal, nicht wie im Bild hier horizontal zu denken. Zum Nachstimmen auf Resonanz musste die Quelle mit der Geschwindigkeit v=c



∆ω gH = = 1.5 µm/s ω c



nach oben bewegt werden. Dieser Wert ergibt sich aus der Lage des Minimums im Einbruch der Z¨ ahlrate in dem Bild rechts. Eine pr¨ azisere Messung findet sich in Pound & Snider, Phys. Rev. 140, B788B803 (1965).



13 ∆ω/ω 0



≈ v/c



' ( ) * &( % &
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2.9. QUANTELUNG ELEKTROMAGNETISCHER ENERGIE



2.9



Quantelung elektromagnetischer Energie



Ausgangspunkt f¨ ur die bisherige Beschreibung des HOs war der Hamiltonian H=



p2 1 + mω 2 x2 2m 2



(2.67)



wobei p und x hermitesche Operatoren sind. Ein anderer Weg definiert den Hamiltonian u ¨ber zwei nicht-hermitesche Operatoren a und a† , die Vernichtungs- und Erzeugungs-Operatoren genannt werden. Mit der Definitionen der dimensionslosen Gr¨ oßen ˆ = X



�



mω x h ¯



�



Pˆ =



und



1 p m¯ hω



(2.68)



f¨ uhrt man Leiteroperatoren ein,



� 1 �ˆ a= √ X + iPˆ 2



� 1 �ˆ a† = √ X − iPˆ 2



und



Damit ergibt sich



� � ˆ = √1 a† + a X 2



� i � Pˆ = √ a† − a 2



und



und der Hamiltonian des HO wird zu14 H=



�



� � 2 1 1 ˆ + Pˆ 2 = ¯ hω a † a + hω X ¯ 2 2



�



(2.69)



(2.70)



.



(2.71)



Durch diese Transformation wird die L¨ osung der Schr¨ odinger Gleichung f¨ ur den HO auf eine L¨ osung des Eigenwertproblems des Anzahl-Operators (BesetzungszahlOperator) a† a zur¨ uckgef¨ uhrt. Bezeichnen wir mit |ϕn � den Eigenzustand des HOs erwarten wir, dass der Eigenwert gerade gleich n ist a† a |ϕn � = n |ϕn �



(2.72)



Wendet man a ( bzw. a† ) auf einen Eigenvektor des HO ϕn an (Eigenwert En ), erh¨ alt man einen Eigenvektor zum Eigenwert En−1 ( bzw. En+1 ). Darin begr¨ unden sich die Namen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Es gilt √ n + 1 |ϕn+1 � , (2.73) a† |ϕn � = √ a|ϕn � = n |ϕn−1 � . (2.74)



�



�



ˆ + iPˆ |ϕ0 � = 0. In letztere Gleichung setzen wir Also haben wir a|ϕ0 � = 0 bzw. X (2.68) ein und erhalten mit dem Operator p → −i¯ hd/dx



�



�



mω d x+ ϕ0 = 0 , h ¯ dx



mit der L¨ osung



ϕ0 = C0 exp[− 14 Der



(2.75)



mω x2 ]= h 2 ¯



�



mω π¯ h



Faktor 1/2 erscheint hier weil:



† a a



= =



1 2 1 2



� �



ˆ − iP ˆ X



��



ˆ + iP ˆ X



ˆ2 + P ˆ2 + i X



�



�



ˆ P ˆ X,



=



��



1 2 =



�1/4 �



exp[−



z2 ], 2



ˆ2 + P ˆ 2 + iX ˆP ˆ − iP ˆX ˆ X



1 2



�



�



ˆ2 + P ˆ2 − 1 X



(2.76)



�
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wobei C0 die Normierungskonstante ist. Funktionen f¨ ur h¨ ohere Werte von n erhalten wir u ¨ber sukzessive Anwendung der Beziehung (2.73). Streng genommen beruht der mechanische harmonische Oszillator auf der G¨ ultigkeit des Hookschen Gesetzes, einer N¨ aherung, die nie praktisch im einem mechanischen System erf¨ ullt ist. Die einzige exakte Realisierung des harmonischen Oszillators scheint in der Mode eines Strahlungsfeldes verwirklicht zu sein.15 Das Quantisierungsverfahren materieller harmonischer Systeme l¨ asst sich auf das elektromagentische Strahlungsfeld u ¨bertragen, wenn man vom Konzept der Eigenschwingungen (Moden) des Feldes Gebrauch macht. Moden ergeben sich ganz nat¨ urlich, wenn wir uns einen Resonator vorstellen (unendlich leitf¨ ahige, reflektierende W¨ ande, Etang = 0, also Knotenstellen an der Wand), der das Strahlungsfeld begrenzt. Zwischen den Resonatorw¨ anden schwingen von der Resonatorgeometrie festgelegte Eigenfrequenzen (Hier in 1D mit der L¨ ange L). λ ∆ν



2L n



= =



mit



νn − νn−1



n = 0, 1, 2, . . .



c = 2L



Die Eigenfrequenzen liegen umso dichter, je gr¨ oßer man den Resonator macht. Die Anregung einer Eigenschwingung wird durch eine reelle Amplitude und eine Phase beschrieben. Der Anregungszustand eines Strahlungsfeldes im Resonator wird durch die Superposition solcher Eigenschwingungen dargestellt. Das Bild von einzelnen Moden erweist sich als besonders zweckm¨ aßig, da man jede Mode f¨ ur sich quantisieren kann. So wird jeder Mode eine bestimmte Ausbreitungsrichtung, Polarisation und Photonenanzahl zugeordnet, und man erreicht damit eine Beschreibung des Strahlungsfeldes durch eine abz¨ ahlbar unendliche Mannigfaltigkeit unabh¨ angiger Freiheitsgrade.



2.9.1



Beschreibung einer einzelnen Strahlungsmode



Die elektrische Feldamplitude in der ebenen monochromatischen Welle (Mode) ist Ex (z, t) = E0 eiωt e−ikz



(2.77)



wobei E0 eine komplexe Amplitude ist, in der ein reeller Amplitudenanteil und ein komplexer Phasenanteil steckt. Die Energie in dieser Mode die das Volumen V erf¨ ullt ist W =



1 �0 |E0 |2 V . 2



(2.78)



Wenn wir die Gr¨ oße 1 �0 |E0 |2 V = ¯ hω|A|2 2



(2.79)



einf¨ uhren, dann ist |A|2 die Energie in der Mode in Einheiten der Photonenanzahl. Damit scheibt sich das elektromagnetische Feld als Ex (z, t) =



�



2¯ hω �0 V



�1/2



A eiωt e−ikz .



Die Gr¨ oße A eiωt ist der Phasenzeiger, dessen Projektion auf die y-Achse den zeitlichen Verlauf der elektrischen Feldst¨ arke angibt, die Projektion auf die x-Achse die Phase.



" %&'



! !!" !# $



$ # !



15 Jedenfalls bis zu Intensit¨ ¨ aten von ≈ 1027 W/cm2 . Uber dieser Grenze erwartet man Paarbildung, also nichtlineare Eﬀekte.
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Der Phasenzeiger A eiωt beschreibt auch die Bewegung eines harmonischen Oszillators, wenn wir eine Komponente mit dem Ort x und die andere mit dem Impuls p identifizieren. Damit k¨ onnen wir f¨ ur die Energie in der Mode schreiben:



�



�



W =¯ hω|A|2 = ¯ hω p2 + x2 .



(2.80)



Ein Vergleich mit dem Hamiltonian des HO H=



�



� � 1 1 ˆ2 = ¯ hω Pˆ 2 + X ¯ hω a † a + 2 2



�



,



(2.81)



f¨ uhrt die Diskretheit der Photonenenergie nat¨ urlich ein: Jeder Mode (feste Frequenz ω) kann als HO aufgefasst werden. Im HO existieren ¨ aquidistante Energieniveaus



�



En(ω) = ¯ hω n +



1 2



�



,



(2.82)



wobei n jetzt die Zahl der Photonen in dieser Mode angibt. Eine Mode unterliegt nur physikalischen Prozessen, die die Photonenzahl in der Mode um Eins erh¨ ohen oder um Eins erniedrigen. Die Energie, die in einer einzelnen Mode steckt kann also nur um diskrete Betr¨ age, in Einheiten von ¯ hω, ver¨ andert werden. In diesem Bild wird also die Existenz des Photons suggeriert. Aus diesem Grunde sind die einzigen Operatoren, die man zur Bescheibung der Photonenbilanz in einer Mode braucht, die Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren aω und a†ω . In der Folge denken wir nur an eine Mode und lassen das Subscript ω weg. Im Hamiltonian (2.81) ist a† a der Besetzungszahloperator. Den Eigenzust¨ anden des HO, |ϕn �, entsprechen hier die sogenannten Anzahl-Zust¨ ande (oder Fock )-Zust¨ ande, |n�, die Eigenzust¨ ande zum Besetzungszahloperator sind a† a |n� = n |n� .



(2.83)



Ist die betrachtete Mode mit n Photonen besetzt, w¨ urde dieses Mass gerade der Gr¨ oße |A|2 aus (2.79) entsprichen. In einem Fock -Zustand ist die Photonenanzahl pr¨ azise definiert, wie bei den station¨ aren Eigenzust¨ anden des HO ist aber nichts u ¨ber die Phase bekannt. Der Erwartungswert �x� = 0, damit ist der Erwartungswert f¨ ur die Feldst¨ arke �E� = 0, was so zu interpretieren ist, dass bei festem Wert von n die Phase der elektrische Feldst¨ arke v¨ ollig unbestimmt ist. Hingegen ist �x2 � > 0 und damit auch der Erwartungswert �E 2 � > 0, diese Intensit¨ at ist f¨ ur das Ansprechen des Photodetektors verantwortlich. Die Darstellung mit Fock-Zust¨ anden eignet sich zur Beschreibung von Systemen, in denen nur einige wenige, oder gar keine Photonen anwesend sind. F¨ ur Laserlicht ist im Allgemeinen die mittlere Photonenanzahl pro Mode sehr hoch, die exakte Photonenanzahl kann nicht angegeben werden, weil apparative Fluktuationen und Quantenrauschen vorliegen. In diesem Fall sind Fock-Zust¨ ande unrealistisch. Zum Beispiel liegt bei einer Laserausgangsleistung von 1 mW bei 628 nm die im Mittel pro Sekunde emittierte Photonenzahl bei n ¯ ≈ 3 · 1015 . Eine realistischere Darstellung f¨ ur Laserlicht sind die koh¨ arenten Zust¨ ande, eine Superposition von Fock-Zust¨ anden mit einer Poisson Verteilung der Photonenzahl, p(n) = e−¯n



n ¯n n!



(2.84)



mit der Eigenschaft, dass ein Minimum im Produkt von Amplituden- und Phasenschwankung vorliegt. Die koh¨ arenten Zust¨ ande ergeben sich aus der Forderung, dass im zeitlichen Mittel die Schwankungsbreite �E 2 � − �E�2 = min



(2.85)



minimiert wird und dass eine feste mittlere Photonenzahl vorliegt �a† a� = n ¯ fest ,



(2.86)



44



KAPITEL 2. PRINZIPIEN DER QUANTENMECHANIK



aus einer � Superposition von Fockzust¨anden |ψ� = cn |n�. Das Diagramm zeigt anschaulich die Schwankungen in Amplitude und Phase. Der koh¨ arente Zustand entspricht einem Wellenpaket minimaler Unsch¨ arfe, das sich im HO-Potential bewegt.



! # ! $



! !



! % ! " $ "



Diese Zust¨ ande stellen das ideal machbare f¨ ur ein Laserlichtfeld dar. Wird im Allgemeinen nicht erreicht, weil ¨ außere St¨ orungen zus¨ atzliche Fluktuationen einbringen (z.B. das Rauschen im Pumpprozess). Gezeigt ist die Poisson Verteilung eines koh¨ arenten Zustandes



! "$ #



( ) *+ + ) &



p(n) = e−¯n



'



&



! "$ !



, -. ! $ !



$ #



% !



(2.87)



im Vergleich zur Verteilung f¨ ur thermisches Licht



! "! #



#



n ¯n n!



% #



&



p(n) =



n ¯n . (¯ n + 1)n+1



(2.88)



In beiden F¨ allen ist die mittlere Photonenanzahl n ¯ = 10. Die Photonenzahl in thermischem Licht ist starken Schwankungen unterworfen. Interessanterweise liegt das Maximum der Verteilung bei n = 0, also die Wahrscheinlichkeit gar kein Photon vorzufinden ist gr¨ oßer als eine ganz bestimmte Zahl von Photonen vorzufinden.



2.9.2



Vakuumfluktuationen



Ein spezieller Fall der Behandlung des Strahlungsfeldes u ¨ber HOen, der sich als sehr n¨ utzlich erwies, ist der Grundzustand der Mode, |0� mit n = 0. Diese Nullpunktsenergie E0 = ¯ hω/2 bedeutet, dass im Strahlungsfeld Energie vorliegt, die nicht direkt gemessen werden kann. Konzeptuell schaﬀt dies ein Problem, da die Summe der Nullpunktsenergien aller Moden einen unendlichen Energieinhalt darstellt. Mit der Renormalisierung hat die Theorie dieses Problem scheinbar bew¨ altigt. Ans¨ atze zum experimentellen Nachweis der Nullpunktsenergie gibt es im sogenannten Casimir -Eﬀekt. ˆ = 0 aber Im Grundzustand des harmonischen Oszillators ist der Erwartungswert �X� ˆ 2� = �X � 0. Das bedeutet, dass bei Abwesenhei irgendwelcher Photonen, die Standardabweichung f¨ ur die elektrische Feldst¨ arke �E 2 � �= 0 ist. Man sagt, das Vakuum sei der Ort von Feldschwankungen und nennt diese Vakuumfluktuationen. Eine Konsequenz dieser Vakuumfluktuationen ist die spontane Emission ( = spontan induzierte Emission). Die Feldschwankungen f¨ uhren aber nicht zu spontan induzierter Absorption (das w¨ urde den Energiesatz verletzen). Ohne diese Fluktuationen w¨ urde ein angeregtes Atom im angeregten Zustand bleiben. Experimente zeigen, dass die spontane Emission unterdr¨ uckt wird, wenn sich das Atom in einem Resonator aufh¨ alt, der die zur Emission notwendige Mode nicht unterst¨ utzt. Die Unterdr¨ uckung der spontanen Emission im sichtbaren Wellenl¨ angenbereich wurde zuerst von Haroche (Paris 1986) demonstriert. Auf ¨ ahnlichen Prinzipien arbeiten Experimente mit einem Ein-Atom Maser der Gruppe Walther (M¨ unchen 1987).



Photonenstatistik Koh¨ arenz besteht , wenn eine wohldefinierte, deterministische Phasenbeziehung eines Prozesses vorliegt, mit anderen Worten die Phase ist keinem zuf¨ alligen Rauschen un-
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terworfen. Im Doppelspaltexperiment sieht man die feste Phasenbeziehung zwischen den beiden elektromagnetischen Feldst¨ arken als Interferenzmuster. Aus der Korrelation zweier Intensit¨ aten hingegen kann man u ¨ber die statistischen Eigenschaften des Lichtes, Fluktuationen des Lichtfeldes, lernen. In thermisch (chaotischem) Licht a ¨ndert sich die Phase, ϕ(t), zuf¨ allig. Wenn Amplitude und Frequenz konstant sind h¨ atten wir E(t) = E0 ei(ϕ(t)−ω0 t)



(2.89)



E�t� t0



t0�Τ t



mit Phasenspr¨ ugen, die im Mittel nach einer Zeit τ0 stattfinden. Bei Superposition vieler Wellenz¨ uge fester Frequenz aber variabler Amplitude und Phase h¨ atten wir E(t)



�



=



E0 e−iω0 t eiϕ1 (t) + eiϕ2 (t) + eiϕ3 (t) + ...



=



E0 e−iω0 t a(t) eiϕ(t)



�



(2.90)



Der zeitliche Mittelwert der Intensit¨ at, gemittelt u ¨ber eine Zeitdauer T , ¯ = 1 I(t) T



�



T



I(t� )dt� ∝ E02 a(t)2



(2.91)



I�t�



beinhaltet die Zeitabh¨ angigkeit der Amplitudenmodulation, a(t)2 . Diese k¨ onnte so wie im folgenden Bild aussehen, u aume von τ0 findet man starke Inten¨ber Zeitr¨ ¯ Diese spiegelt die Gaussverteilung der Amsit¨ atsfluktuationen um einen Mittelwert I. plituden wieder.



I



0



t



Die mittlere Intensit¨ at im Laserlicht hingegen, f¨ ur die wir eine feste Phasenbeziehung, Φ, ansetzen E(t) = E0 ei(kz−ω0 t+Φ)



(2.92)



ist zumindest klassisch keinen Schwankungen unterworfen. Es bleibt aber quantenmechanisch die Unsch¨ arfe des koh¨ arenten Zustandes, siehe Bilder auf Seite 44.
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2.10



Dirac Formalismus



Orts- und Impulsdarstellung sind ¨ aquivalente Beschreibungen der Quantenmechanik. F¨ ur eine abstrakte, u ¨bergeordnete Formulierung der Quantenmechanik sind die beiden Darstellungen lediglich zwei von mehreren m¨ oglichen Realisierungen. Diese u ¨bergeordnete Struktur ist im sogenannten Dirac Formalismus verwirklicht, der gleichzeitig eine vereinfachte Schreibweise erreicht. Zur Beschreibung eines quantenmechanischen Zustandes haben wir bisher eine komplexwertige Wellenfunktion eingef¨ uhrt und zur Berechnung von Skalarprodukten verwendet. Das Integral u ¨ber ein Raumelement dV



�



ϕ∗n (�r) ϕn (�r) d3�r



(2.93)



dV



ist eine reelle, nicht negative Zahl ist, die uns Auskunft u ¨ber die Wahrscheinlichkeit des Zustandes in dV angibt. Wenn wir u ¨ber das gesamte Volumen integrieren, verlangen wir



�



ϕ∗n (�r) ϕn (�r) d�r < ∞ .



In diesem Fall ist die Wellenfunktion ϕn (�r) quadratintegrabel. Die Wurzel aus diesem Skalarprodukt wird als Norm bezeichnet. Der Ausdruck



�



ϕ∗n (�r) ϕm (�r) d�r = 0



bedeutet, dass die Wellenfunktionen ϕn und ϕm zueinander orthogonal, also linear unabh¨ angig voneinander sind. Sind die verwendeten Wellenfunktionen auch normiert, dann bezeichnet man sie als orthonormal und es gilt



�



ϕ∗i (�r) ϕj (�r) d�r = δij .



(2.94)



Basisfunktionen F¨ ur einen gegebenen Hamiltonian bilden die quadratintegrablen L¨ osungen einen Teilraum aller Wellenfunktionen, die L¨ osungen der Schr¨ odinger-Gleichung sein k¨ onnen. Dieser Teilraum hat die Eigenschaften eines Hilbert-Raumes16 . Der Hilbert-Raum besitzt eine abz¨ ahlbare Basis, d.h. es gibt eine Folge, ϕ1 (�r), ϕ2 (�r), ϕ3 (�r), . . . von linearunabh¨ angigen quadratintegrablen Wellenfunktionen. Jede quadratintegrable Wellenfunktion Ψ(�r) in diesem Raum l¨ asst sich als eine Linearkombination dieser Basisfunktionen darstellen mit eindeutig bestimmten Koeﬃzienten: Ψ(�r) =



∞ �



cn ϕn (�r) .



(2.95)



n=1



“Die Eigenfunktionen des HO, ϕn , stellen eine solche Folge von Basisfunktionen dar” “Der koh¨ arente Zustand ist ein Beispiel einer solchen Linearkombination von Basisfunktionen”. 16 Analog



zum euklidischen Raum, mit beliebig vielen, auch unendlich vielen Dimensionen.
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Zustandsvektor Zur Vereinfachung der Schreibweise sucht man eine Darstellung, die unabh¨ angig von der speziellen Wahl der Variablen ist und ersetzt die Wellenfunktion durch einen Zustandsvektor. Der Zustandsvektor verk¨ orpert in abstrakter Weise die m¨ oglichen Zust¨ ande des quantenmechanischen Systems: ϕ(�r) → |ϕ�



ket



Wir setzen voraus, dass dieser Zustandsvektor die komplette Information u ¨ber den physikalischen Zustand unseres Systems enth¨ alt. Damit meinen wir, dass alles was wir u urfen im ket steckt. Dieser ket ist ein Element eines ¨ber den Zustand erfragen d¨ linearen Vektorraums (Hilbert Raum). Die Dimension des Raumes (= des Zustandsvektors) richtet sich nach der Anzahl von unabh¨ angigen Realisierungen, in denen sich das System darstellen kann. “Im Fall des harmonischen Oszillators ist die Dimension dieses Raumes ∞ ( = Anzahl der linear unabh¨ angigen Eigenfunktionen)” “Im Fall eines Spin 12 Systems ist die Dimension dieses Raumes gleich Zwei ( = Anzahl der linear unabh¨ angigen Eigenfunktionen)” Der Zustandsvektor hat keine reale Bedeutung im Sinne von Meßbarkeit. Seine Bedeutung liegt darin, dass er zusammen mit Operatoren die Beschreibung eines physikalischen Ereignisses gestattet. Der Zustandsvektor |ϕ� = |ϕ(t)� ¨ andert sich in der Regel mit der Zeit, infolge ¨ außerer Einfl¨ usse ( z.B. Wechselwirkung mit einer ¨ ausseren Kraft, Messung ). Zwei kets d¨ urfen addiert werden und ergeben ein neues ket, das auch in diesem Raum liegt: |α� + |β� = |γ� . Wenn wir ein ket mit einer komplexen Zahl c multiplizieren, dann erhalten wir wieder ein ket, wobei es keine Rolle spielt, ob die Zahl links oder rechts vom ket steht: c |α� = |α� c . F¨ ur den Fall c �= 0 stellt |α� denselben physikalischen Zustand dar wie c |α�. “Nur die Richtung des Vektors im Hilbert-Raum ist von Bedeutung”. Die komplex-konjugierten Wellenfunktionen ϕ∗ (�r), die zur Bildung eines Skalarproduktes wie in Gl. (2.94) verwendet werden, schreibt man als “bra” ϕ∗ (�r) → �ϕ|



bra



Der bra-Vektor liegt in einem zum ket-Raum dualen Raum. Jedem ket entspricht ein bra |α�



|α� + |β�



←→ ←→



�α|



�α| + �β| .



Grob gesprochen k¨ onnen wir den bra-Raum als eine Art Spiegelbild des ket-Raumes auﬀassen, mit bestimmten Postulaten, die angeben wie die Korrespondenz zwischen einem Vektor im einen und im anderen Raum geregelt ist. Zum Beispiel ist das duale bra zum ket c|α� c|α� ←→ c∗ �α| und nicht gleich c�α|.
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Inneres Produkt Das innere Produkt zwischen einem bra und einem ket ist als das zu Beginn verwendete Skalarprodukt (2.93) zweier Wellenfunktionen definiert. Das Beispiel mit orthonormierten Wellenfunktionen in Gl. (2.94) schreibt sich in Dirac-Notation als: �ϕi |ϕj � = δij und die Basisentwicklung in Gl.(2.95) als |Ψ� =



∞ � n=1



cn |ϕn � .



F¨ ur Orthonormalbasen |ϕ� gilt: ci = �ϕi |Ψ� Eine fundamentale Eigenschaft des inneren Produkts ist : �β|α� = �α|β�∗ .



(2.96)



In Worten �β|α� und �α|β� sind zueinander komplex-konjugiert. Das bedeutet, dass �α|α� eine reelle Zahl ist. �α|α� ≥ 0 .



(2.97)



Zwei kets, |α� und |β�, sind orthogonal, wenn gilt �α|β� = 0 .



(2.98)



Das normierte ket ist definiert durch |α� ˜ = �



1 �α|α�



|α�



(2.99)



und hat die Eigenschaft �α| ˜ α� ˜ = 1.



(2.100)



Lineare Operatoren Ein linearer Operator, O, hat die Eigenschaft O (|Ψ1 � + c |Ψ2 �) = O |Ψ1 � + c O |Ψ2 � . Ein Operator O f¨ uhrt ein ket |Ψ� in ein anderes ket, O|Ψ� = |β�, u ¨ber. Er stellt also eine Abbildungsvorschrift dar. ��2 �



��2 �



���� � �Β�



�Β������



�



���� � ����



���



��� ��1 �



����



��1 �
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2.10. DIRAC FORMALISMUS Eigenzust¨ ande einer Observablen



Eigenzust¨ ande eines linearen Operators sind Wellenfunktionen f¨ ur welche die Wirkung von O einfach die Multiplikation mit einer Zahl w bedeutet: O |Ψ� = w |Ψ�



(2.101)



Die Zahl w heißt Eigenwert. Hermitesche Operatoren sind linear und haben reelle Eigenwerte: w=



�Ψ| O |Ψ� . �Ψ|Ψ�



(2.102)



“Im 1-D HO sind die Eigenwerte des Hamilton-Operators wn = ¯ hω(n + 12 )”



Spektrum Die Observablen eines physikalischen Systems werden durch hermitesche Operatoren beschrieben. Die (immer) reellen Eigenwerte hermitescher Operatoren sind die m¨ oglichen Messwerte der Observablen, das Spektrum. “Das Spektrum des Hamilton-Operators f¨ ur den HO ist die Menge {wn }” Wenn der Zustand des Systems ein Eigenzustand eines hermiteschen Operators ist, dann liefert die Messung der Observablen mit Sicherheit den zugeh¨ origen Eigenwert. Beispiele: • unser System sei durch die normierte Eigenfunktion ϕ3 des HO beschrieben: |Ψ� = |ϕ3 � . Dann liefert eine Messung der Energie immer den Wert w3 = 7 ¯ hω/2. ¨ • unser System sei eine Uberlagerung von zwei HO-Funktionen: |Ψ� =



4 � n=3



cn |ϕn � ,



(2.103)



wobei wir |c3 |2 + |c4 |2 = 1 verlangen. In diesem Fall geben die Quadrate der Koeﬃzienten, |cn |2 = |�ϕn |Ψ�|2 , die Wahrscheinlichkeit an, bei einer Messung der Observablen O das System im Zustand |ϕn � mit dem Eigenwert wn vorzufinden. • Als Erwartungswert der Observablen O bezeichnet man den mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten Mittelwert aller m¨ oglichen Messwerte < O >=



� n



|cn |2 wn .



• Erh¨ alt man bei einer Messung den Wert wk , dann ist der Zustand bei der Messung gleich dem Basiszustand ϕk (Reduktion des Zustandes).
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Entwicklung nach Eigenzust¨ anden Eigenzust¨ ande eines hermiteschen Operators O, die unterschiedlichen Eigenwerten entsprechen sind orthogonal. “Die Eigenzust¨ ande des HO (Gl.2.38) erf¨ ullen diese Bedingungen” Die normierten Eigenzust¨ ande des hermiteschen Operators bilden einen kompletten orthonormierten Satz von Eigenzust¨ anden (vollst¨ andiges Orthonormalsystem, VON). Im ket-Raum ist dieser komplette Satz von orthonormierten Eigenwerten ¨ aquivalent den orthogonalen Einheitsvektoren, die man als Basis-Vektoren im Euklidischen Raum verwendet. Aus diesem Grund kann man einen beliebigen Zustandsvektor |Ψ� in diesem ket-Raum als Entwicklung nach diesen (normierten) Basis-Zust¨ anden darstellen: |Ψ� =



∞ � n=0



cn |ϕn �



(2.104)



Wenn wir diesen Ausdruck von links mit �ϕi | multiplizieren, erhalten wir f¨ ur den Entwicklungskoeﬃzienten die Zahl ci = �ϕi |Ψ� .



(2.105)



Damit k¨ onnen wir f¨ ur Gl. (2.104) schreiben: |Ψ� =



∞ � n=0



|ϕn �cn =



∞ � n=0



|ϕn � �ϕn |Ψ� .



(2.106)



Das ist analog der Expansion des Vektors V im Euklidischen Raum nach den orthogonalen Einheitsvektoren {ˆ ei } V=



3 � i=1



ˆ ei (ˆ ei · V) .



(2.107)



Aus den beiden letzten Gleichungen erkennen wir die Bedeutung des Operators |ϕn ��ϕn |: Zumal der Vektor |Ψ� ein beliebig w¨ ahlbarer ist, muss



�



nmax



|ϕn � �ϕn | = 1



n=nmin



(2.108)



gelten, die sogenannte Vollst¨ andigkeitsrelation. Die Werte nmax und nmax durchlaufen diue Dimension des Hilbertraumes f¨ ur das gestellte Problem. (f¨ ur den HO haben wir nmin = 0 und nmax = ∞).



Vertauschbarkeit ˆ sind vertauschbar , wenn die Anwendung Zwei lineare, hermitesche Operatoren Aˆ und B des Kommutators



�



ˆ B ˆ A,



�



−



= Aˆ B − B Aˆ



auf eine Wellenfunktion Null ergibt. In diesem Fall besitzen sie ein gemeinsames System von Eigenzust¨ anden. Im allgemeinen ist die Multiplikation17 von zwei Operatoren ˆ ˆ A und B nicht kommutativ: ˆ �= B ˆ Aˆ . Aˆ B 17 gemeint ist hier die hintereinander ausgef¨ ˆ und B ˆ auf einen belieuhrte Anwendung von A bigen Zustandsvektor
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Die Ursache daf¨ ur liegt in der Nicht-Vertauschbarkeit gewisser Operatoren. Als Beispiel berechnen wir die Wirkung des Kommutators [x, px ] auf eine beliebige Wellenfunktion Ψ(�r, t): [x, px ] Ψ(�r, t)



�



�



¯ h ∂ ∂ x − x Ψ(�r, t) i ∂x ∂x � � ∂Ψ(�r, t) h ¯ ∂ x − (xΨ(�r, t)) i ∂x ∂x



= =



¯ h i



=



�



x



∂Ψ(�r, t) ∂Ψ(�r, t) − Ψ(�r, t) − x ∂x ∂x



�



h ¯ = − Ψ(�r, t) i



Daraus folgt die Identit¨ at [x, px ] = i¯ h. Die Nicht-Vertauschbarkeit von Operatoren impliziert auch, dass die zugeh¨ origen Observablen nicht gleichzeitig scharf gemessen werden k¨ onnen. Im Vergleich dazu ist [x, py ] Ψ(�r, t)



=



¯ h i



=



¯ h i



=



¯ h i



�



∂ ∂ x − x Ψ(�r, t) ∂y ∂y



�



x



�



�



�



∂Ψ(�r, t) ∂ − (xΨ(�r, t)) x ∂y ∂y ∂Ψ(�r, t) ∂Ψ(�r, t) −x ∂y ∂y



�



=0



Eigenschaften des Kommutators A und B seien zwei physikalische Messgr¨ oßen (Observable). Ihnen zugeordnet sind zwei ˆ Der Kommutator Operatoren Aˆ und B.



�



ˆ −B ˆ Aˆ = A, ˆ B ˆ AˆB



�



kann entweder gleich Null sein, oder gleich einer Konstanten, oder selbst wieder ein Operator sein.



�



�



�



�



ˆ B ˆ = 0 , dann sind die Observablen A und B • Wenn A, gleichzeitig scharf bestimmbar . Beispiel: [ˆ x, pˆy ] = 0 � � ˆ B ˆ = i¯ h , dann sind die Observablen A und B nicht gleichzeitig • Wenn A, scharf bestimmbar. Beispiel: [ˆ x, pˆx ] = i¯ h bedeutet: ∆x∆px > ¯ h/2 ˆ B ˆ = i¯ ˆ , dann sind die Observablen A und B nicht gleichzeitig • Wenn A, hC � � ˆx, L ˆ y = i¯ ˆ z bedeutet: ∆Lx ∆Ly ≥ (¯ scharf messbar. Beispiel. L hL h/2) |Lz | � 2 � ˆ ˆ aber: L , Lj = 0 f¨ ur j = x,y,z �Φ�



A



ai



�ai �



�ai ,b j �



B bj



�Φ�



A



ai



�ai �



�b j �



B bj



� � � A, B � � 0



� � � A, B � � 0
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Projektor Bisher hatten wir die Produkte �α|β�, O|α�, �α|O und X Y . Wir k¨ onnen auch ein ket mit einem bra multiplizieren (genannt ¨ außeres Produkt, dyadisches Produkt): (|α�).(�β|) = |α��β| . W¨ ahrend das Ergebnis des inneren Produktes eine Zahl ist, ist das Ergebnis des außeren Produktes ein Operator (ein weiteres Postulat von Dirac): ¨ (|α��β|).(|γ�)



=



|α��β| wirkt auf |γ�



=



|α�(�β|γ�)



|α� mal der Zahl �β|γ� .



Wenn ein ¨ außeres Produkt auf ein ket wirkt, so ist das Ergebnis ein anderes ket, denn �β|γ� ist eine Zahl. Aus diesem Grund kann man |α��β| als Operator ansehen. Ein Beispiel ist der Projektions-Operator (diagonales ¨ außeres Produkt) Pα = |α��α| .



(2.109)



|α��α| projiziert aus einem beliebigen ket |Ψ� den Anteil der zu einem gegebenen Zustand (hier: |α�) heraus: Pα |Ψ� = |α��α|Ψ� = �α|Ψ�|α� . Pα projiziert |Ψ� in die Richtung von |α�. Die Zahl �α|Ψ� gibt die “L¨ ange” der Projektion von |Ψ� entlang der Richtung |α� an. Anschaulich hat der Projektor die Wirkung eines Polarisationsanalysators.



(2.110)



�Α�



Α��� �Α�� ���



PΑ



Beispiel: ¨ Im Fall von Gl. (2.103) hatten wir den Zustand |Ψ� als Uberlagerung der zwei HOEigenfunktionen |ϕ3 � und |ϕ4 � angeschrieben. Die Gleichung (2.110) zeigt uns, dass der Projektionsoperator Pϕ aus dem ket |Ψ� gerade den Beitrag jedes Basisvektors in der Entwicklung (2.103) liefert: Pϕ3 |Ψ�



Pϕ4 |Ψ�



= =



|ϕ3 ��ϕ3 |Ψ� = �ϕ3 |Ψ�|ϕ3 � = c3 |ϕ3 � |ϕ4 ��ϕ4 |Ψ� = �ϕ4 |Ψ�|ϕ4 � = c4 |ϕ4 �
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Die Darstellung eines allgemeinen Zustands Ψ durch Eigenzust¨ ande |ϕn � eines linearen hermiteschen Operators X zeigt, dass dieser Zustand Ψ vollst¨ andig durch seine Komponenten in der vorgegebenen Basis bestimmt ist. Wenn f¨ ur den Zustand gilt |Ψ� =



� n



|ϕn � �ϕn |Ψ� =



� n



cn |ϕn � ,



(2.111)



dann k¨ onnen wir diesem Zustand einen Spaltenvektor zuordnen







   |Ψ� ↔   



c1 c2 .. . cm .. .







   ,  



(2.112)



wobei die Elemente cn gerade die Projektionen von |Ψ� auf die Basiszust¨ ande |ϕn � darstellen. Wenn wir eine Menge von N Basisfunktionen f¨ ur unser Problem spezifiziert haben, dann k¨ onnen wir analog einen Operator X in Form einer quadratischen Matrix darstellen. Dazu verwenden wir zweimal die Vollst¨ andigkeitsrelation (2.108) X = 1X1 =



�� ϕn ϕm



|ϕn ��ϕn |X|ϕm ��ϕm | .



In dieser Gleichung gibt es insgesamt N 2 Zahlen der Form �ϕn |X|ϕm �, die wir in einer N × N Matrix anordnen k¨ onnen







X11  X21 X = (Xnm ) =   X31 .. .



X12 X22 X32 .. .



X13 X23 X33 .. .







... ...  ...  , .. .



wobei die Matrixelemente Xnm = �ϕn |X|ϕm � durch die Wahl der Basis eindeutig festgelegt sind. Es ist u ¨blich den ersten Index als Zeilenindex, den zweiten als Spaltenindex anzusehen. Die Zahlen �ϕn |X|ϕm � bilden die Matrix des Operators X in der Basis {|ϕ�}. Beispiel 1 : Die Matrix-Darstellung des Hamilton-Operators f¨ ur den HO hat folgende Form:







1/2  0 hω  ¯  0 .. .



0 3/2 0 .. .



0 0 5/2 .. .







... ...  ...  . .. .



Sie hat also nur Diagonalelemente, n¨ amlich die Eigenwerte von H.



Beispiel 2 : Die Matrix des elektrischen Dipol-Operators q z f¨ ur den HO. Da die Ladung q eine



54



KAPITEL 2. PRINZIPIEN DER QUANTENMECHANIK



Konstante darstellt, ist diese Matrix gleich q mal der Matrix  √ 0√ 1/ 2 0 0 ...  1/ 2 0 1 0 ... � �  h  ¯ 0 1 0 15/2 . .. q·  � mω  15/2 0 . . . 0 0  .. .. .. .. .. . . . . .



des Orts-Operators z







   .  



(2.113)



Der Dipol-Operator hat nichtverschindende Matrixelemente nur zwischen Zust¨ anden, die sich in der Quantenzahl um ±1 unterscheiden. “Zwischen diesen Zust¨ anden ist ein elektrischer Dipol¨ ubergang m¨ oglich”



Matrix-Darstellung des kets Jetzt untersuchen wir das ket |χ�, das durch Anwendung des Operators X auf das ket |Ψ� entsteht (der Zustand |Ψ� wird durch den Operator X auf den Zustand |χ� abgebildet) : |χ� = X|Ψ� .



(2.114)



Beide kets entwickeln wir gem¨ aß Gl.(2.95): |χ� |Ψ�



=



� n



=



� n



c�n |ϕn � cn |ϕn �



Damit gilt nach Einf¨ uhren der Vollst¨ andigkeitsrelation: c�i



= =



�ϕi |χ� = �ϕi |X|Ψ� = �ϕi |X1|Ψ�



� j



=



�



�ϕi |X|ϕj ��ϕj |Ψ� Xij cj



j



In Matrixform schreibt sich Gl.2.114 als:











 X11 c�1 �   c2   X21  c�  =  X31 3 .. . .



X12 X22 X32 .. .



X13 X23 X33 .. .



   ... c1 ...   c  2 ...   ·  c3  . .. . .



Die Koordinaten c�n erh¨ alt man, indem man den Spaltenvektor, der das ket |Ψ� repr¨ asentiert von links mit der Matrix multipliziert, die den Operator X darstellt.
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2.10.1



Operatoren klassische Gr¨ oße



Operator (Ortsdarstellung)



Ort



x �r



xˆ = x ˆ �r = �r



Impuls



px



∂ pˆx = ¯hi ∂x � = pˆ� = ¯h ∇



p � kinetische Energie Drehimpuls



i



p2 2m



2



2



�



∂ , ∂, ∂ ∂x ∂y ∂z 2



h ¯ h ¯ ∂ − 2m ∇2 = − 2m ( ∂x 2 +



Lx = ypz − zpy � = �r × p� L



Hamiltonian18



H=



Spin



-



2.10.2



¯ h i



p2 2m



+ V (�r, t)



∂2 ∂y 2



�



+



∂2 ) ∂z 2



ˆ x = ¯h (y ∂ − z ∂ ) L i ∂z ∂y ˆ h ¯ � � L = i �r × ∇ ˆ = − ¯h2 ∇2 + V (�r, t) H 2m ˆ� S = {σx , σy , σz }



Postulate der Quantenmechanik



1. Der Zustand eines physikalischen Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 wird durch die Angabe eines Kets |ψ(t0 )� aus dem Zustandsraum H (HilbertRaum) definiert. H ist ein linearer Vektorraum. 2. Jede messbare physikalische Gr¨ oße wird durch einen im Zustandsraum H wirkenden Operator A beschrieben. Dieser Operator ist hermitesch19 und beschreibt eine Observable (eine beobachtbare Gr¨ oße). In der Quantenmechanik beschreibt man den Zustand eines Systems durch einen Zustandsvektor und die dazu geh¨ origen Gr¨ oßen durch Operatoren. 3. Wird eine physikalische Gr¨ oße A gemessen, so kann das Resultat nur einer der Eigenwerte des zugeh¨ origen Operators Aˆ sein. • Da eine Beobachtung von A stets nur einen reellen Wert liefert, muss Aˆ hermitesch sein. • Ist das Spektrum von Aˆ diskret, so sind die m¨ oglichen Messungen von A quantisiert. • Sind in einem diskreten Spektrum s¨ amtliche Eigenwerte an von Aˆ nicht entartet, so geh¨ ort zu jedem von ihnen genau ein Eigenvektor |φn � Aˆ |φn � = an |φn � . Im Folgenden nehmen wir immer an, dass diese Eigenvektoren normiert sind. • Weil A eine Observable ist, bildet die Menge der Eigenvektoren |φn � in H eine Basis und wir k¨ onnen den Zustandsvektor |Ψ� in der Form |Ψ� =



� n



cn |φn �



19 Eine Matrix, in der die um die Hauptdiagonale symmetrischen Elemente komplex conjugierte Gr¨ oßen sind.
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KAPITEL 2. PRINZIPIEN DER QUANTENMECHANIK schreiben. 4. Nichtentartetes diskretes Spektrum: Wird die physikalische Gr¨ oße A eines Systems im normierten Zustand |Ψ� gemessen, dann ist die Wahrscheinlichkeit als Ergebnis den nichtentarteten Eigenwert an zu messen gegeben durch P(an ) = |cn |2 = |�un |Ψ�|2 . 5. Entartetes diskretes Spektrum: In diesem Fall geh¨ oren zu einigen der Eigenwerte an mehrere orthonormierte Eigenvektoren |uin � Aˆ |uin � = an |uin �



wobei



i = 1, 2, . . . gn ,



wobei gn den Grad der Entartung angibt. Der Zustandsvektor kann nach der orthonormierten Basis {|uin } entwickelt werden: |Ψ� =



gn �� n



i=1



cin |uin � .



In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit: P(an ) =



gn � i=1



|cin |2 =



gn � i=1



|�uin |Ψ�|2 .



6. Nichtentartetes kontinuierliches Spektrum: Ist |vα � der Eigenvektor der zu Aˆ geh¨ orenden Observablen A mit dem Eigenwert α, dann ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung ein Ergebnis zwischen α und α + dα zu finden dP(α) = �|vα |Ψ�|2 dα . 7. Reduktion des Wellenpakets am Beispiel eines nicht entarteten diskreten Spektrums. Angenommen wir kennen den Zustandsvektor |Ψ� f¨ ur ein System unmittelbar vor einer Messung, dann erlaubt das vierte Postulat die Vorhersage mit welcher Wahrscheinlichkeit sich die m¨ oglichen Resultate ergeben. F¨ uhrt man dann die Messung wirklich aus, so erh¨ alt man nur eines dieser m¨ oglichen Ergebnisse. Unmittelbar nach der Messung stellt sich nicht mehr die Frage nach der Wahrscheinlichkeit. Der Zustand des Systems ist jetzt nicht mehr |Ψ�, sondern f¨ ur den Fall, dass man den Eigenwert an gefunden hat ist der Zustandsvektor jetzt |φn �. Der Zustand |Ψ� wurde auf den Raum des Eigenvektors |φn � projiziert. 8. Die zeitliche Entwicklung des Zustandsvektors |Ψ(t)� wird durch die zeitabh¨ angige Schr¨ odinger-Gleichung d ˆ |Ψ(t)� |Ψ(t)� = H(t) dt ˆ ist der Hamilton-Operator des Systems, eine Obserbestimmt. Dabei ist H vable, die der Gesamtenergie des Systems zugeordnet ist. i¯ h
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Bandbio ImPuls 

(GGG- Alternative Rock, Deutschrock. GrÃ¼ndung 2013. Album: aton Rock (EF). Wocals: Sebastian Rist. Garre Markus Lehmann. Gare: Heiko Merz.
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Bandbio ImPuls 

A support von DIE HAPPY, BLACKMAIL und DIETER THOMAS. KUHN. A) Slot beim ... 4) Teilnahme am HELP-MUSIC-AWARD-FESTIVAL in. Berlin Tempelhof ...
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KVB Impuls 2-2012 

und unterliegen auch nicht der praxisindividuellen Obergrenze. Sie werden von den .... 2 Quelle: ZI-Praxis-Panel, Jahresbericht 2010. 3 Quelle: KBV, Fragen ...
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KVB Impuls 2-2012 

sorgung ihrer Versicherten investieren mÃ¼ssten. Stattdessen ... und der GKV-Spitzen- verband Bund (GKV-SpiBu) verhandeln jedes Jahr darÃ¼ber, wie viele.
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) 28 

PCA. 440. GOBIERNO REGIONAL DEL DEPARTAMENTO DE AMAZONAS. 784 177 032. 441. GOBIERNO REGIONAL DEL DEPARTAMENTO DE ANCASH
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28 ... 

Proporcionar información a los usuarios para que protejan sus sistemas de información contra amenazas y vulnerabilidades
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ur Impuls - Bundesverband WindEnergie eV 

29.09.2016 - tieren. at der Stabil ftigten und werb hat si tet. Diese P . Die Energi nbedingung ... Nationalen Maritimen Konferenz am 4. April 2017 in Hamburg ...
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GDI Impuls - Gottlieb Duttweiler Institute 

Detlef GÃ¼rtler. 30 breAkInG The bAD. Gestern ... Detlef GÃ¼rtler. 108 DIe ThouGhT-leADer- ..... klar, dass ihr nicht versteht, was es bedeutet, eine Person zu sein.
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ur Impuls - Bundesverband WindEnergie eV 

29.09.2016 - teinen wie d. Kommunika neue Perspe n. annte Trans sierung verk erzeugungs Ã¶tige Versorg traler organ. Wirtschaftss d damit nac bildet die m.
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IMPULS 2013 Programmlepo RZ4.indd 

Auf der von Walter. Gropius entworfenen Bau- hausbÃ¼hne .... von Thomas Buchholz, Axel Gebhardt,. Johannes GroÃŸ, Jens Klimek, Thomas KÃ¶nig, Klaus-Dieter.
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LerNetz Impuls Event Bernhard Probst - Lernetz Cloud 

Wie lernt man wirkungsvoll und nachhaltig? 3. SelbsteinschÃ¤tzung des eigenen Leistungsniveau. GlaubwÃ¼rdigkeit. Feedback. Meta-kognitive Strategien. Interaktive Videos. Programmierte Instruktion. Fachkompetenz (0.09). 0.00. 1.40. 0.40. Einflussfakto
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

Eventuell fehlende Teilkenntnisse kÃ¶nnen bei Bedarf durch Schulung vermittelt werden und sollten Sie keinesfalls von einer Bewerbung abhalten. FÃ¼r telefonische Vorabinformationen steht Ihnen gerne Herr Lenbet unter der Ruf- nummer 0202 481-186 zur 
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

Ihr Profil erfÃ¼llt weitestgehend die folgenden Anforderungen: â€¢ Idealerweise Ingenieur/in oder Techniker/in Maschinenbau und/oder Mechatronik/in mit ...
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit 

Thielenhaus Technologies GmbH,. Postfach 20 18 55,. 42218 Wuppertal, oder nutzen Sie unser Bewerbungsformular auf: www.thielenhaus.com/de/karriere/karriere. PrÃ¤zision und hÃ¶chste QualitÃ¤t sind seit mehr als hundert ... renstechnik sowie die Textil
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

chen wir zur Verstärkung unserer Projektierung eine/n. Der richtige Impuls zur richtigen Zeit. Werden Sie Zerspanungsmechaniker /in bei Koellmann Gear.
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

suchen wir zur Verstärkung unseres Vertriebs eine/n. Der richtige Impuls zur richtigen Zeit. Werden Sie Sales Manager /in bei Thielenhaus Technologies.
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

suchen wir zur Verstärkung unserer Projektierung eine/n. Der richtige Impuls zur richtigen Zeit. Werden Sie Projekfierer /in bei Thielenhaus Technologies.
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nachkirchliches christsein der freie christliche impuls 

If you want to possess a one-stop search and find the proper manuals on your products, you can visit this website that delivers many Nachkirchliches Christsein.
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Mobilgrease 28 

superior de carga, reduce la resistencia friccional, y previene el desgaste ... también puede ser usado en maquinaria na
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

Zerlegung und Reparatur von Getrieben. â€¢ DurchfÃ¼hrung von ProbelÃ¤ufen. Ihr Profil erfÃ¼llt weitestgehend die folgenden Anforderungen: â€¢ Abgeschlossene ...
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

Ihr Profil erfÃ¼llt weitestgehend die folgenden Anforderungen: â€¢ Abgeschlossene Ausbildung zum Industriemechaniker oder in einem anderen vergleichbaren.
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit 

fÃ¼hrenden Herstellern von Werkzeugmaschinen zur. OberflÃ¤chenfeinstbearbeitung und zum Doppelsei- tenschleifen mit Standorten in Deutschland, Schweiz,.
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Der richtige Impuls zur richtigen Zeit - Thielenhaus 

Präzision und höchste Qualität sind seit mehr als hundert. Jahren zentrale Eigenschaften der Produkte von Koellmann. Gear & Airtec. Dabei haben wir uns von ...
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