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Voronoi-Relaxierung allgemeiner Objekte Stefan Hiller, Oliver Deussen Technische Universit¨at Dresden



Zusammenfassung Die vorliegende Arbeit beschreibt ein Verfahren zur effizienten und schnellen Berechnung zentroidalen Voronoi-Tesselierungen nahezu beliebig geformter zweidimensionaler Objekte. Die Besonderheit der hierf¨ur entwickelten Berechnungfrom ist dabei, daß alle Berechnungen durch grafische bzw. numerische Verfahren abgedeckt werden und nicht analytisch erfolgen. Hierdurch ist der Einsatz von Graphikhardware m¨oglich und damit eine effiziente Behandlung allgemeiner Objekte. Anhand einiger Anwendungsbeispiele wird die N¨utzlichkeit der Verfahren demonstriert.
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Motivation



In [DHOS00] wurde beschrieben, wie punktfo¨ rmige Objekte aus einer zuf¨alligen oder regelm¨aßigen Verteilung u¨ ber Relaxierung auf der Basis von Voronoi-Diagrammen in eine sogenannte zentroidale Voronoi-Tesselierung u¨ berfu¨ hrt werden k¨onnen, in der jedes Objekt im Schwerpunkt seines Voronoi-Gebietes sitzt. Die Anordnung der Punktobjekte entspricht dann einer Poisson-Disc Verteilung. Diese Verteilungen wurden anschließend verwendet, um Punkte in einer nichtrealistischen gepunkteten Computergraphik (engl. Stippling) anzuordnen. Es wurde dabei empirisch gezeigt, daß K¨unstler ihre Punkte beim Anfertigen solcher Darstellungen auf a¨ hnliche Weise setzen. Schon vorher wurden dieselben Punktver teilungen f¨ur die Positionierung von Pflanzen auf einer Oberfl¨ache verwendet [DHL 98], da auch in diesem Falle f¨ur manche Pflanzenspezies eine Poisson-Disc Verteilung angenommen werden kann. In beiden F¨allen stellt sich die Frage, ob man solche Verteilungen nicht auch f¨ur andersartige Objekte erzeugen kann. Im Fall der nichtrealistischen Computergraphik k¨onnten dann neuartige nichtrealistische Darstellungen mit beliebigen Objekten generiert werden, im Fal¨ ¨ le der Modellierung von Okosystemen k¨onnte man Objekte wie Aste oder Baumst¨amme auf einer Oberfl¨ache ansprechend verteilen. F¨ur weitere Anwendungen gen¨ugt es ebenfalls nicht, die einzelnen Objekte lediglich als Punkte zu behandeln. Hier besteht die Notwendigkeit, zentroidale Voronoi-Verteilungen von beliebig geformten Objekten (d.h. in der Regel von beliebig geformten Polygonen) zu erzeugen. Die prim¨are Zielstellung dieser Arbeit liegt daher in der schnellen Berechnung der VoronoiGebiete und der effizienten Durchfu¨ hrung der Relaxierungsschritte zur Erzielung einer zentroidalen Voronoi-Tesselierung allgemeiner Objekte. Hierbei hilft eine Arbeit von K. Hoff  et al. [HCK 99], die eine vorher schon in [NDW93] vorgestellte Berechnungsmethode mit Graphikhardware nutzt.
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Voronoi-Gebiete und deren graphische Bestimmung



Der von uns betrachtete Raum zur Ermittlung eines Voronoi-Diagrammen ist in der Regel  der dieses Raumes seien die Elemente einer n-elementigen Menge  



  ,die  . Objekte Das Voronoi-Diagramm der Elementmenge  wird hier unter Zuhilfenahme 



  ist der des euklidschen Abstandsmaßes bestimmt. F¨ur zwei gegebenen Elemente 







  Bisektor die Menge aller Punkte  aus , welche zu und  den gleichen Abstand haben. Er teilt den Ebene/Raum in zwei offene Halbebenen. Bisektor: 1. Halbebene: 2. Halbebene:
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Das Voronoi-Gebiet zu einem Element ist eine kompakte Region (f¨ur Punkte ein konvexes 



Polygon), welches immer auch enth¨alt. Voronoi-Gebiet: *
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(1) 



  haben disjunkte Voronoi-Regionen, da kein 2   Zwei verschiedene



Elemente    und ".       geh¨oren kann. Die Vereinigung der Voronoi-Gebiete gleichzeitig zu ".



ist eine Tesselierung der Ebene , wenn die Punkte der Bisektoren (Voronoi-Kanten) zwischen den Elementen hinzugenommen werden. Zur Ermittlung von Voronoi-Diagrammen allgemeiner Objekte muss der euklidsche Abstandsbegriff erweitert werden. Der kleinste Abstand zwischen einem Punkt  der Zeichen



ebene und einem Objekt wird definiert als:
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Es wird also jeweils das Minimum der Abst¨ande von Objektpunkten zu  verwendet. Der Bisektor zwischen einem Punkt und einem Liniensegment besteht dann aus einer Strecke und zwei Parabeln1. Der Bisektor zwischen zwei Liniensegmenten aus vier Liniensegmenten und drei Kurven. Solche Voronoi-Diagramme k¨onnen mit Hilfe einer 3D-Grafikpipeline relativ einfach praktisch bestimmt werden. Die Anforderungen an die Pipeline sind dabei lediglich die Existenz eines Tiefenpuffer mit individuell gespeichertem Tiefenwert f¨ur jedes Pixel, eine M¨oglichkeit zum Zeichnen farbiger 3D-Dreiecke  und eine orthogonale Projektion. In [NDW93](S. 406) sowie [HCK 99] wird ein Ansatz zur Berechnung von VoronoiDiagrammen allgemeiner Objekte mit Hilfe von OpenGL pr¨asentiert. Dieser Ansatz ist sowohl effizient durch den Einsatz von Graphikhardware zu implementieren, als auch gen¨ugend flexibel um, eine Reihe von Effekten zu testen. Der grafische Berechungsansatz kann auch mit einer anderen Grafikbibliothek implementiert werden wie z.B. Direct3D, wichtig sind nur die genannten Anforderungen an die Grafikpipeline. Farbige Darstellung 1 Bildet die Linie die x-Achse in einem Koordinatensystem und liegt der Punkt jeder Punkt zum Bisektor, der die Gleichung erf¨ullt.
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auf der y-Achse, so geh¨ort



ben¨otigen wir zur Farbkodierung der einzelnen Objekte. Die 3D-Dreiecke, der Z-Puffer (Tiefenpuffer) und die orthogonale Projektion gestatten es, die euklidische Entfernungsbestimmung konstruktiv umzusetzen. Die orthogonale Projektion ist wichtig, um keine geometrische Verzerrung zu erzeugen die die Lage der Bisektoren verf¨alschen w¨urde. Die Beschreibung des grafischen Ansatzes wird deutlich wenn wir zun¨achst von Punkten zu Linien und anschließend zu Linienzu¨ gen/Polygonen u¨ bergehen. Wie aus der allgemeinen Definition f¨ur Voronoi-Diagramme hervorgeht liegt ein Hauptproblem in der Suche nach der Menge von Bisektoren. F¨ur den trivialen Fall, bei dem lediglich zwei Punkte gegeben sind, ist der Bisektor gleich der Mittelsenkrechten zwischen den beiden Punkten. Diese Mittelsenkrechte kann graphisch bestimmt werden, wenn an der Position der Punkte auf der Zeichenebene jeweils ein in die Tiefe gerichteter unendlicher Kegel gestellt wird, dessen Spitze zum Betrachter zeigt. Der Schnitt zwischen beiden Kegeln ist genau der gesuchte Bisektor (Blickrichtung senkrecht zur Anordnungsebene). Nutzt man den Tiefenpuffer zur Ermittlung des Bisektors, so besteht dieser aus genau den Pixeln, f¨ur die die Tiefe auf beiden Objekten dieselbe ist. In Abbildung 1 ist die Seitenansicht des Tiefenpuffers dargestellt. An jedem Punkt ist ein Kegel befestigt.
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Abbildung 1: Geometrische Konstruktion f¨ur einen Fall mit zwei gegebenen punktfo¨ rmigen Objekten Dabei ist zu beachten, daß der Anstieg der Kegel gleich groß sein muß. Die resultierenden Schnittpunkte der Hilfslinien (Kegelm¨antel) bestimmen die Lage der Mittelsenkrechten und damit die Lage der Bisektoren. F¨ur mehrere Punkte ergibt sich die Konstruktion analog: Zuerst werden die Punkte so im dreidimensionalen Raum angeordnet, daß sie auf einer gemeinsamen Ebene liegen (in der Regel X-Y Ebene). Wieder wird an der Position jedes Punktes die Spitze eines Kreiskegels angesetzt. Ein dreidimensionaler Kegel wird unter OpenGL/Direct3D durch eine Menge von Dreiecken approximiert. Um die durch die Bildaufl¨osung maximal m¨ogliche Genauigkeit auszunutzen, sollte die optimale Anzahl der Kegelsegmente  bestimmt werden. Die Bestimmungsformel hat als Eingabegr¨oßen  ² den  Radius der Kegelgrundfl¨ache sowie den max. Fehlerwert ° in Pixel (z.B. °#2± ). Ergebnis ist der spitze Winkel ³ der gleichschenkligen Dreiecke, die einen einzelnen Kegel



approximieren.
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Die Bestimmung der Anzahl der Kegelsegmente ist damit trivial:
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Die Kegel sind gleich hoch und besitzen den gleichen Grundfl¨achenradius. Ein optimaler Radius f¨ur die Kegelgrundfl¨ache ist die gr¨oßte Diagonale der Zeichenfl¨ache, um im gesamten Z-Puffer zu jeder Zeit g¨ultige Z-Werte zu erzeugen. Je nach Anzahl und Lage der Objekte kann der gemeinsame Radius verkleinert werden - was zu Performacesteigerung f¨uhren kann, weil weniger Clipping-Operationen notwendig sind. W¨ahlt man f¨ur jeden Punkt eine andere Kegelfarbe und betrachtet die Zeichenfl¨ache senkrecht zur Punktebene (Kegelspitzen zeigen zum Betrachter) sowie eine orthogonale Projek¨ tion, so bilden sich durch die gegenseitige Uberschneidungen genau die Voronoigebiete der entsprechenden Punkte. Die Schnittberechnung erfolgt damit vollst¨andig durch die Grafikhardware. F¨ur Punktobjekte verwendet man durch Dreiecke approximierte Kreiskegel, f¨ur Linien setzt sich die Approximation aus zwei halben Kegeln an den Endpunkten und deren Verbindung durch Vierecke zusammen (siehe Abbildung 2).
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Abbildung 2: Visualisierung der geometrischen Konstruktion durch verallgemeinerte Kegel/Keglschnitte und Prismen Abbildung 3 zeigt das Ergebnis des Algorithmus am Beispiel von Punktobjekten. Die Farbkodierung hat den Vorteil, daß die Voronoi-Gebiete direkt aus dem Farbbild bestimmt und dann den Objekten zugeordnet werden k¨onnen. Der Tiefenpuffer muss somit gar nicht explizit ausgewertet werden. Die Genauigkeit der Berechnung ist bei diesem Ansatz nat¨urlich begrenzt. Sie h¨angt im wesentlichen von der r¨aumlichen Aufl¨osung der Zeichenfl¨ache ab. Durch ausschnittsweises Berechnen (Zooming) kann jedoch die Genauigkeit lokal an gegebene Forderungen angepasst werden. Der Nachteil der geringen Aufl¨osung wird durch die schnelle und einfache Berechnung in vielen Anwendungsf¨allen kompensiert. In den folgenden Abschnitten wird die Verknu¨ pfung der hardware-basierten Bestimmung von Voronoi-Gebieten mit dem



(a)



(b)



(c)



Abbildung 3: a) farbkodierte Voronoi-Gebiete, b) Voronoi-Kanten, c) grauwertkodierter Z-Puffer (Basis: f¨unf punktfo¨ rmige Generatoren) Relaxierungsverfahren vorgestellt, welches es erm¨oglicht, die gew¨unschten Anordnungen allgemeiner Objekte herzustellen.
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Voronoi Iteration



Das Problem der lokalen Optimierung von Punktanordnungen wurde bereits Anfang des 19ten Jahrhunderts von Launhardt (1882) und Weber (1909) untersucht. Mitte des 20. Jahrhunderts schritt die Entwicklung entsprechender L¨osungsverfahren weiter voran. Heute k¨onnen Anordnungsprobleme mit einer großen Anzahl von Punkten auf der Ebene oder dem Raum mit Hilfe von Voronoi-Diagrammen gel¨ost werden. Beispiele sind in [OBS97] zu finden. Nachteil vieler Verfahren ist jedoch die relativ hohe Zeitkomplexit¨at. Diese resultiert aus der aufwendigen L¨osung der Zielfunktion: 
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beschreibt hierbei die Dichte der Ziel-Anordnung (Bewertungs   ist eine einfache Kostenfunktion. '(.  ( Dabei ist der Ausdruck ¾ )(*  (   der Euklidischen Abstand der Punkte  und  . & Diese allgemeine Optimierung kann u¨ ber Voronoi-Gebiete lokal angen¨ahert werden. Hierzu wird das Voronoi-Diagramm der Punktmenge bestimmt und jeder Punkt in den Schwer  punkt seines Voronoi-Gebietes verschoben. Das Verfahren wird auch Lloyd’s Methode genannt [OBS97]. Seien * die Voronoi-Gebiete der Punkte  , aus Gleichung 1. Der Grundalgorithmus der Voronoi-Relaxierung (Iteration) lautet wie folgt: Die Funktion  funktion). $  &
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Globale Relaxierungs-Bedingung: Alle Operationen der Relaxierung verschieben die     , wobei  die 3 Objekte innerhalb ihrer Voronoi-Gebiete *0/ 1  1 21 mit 143 verwendete Zeichenfl¨ache ist.



Der entwickelte Relaxierungs-Operator wird folgendermaßen definiert: 



Eingabe:



Objektmenge 1 (2D-Koordinaten der Objekte)  Bedingung: Alle Objekte 1 51 liegen innerhalb von .



Ausgabe:



Objektmenge 176 mit verschobenen und gedrehten Basiskoordinaten.  



Vorberechnung:



Verschiebung/Drehung:



Bestimme Voronoi-Gebiete * / 1  aller  =:>  bestimme 1  Schwerpunkt  
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