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B Julia – eine moderne Alternative zu MATLAB B.1 Seit 2012 wird von einer Gruppe um den Mathematiker Alan Edelman am MIT die hochperformante, expressive und dynamische Programmiersprache Julia (Opensource mit MIT/GPL Lizenz) entwickelt, die sich sowohl für die Erfordernisse des Wissenschaftlichen Rechnens als auch für allgemeine Programmieraufgaben eignet. Durch ein modernes Design mit Elementen wie • JIT-Kompilation unter Verwendung von LLVM,83 • parametrischen Typen und Typinferenz zur Kompilierzeit, • Objektorientierung auf Basis von Multiple-Dispatch, • Homoikonizität und „hygienische“ Makroprogrammierung, • der Möglichkeit, C- und Fortran-Bibliotheken direkt aufzurufen, verbindet sie die Expressivität von Programmiersprachen wie MATLAB und Python mit der Performanz von Programmiersprachen wie C, C++ und Fortran. Für genauere Erklärungen und zur weiteren Einführung empfehle ich die Lektüre der Arbeit Jeff Bezanson, Alan Edelman, Stefan Karpinski, Viral B. Shah: Julia — A Fresh Approach to Numerical Computing, Juli 2015, arXiv:1411.1607. Eine weltweite, äußerst aktive Entwicklercommunity hat die Funktionalität von Julia um mittlerweile über 750 Zusatzpakete erweitert, Julia gehört damit zu den am stärksten wachsenden Programmiersprachen überhaupt. Durch das moderne Konzept, die hohe Performanz und die freie Zugänglichkeit stellt Julia bereits jetzt eine hochinteressante Alternative dar und dürfte mit steigender Verbreitung MATLAB sehr bald im universitären Unterricht ablösen. Als kleine Hilfestellung für den sehr empfehlenswerten Umstieg liste ich in diesem Anhang sämtliche MATLAB-Programme des Buchs noch einmal in einer Version für Julia v0.5 und werde dabei insbesondere auf die Vorteile und Unterschiede näher eingehen.84 B.2 Julias Sprachelemente zur numerischen linearen Algebra sind grundsätzlich eng an MATLAB angelehnt, ich verweise auf das 500-seitige Manual und die Hilfefunktion für Details: ?Befehl 83 „Low



Level Virtual Machine“, eine modulare Compiler-Unterbau-Architektur bestehend aus einem virtuellen Befehlssatz, einer virtuellen Maschine und einem übergreifend optimierenden Übersetzungskonzept. LLVM ist auch die Basis für den hochoptimierenden C-Compiler Clang. 84 Zum schnellen Testen lässt sich Julia übrigens unter juliabox.com ohne jede Installation direkt von einem Browser aus serverbasiert ausführen.
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Ein kleiner syntaktischer Unterschied besteht in der Verwendung eckiger statt runder Klammern für die Indizierung von Matrizen: A [j , k ] , A [ j1 : j2 , k1 : k2 ] , A [ j1 : j2 ,:] , A [: , k1 : k2 ] , A [:]



B.3 Im Gegensatz zu MATLAB werden in Julia Vektoren und Spaltenvektoren (oder auch 1 × 1 Matrizen und Skalare) nicht identifiziert, sondern als grundsätzlich verschiedene Typen behandelt (Typunterschiede führen zu unterschiedlich kompilierten Programmen und erhöhen so erheblich die Geschwindigkeit von Julia, da Typen nicht mehr zur Laufzeit geprüft werden müssen). Bei Spaltenvektoren fällt das in der Praxis kaum auf, da Matrix-Vektor-Produkte mit Matrix-Spaltenvektor-Produkten kompatibel sind. Man muss aber bei Zeilenvektoren aufpassen, da die Ausdrücke A [: , k ] , A [j ,:]



beide einen Vektor aus den entsprechenden Komponenten der entsprechenden Spalte und Zeile der Matrix A erzeugen. Explizite Erzeugung eines Spalten- oder Zeilenvektors erfordert die folgende (MATLAB-kompatible) Syntax: A [: , k : k ] , A [ j :j ,:]



Die Tabelle aus §3.2 sieht für Julia daher wie folgt aus: Bedeutung



Formel



Julia



Komponente von x



ξk



x[k]



Komponente von A



α jk



A[j,k]



Spaltenvektor von A



ak



A[:,k] bzw. A[:,k:k]



Zeilenvektor von A



a0j



A[j:j,:]



Untermatrix von A



(α jk ) j=m:p,k=n:l



A[m:p,n:l]



Adjungierte von A



A0



A’



Matrixprodukt



AB



A*B



Identität



I ∈ Rm × m , Cm × m



eye(m), complex(eye(m))



Nullmatrix



0 ∈ Rm × n , Cm × n



zeros(m,n), complex(...)



B.4 Ein wesentlicher semantischer Unterschied zwischen MATLAB und Julia besteht in der Übergabe von Matrizen bei Zuweisungen oder Funktionsaufrufen. Julia übergibt nämlich Referenzen an Objekte („call by reference“), so dass in folgendem Beispiel die Variablen A und B beide auf die gleiche Matrix im Speicher verweisen: 1 2 3



>> A = [1 2; 3 4]; >> B = A ; >> B [1 ,1] = -1;



B 4 5
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>> A [1 ,1] -1



MATLAB hingegen übergibt (d.h., kopiert) die Werte („call by value“) und hätte in dem Beispiel eben den ursprünglichen Wert 1 für A(1,1) zurückgegeben. In Julia erreicht man dieses Verhalten durch das Anlegen einer expliziten Kopie: B = copy ( A )



B.5 Wie MATLAB legt auch Julia bei Indizierungen wie z.B. A[:,k:k] eine Kopie an (hier also die einer m × 1-Untermatrix) bietet aber darüberhinaus mit den Varianten view(A,:,k:k) als m × 1-Matrix und view(A,:,k) als m-Vektor sogenannte direkte Views in den Speicher von A. Alternativ kann man auch das Makro @view verwenden: 1 2



x = A [: , k ] # Vektor x ist eine Kopie der k-ten Spalte von A y = @view A [: , k ] # Vektor y ist mit der k-ten Spalte von A im Speicher identisch



Diese Views sparen neben Speicherplatz oft auch Laufzeit, da auf unnötige Kopieroperationen verzichtet werden kann. B.6 Matrixmultiplikation Bemerkung. Für K = C muss die erste Zeile jeweils C = complex(zeros(m,p)) lauten.



Programm 1 (Matrixprodukt: spaltenweise). 1 2 3 4



C = zeros (m , p ) for l =1: p C [: , l ] = A * B [: , l ] end



Programm 2 (Matrixprodukt: zeilenweise). 1 2 3 4



C = zeros (m , p ) for j =1: m C [ j :j ,:] = A [ j :j ,:]* B end



Da Julia für das Zeilenvektor-Matrix-Produkt in Programmzeile 3 die BLASRoutine xGEMM für die Matrix-Matrix-Multiplikation aufruft, lässt sich die Version durch explizite Verwendung der BLAS-Routine xGEMV für die Matrix-VektorMultiplikation (mit gesetztem Transpositionsflag ’T’) beschleunigen:85 Programm 2 (Matrixprodukt: zeilenweise, schnellere Version). 1 2 3 4



C = zeros (m , p ) for j =1: m C [j ,:] = BLAS . gemv ( ’T ’ ,B , A [j ,:]) end 85 Julia



besitzt mit BLAS.xyz und LAPACK.xyz sehr bequeme Interfaces zum Aufruf einer BLAS- oder LAPACK-Routine ’xyz’.
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Programm 3 (Matrixprodukt: innere Produkte). 1 2 3 4 5 6



C = zeros (m , p ) for j =1: m for l =1: p C [ j :j , l ] = A [ j :j ,:]* B [: , l ] end end



Diese Version lässt sich deutlich beschleunigen, wenn Julia explizit eine BLAS1-Routine verwendet und keine Kopien der Zeilen- und Spaltenvektoren anlegt: Programm 3 (Matrixprodukt: innere Produkte, schnellere Version). 1 2 3 4 5 6



C = zeros (m , p ) for j =1: m for l =1: p C [j , l ] = dot ( conj ( view (A ,j ,:) ) , view (B ,: , l ) ) end end



Bemerkung. Beachte, dass dot für K = C den ersten Faktor komplex konjugiert.



Programm 4 (Matrixprodukt: äußere Produkte). 1 2 3 4



C = zeros (m , p ) for k =1: n C += A [: , k ]* B [ k :k ,:] end



Da Julia für das äußere Produkt eine Matrix-Matrix-Multiplikation aufruft, lässt sich das Programm durch die passende Level-2-BLAS-Routine xGER beschleunigen: Programm 4 (Matrixprodukt: äußere Produkte, schnellere Version für reelle Matrizen). 1 2 3 4



C = zeros (m , p ) for k =1: n BLAS . ger !(1.0 , A [: , k ] , B [k ,:] , C ) # Aufruf von xGER in situ end



Bemerkung. Julia verwendet ein ’!’ am Ende eines Namens, wenn die Routine in situ abläuft und dabei wenigstens ein Argument überschreibt. So führt BLAS.ger!(alpha,x,y,A) den Rang-1-Update A + αxy0 → A im Speicherplatz von A aus.



Aufgabe. Ändere das Programm so, dass es für komplexe Matrizen lauffähig bleibt.



Programm 5 (Matrixprodukt: komponentenweise). 1 2 3 4 5 6 7 8



C = zeros (m , p ) for j =1: m for l =1: p for k =1: n C [j , l ] += A [j , k ]* B [k , l ] end end end



B
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Dank des extrem effektiven JIT-Compilers (der nativen Maschinencode erzeugt) ist die komponentenweise Multiplikation in Julia deutlich schneller als in MATLAB und fast schon so schnell wie in C. Die volle Geschwindigkeit von C erreicht man, indem Julia durch die Compilerdirektive @inbounds mitgeteilt wird, dass das Programm die Korrektheit der Indizes garantiert und Julia daher auf eine entsprechende Zulässigkeitsprüfung verzichten darf: Programm 5 (Matrixprodukt: komponentenweise, schnellere Variante). 1 2 3 4 5 6 7 8



C = zeros (m , p ) for j =1: m for l =1: p for k =1: n @inbounds C [j , l ] += A [j , k ]* B [k , l ] end end end



Die Laufzeiten zeigen, dass Julia gegenüber MATLAB insbesondere dann deutliche Geschwindigkeitsvorteile besitzt, wenn Schleifen im Spiel sind, hier wird die volle Geschwindigkeit einer kompilierten Sprache wie C erreicht. Wir erhalten nämlich in Ergänzung von Tabelle 3.4: Programm



BLAS-Level



MATLAB [s]



C & BLAS [s]



Julia [s]



A*B



3



0.031



0.029



0.030



spaltenweise



2



0.47



0.45



zeilenweise



2



0.52



0.49



äußere Produkte



2



3.5



0.75



innere Produkte



1



1.7



1.5



komponentenweise



0



20



1.6



0.48 1.2 0.52 6.53 0.75 8.5 1.8 3.1 1.6



Die geringfügigen Abweichungen zwischen C und Julia erklären sich aus den unterschiedlichen BLAS-Libraries: MKL von Intel für C (wie auch in MATLAB) und OpenBLAS für Julia. B.7 Laufzeiten werden entweder mit dem @time Makro gemessen, @time Anweisungen



oder in Analogie zu MATLAB mit tic () ; Anweisungen; toc ()



Genauere Messungen führt man mit dem Paket BenchmarkTools durch, das bei kurzen Laufzeiten automatisch Mittelwerte über mehrere Durchläufe bildet. Die Anzahl der lokalen Prozessorthreads, welche die BLAS-Routinen parallel verwenden können, lässt sich bei Julia bequem einstellen: BLAS . se t_ nu m _t hr ea d s (Anzahl der Kerne)
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B.8 Vorwärtssubstitution zur Lösung von Lx = b Programm 6. 1 2 3 4



x = zeros ( b ) # Nullvektor gleicher Größe und gleichen Typs (reell/komplex) wie b for k =1: m x [ k : k ] = ( b [ k : k ] - L [ k :k ,1: k -1]* x [1: k -1]) / L [k , k ] end



Bemerkung. Wir bemerken die konsequente Verdopplung des Index k: Das Produkt L[k:k,1:k-1]*x[1:k-1] aus Zeilenvektor und Vektor liefert in Julia nämlich ein Ergebnis vom Typ Vektor (in K1 ), wohingegen die Komponenten b[k], x[k] vom Typ Skalar sind. Eine „Typ-Promotion“ von Vektoren aus K1 und Matrizen aus K1×1 zu Skalaren aus K ist bei Zuweisungen in Julia aber nicht vorgesehen. Wir müssen daher b[k:k] und x[k:k] schreiben, um den richtigen Datentyp sicherzustellen. Eine Alternative besteht in der Verwendung des Befehls dot (wobei für K = C die komplexe Konjugation im ersten Faktor kompensiert werden muss): 1 2 3 4



x = zeros ( b ) for k =1: m x [ k ] = ( b [ k ] - dot ( conj ( L [k ,1: k -1]) ,x [1: k -1]) ) / L [k , k ] end



In situ sieht die erste Variante dann so aus: Programm 7 (Vorwärtssubsitution für x ← L−1 x). 1 2 3 4



for k =1: m x [ k : k ] -= L [ k :k ,1: k -1]* x [1: k -1] x [ k ] /= L [k , k ] end



Auch in Julia lautet der Befehl zur Lösung von Dreieckssystemen der Form Lx = b bzw. Rx = b kurz und knapp (und genau wie MATLAB analysiert Julia dabei zunächst die Struktur der Matrix): x = L \b , x = R \ b



B.9 Kodieren wir in Julia eine Permutation π ∈ Sm mit p = [π (1), . . . , π (m)], so lassen sich die Zeilen- und Spaltenpermutationen Pπ0 A bzw. APπ durch A [p ,:] , A [: , p ]



ausdrücken. Die Permutationsmatrix Pπ selbst erhält man dann wie folgt: E = eye ( m ) , P = E [: , p ]



In Julia ist das Symbol I für eine universelle Einheitsmatrix reserviert (siehe die Rekonstruktion des L-Faktors in §B.10 und das Programm in §B.23) und sollte daher besser nicht überschrieben werden.



B
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B.10 Die Dreieckszerlegung lautet in der in situ Variante ohne Pivotisierung: Programm 8 (Dreieckszerlegung von A ohne Pivotisierung). 1 2 3 4



for k =1: m A [ k +1: m , k ] /= A [k , k ] A [ k +1: m , k +1: m ] -= A [ k +1: m , k ]* A [ k :k , k +1: m ] end



# (7.1b) # (7.1c)



Die Rekonstruktion der Faktoren L und R erfolgt sodann mit den Befehlen: 5 6



L = tril (A , -1) + I R = triu ( A )



Hierbei werden aber Kopien der Daten aus der Matrix A angelegt und als volle Matrizen (d.h. etwa zur Hälfte Nullen) abgespeichert. Effektiver ist der direkte View in den Speicher von A in Form einer Datenstruktur für (unipotente) Dreiecksmatrizen, mit der sich jedoch genau wie mit anderen Matrizen rechnen lässt: 5 6



L = LinAlg . U n i t L o w e r T r i a n g u l a r ( A ) R = LinAlg . U pp e rT ri an g ul ar ( A )



Mit Pivotisierung sieht das Ganze wie folgt aus: Programm 9 (Dreieckszerlegung von A mit Pivotisierung). 1 2 3 4 5 6 7



p = collect (1: m ) # Initialisierung des Permutationsvektors for k =1: m j = indmax ( abs ( A [ k :m , k ]) ) ; j = k -1+ j # Pivotsuche p [[ k , j ]] = p [[ j , k ]]; A [[ k , j ] ,:] = A [[ j , k ] ,:] # Zeilenvertauschung A [ k +1: m , k ] /= A [k , k ] # (7.2d) A [ k +1: m , k +1: m ] -= A [ k +1: m , k ]* A [ k :k , k +1: m ] # (7.2e) end



Die Dreiecksfaktoren der Matrix A[p,:] werden genau wie eben rekonstruiert. Peak-Performance erreicht man mit dem Julia-Interface zu xGETRF: L , R , p = lu ( A )



B.11 In Julia lautet die Lösung X ∈ Km×n des Systems AX = B ∈ Km×n daher: 1 2 3



L , R , p = lu ( A ) Z = L \ B [p ,:] X = R\Z



oder völlig äquivalent, wenn wir die Zerlegung P0 A = LR nicht weiter benötigen: X = A\B



Alternativ bietet Julia eine kompakte Datenstruktur Base.LinAlg.LU zur Speicherung der Faktorisierung an: F = lufact ( A ) # lufact (A , Val { false }) unterbindet die Pivotisierung L = F [: L ]; R = F [: U ]; p = F [: p ]
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Damit lässt sich nun jedes System der Form AX = B ohne erneute Faktorisierung von A kurz und knapp wie folgt lösen: X = F\B



B.12 Das Programm zur Cholesky-Zerlegung lautet in Julia: Programm 10 (Cholesky-Zerlegung von A). 1 2 3 4 5 6



L = zeros ( A ) for k =1: m lk = L [1: k -1 ,1: k -1]\ A [1: k -1 , k ] L [k ,1: k -1] = lk ’ L [ k :k , k ] = sqrt ( A [ k :k , k ] - lk ’* lk ) end



# (8.1b) # (8.1a) # (8.1c)



Aufgabe. Schreibe eine Variante, die in situ das untere Dreieck von A in dasjenige von L überführt. Hinweis. Verwende LinAlg.LowerTriangular, vgl. B.10.



Peak-Performance erreicht man mit dem Interface zu xPOTRF: L = chol (A , Val {: L })



Der Faktor R = L0 wird (auf einigen Maschinen) wegen der spaltenweisen Speicherung von Matrizen geringfügig schneller berechnet: R = chol ( A )



Wenn ein lineares System der Form AX = B gelöst werden soll, geht man wie folgt vor (die Faktorisierung lässt sich so auch bequem wiederverwenden):86 F = cholfact ( A ) X = F \ B # Lösung der Gleichungssysteme L , R = F [: L ] , F [: U ] # L-Faktor bzw. alternativ R = L0 -Faktor



B.13 In situ sieht der MGS-Algorithmus zur QR-Zerlegung wie folgt aus: Programm 11 (QR-Zerlegung mit MGS-Algorithmus). 1 2 3 4 5 6 7



R = zeros (n , n ) # für K = C: R = complex(zeros(n,n)) for k =1: n R [k , k ] = norm ( A [: , k ]) A [: , k ] /= R [k , k ] R [ k :k , k +1: n ] = A [: , k ] ’* A [: , k +1: n ] A [: , k +1: n ] -= A [: , k ]* R [ k :k , k +1: n ] end



Die Berechnung einer (meist jedoch nicht normierten) QR-Zerlegung mit dem Householder-Verfahren erfolgt kompakt mit folgendem Interface zu LAPACK: 1



Q , R = qr (A , thin = true ) 86 X



= A\B verwendet nämlich nicht die Cholesky-Zerlegung von A, siehe die Bemerkung in B.19.



B
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Anders als MATLAB ermöglicht Julia den Zugriff auf die in §9.8 erwähnte implizite Darstellung87 der Matrix Q und ihre bequeme Verwendung: 2 3 4



F = qrfact ( A ) # um mehr als einen Faktor 2 schneller Q = F [: Q ] # besitzt den Typ Base . LinAlg . QRCompactWYQ R = F [: R ] # Auslesen des R - Faktors



Die Objektorientierung von Julia erlaubt Matrix-Vektor-Multiplikationen Q*x etc. auch dann, wenn Q vom hier verwendeten Typ Base.LinAlg.QRCompactWYQ ist, die Details werden vom Nutzer vollständig versteckt. Der unitäre Faktor Q lässt sich bei Bedarf nachträglich als gewöhnliche Matrix darstellen: 5



Q = full ( F [: Q ] , thin = true ) # kostet mehr Laufzeit als qrfact ( A ) selbst



Die Summe der Laufzeiten von Programmzeile 2 und 5 entspricht genau jener des Befehls in Zeile 1. B.14 Analyse 1 aus §§14.1–14.2: Quadratische Gleichung 1 2 3 4 5 6 7 8



>> p = 400000.; q = 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 ; >> r = sqrt ( p ^2+ q ) ; x0 = p - r -1.543201506137848 e -6 >> r ^2 - p ^2 1.23455810546875 >> x1 = p + r ; >> x0 = -q / x1 -1.5432098626513432 e -6



B.15 Analyse 2 aus §§14.3–14.4: Auswertung von log(1 + x ) 1 2 3 4 5 6 7 8 9



>> x = 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 e -10; >> w = 1+ x ; f = log ( w ) 1 . 2 3 4 5 6 8 0 0 3 3 0 6 9 6 6 2 e -10 >> w -1 1 . 2 3 4 5 6 8 0 0 3 3 8 3 1 7 4 e -10 >> f = log ( w ) /( w -1) * x 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 0 0 4 7 2 4 8 e -10 >> log1p ( x ) 1 . 2 3 4 5 6 7 8 9 0 0 4 7 2 4 8 e -10



B.16 Analyse 3 aus §§14.5–14.6: Stichprobenvarianz 1 2 3 4 5



>> x = [10000000.0; 10000000.1; 10000000.2]; m = length ( x ) ; >> S2 = ( sum ( x .^2) - sum ( x ) ^2/ m ) /( m -1) -0.03125 >> xbar = mean ( x ) ; >> S2 = sum (( x - xbar ) .^2) /( m -1) 87 Genauer



gesagt benutzt Julia wie LAPACK die kompakte WY-Darstellung von Q, siehe Robert Schreiber, Charles Van Loan: A storage-efficient WY representation for products of Householder transformations. SIAM J. Sci. Stat. Comput. 10, 53–57, 1989.



110 6 7 8 9 10



Anhang



Anh.



0.009999999925494194 >> var ( x ) 0.009999999925494194 >> kappa = 2* dot ( abs (x - xbar ) , abs ( x ) ) / S2 /( m -1) 2 . 0 0 0 0 0 0 0 2 7 4 5 0 5 8 1 e8



B.17 Julia besitzt ein Interface zur Konditionsschätzung xGECON von LAPACK: 1 2



cond (A ,1) # Schätzung von κ1 ( A) cond (A , Inf ) # Schätzung von κ∞ ( A)



Hier kann eine bereits vorliegende Dreieckszerlegung der Matrix A elegant und gewinnbringend weiterverwendet werden: 1 2 3



F = lufact ( A ) # Dreieckszerlegung von A cond (F ,1) # Schätzung von κ1 ( A) cond (F , Inf ) # Schätzung von κ∞ ( A)



B.18 Das in §15.10 behandelte Beispiel der Instabilität der Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotisierung für die Wilkinson-Matrix lautet in Julia: 1 2 3 4 5 6 7 8



>> m = 25; >> A = 2I - tril ( ones (m , m ) ) ; A [: , m ] = 1; # Wilkinson-Matrix >> b = randn ( M er se n ne Tw is t er (123) ,m ) ; # reproduzierbare rechte Seite >> F = lufact ( A ) ; # Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotisierung >> x = F \ b ; # Substitutionen >> r = b - A * x ; # Residuum >> omega = norm (r , Inf ) /( norm (A , Inf ) * norm (x , Inf ) ) # Rückwärtsfehler (15.1) 2 . 6 9 6 0 0 7 1 3 8 0 8 8 4 0 2 3 e -11



Auch hier zum Vergleich eine rückwärtsstabile Berechnung mit QR-Zerlegung: 10 11 12 13 14 15 16 17 18



>> F_qr = qrfact ( A ) ; # QR-Zerlegung >> x_qr = F_qr \ b ; # Substitutionen >> r_qr = b - A * x_qr ; # Residuum >> omega_qr = norm ( r_qr , Inf ) /( norm (A , Inf ) * norm ( x_qr , Inf ) ) # Rück.-Fehler 7 . 7 3 4 2 2 6 7 6 9 1 5 8 9 1 1 e -17 >> cond (A , Inf ) # Schätzung der Kondition κ∞ ( A) 25.0 >> norm (x - x_qr , Inf ) / norm (x , Inf ) 4 . 8 4 8 3 2 5 7 3 1 4 3 2 2 6 8 e -10



Diese Genauigkeit passt wiederum gut zur Vorwärtsfehlerabschätzung (15.2): κ∞ ( A)ω ( xˆ ) ≈ 25 × 2.7 · 10−11 ≈ 6.8 · 10−10 . Wie in §15.13 erläutert, repariert ein einziger Schritt der Nachiteration die Instabilität der Dreieckszerlegung mit Spaltenpivotisierung. Beachte, dass die bereits berechnete Dreieckszerlegung F elegant weiterverwendet wird:



B 19 20 21 22 23 24
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>> w = F \ r ; >> x = x + w ; r = b - A * x ; >> omega = norm (r , Inf ) /( norm (A , Inf ) * norm (x , Inf ) ) 1 . 0 5 4 6 6 7 2 8 6 7 0 3 4 8 9 2 e -17 >> norm (x - x_qr , Inf ) / norm (x , Inf ) 2 . 7 7 5 5 5 7 5 6 1 5 6 2 8 9 1 4 e -15



Zum Vergleich: der unvermeidbare Ergebnisfehler liegt hier bei κ∞ ( A) · emach ≈ 2 · 10−15 .



B.19 Das Läuchli-Beispiel aus §16.5 lautet in Julia: 1 2 3 4 5 6



>> e = 1e -7; # e = 10−7 >> A = [1 1; e 0; 0 e ]; b = [2; e ; e ]; # Läuchli-Beispiel >> F = cholfact (A ’* A ) ; # Lösung der Normalengleichung mit Cholesky-Zerlegung >> x = F \( A ’* b ) ; # Substitutionen >> @show x x = [1.01123595505618 ,0.9887640449438204]



Bemerkung. Die Lösung der Normalengleichung direkt mit dem \-Befehl, also ohne explizite Verwendung der Cholesky-Zerlegung, liefert hingegen zufällig88 die „korrekte“ Lösung: 7 8 9



>> x = (A ’* A ) \( A ’* b ) ; # Lösung der Normalengleichung >> @show x x = [1.0000000000000002 ,1.0]



Der Vergleich mit §16.5 zeigt daher, dass sich der \-Befehl für selbstadjungierte Matrizen in Julia anders verhält als in MATLAB: • Julia verwendet für solche Matrizen nämlich grundsätzlich die LAPACK-Routine xSYTRF, die eine symmetrische Variante der Dreieckszerlegung mit Pivotisierung verwendet, nämlich in Form der Bunch–Kaufman–Parlett-Zerlegung P0 AP = LDL0 . Hier steht die Permutationsmatrix P für eine diagonale Pivotisierung, L bezeichnet eine untere Dreiecksmatrix und D eine aus 1 × 1 oder 2 × 2-Blöcken gebildete BlockDiagonalmatrix. Zwar kostet sie wie die Cholesky-Zerlegung in führender Ordnung nur m3 /3 flops, ist aber für s.p.d. Matrizen wegen des Overheads der Pivotisierung weniger BLAS-optimierbar und langsamer als diese. • MATLAB hingegen probiert für solche Matrizen im Fall einer positiven Diagonalen zunächst aus, ob eine Cholesky-Zerlegung erfolgreich berechnet werden kann (die Matrix also s.p.d. ist); anderenfalls wird wie in Julia xSYTRF verwendet. Da die positive Definitheit einer gegebenen selbstadjungierten Matrix meist aus der Struktur des zugrundeliegenden Problems vorab bekannt ist und die Cholesky-Zerlegung dann gezielt benutzt werden sollte, ist das Vorgehen von Julia für den Rest der Fälle effizienter (man spart sich die dann oft vergebliche Cholesky-Zerlegung „zur Probe“). 88 Der



Informationsverlust in A 7→ A0 A ist zwar irreparabel instabil, dennoch können wir nicht ausschließen, dass einzelne Algorithmen in konkreten Beispielen zufällig eine korrekte Lösung liefern, für die man zuverlässig eigentlichen einen stabilen Algorithmus benötigen würde. Im Beispiel von Läuchli liefert die Wahl von e = 1e-8 in jedem Fall eine numerisch singuläre Matrix A0 A.
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B.20 Die in §17.2 diskutierte Lösung linearer Ausgleichsprobleme lautet in Julia: Programm 12 (Q-freie Lösung des linearen Ausgleichsproblems). 1 2 3



R = qrfact ([ A b ]) [: R ] x = R [1: n ,1: n ]\ R [1: n , n +1] rho = abs ( R [ n +1 , n +1])



# R-Faktor der um b erweiterten Matrix A # Lösung von Rx = z # Norm des Residuums



oder einfach kurz x = A\b. Das Zahlenbeispiel aus §16.5 sieht dann wie folgt aus: 1 2 3



>> x = A \ b ; >> @show x x = [0.9999999999999996 ,1.0000000000000004]



B.21 Das Beispiel aus §18.3 lässt sich in Julia nicht direkt nachspielen, da die Entwickler von Julia zu Recht keine Notwendigkeit sehen, die instabile und ineffiziente Berechnung von Eigenwerten als Nullstellen des charakteristischen Polynoms überhaupt zur Verfügung zu stellen. Wir können aber die Essenz des Beispiels mit Hilfe des Pakets Polynomials vermitteln: 1 2 3 4



>> >> >> >>



using Polynomials chi = poly (1.0:22.0) # Polynom mit den Nullstellen 1, 2, . . . , 22 lambda = roots ( chi ) # Nullstellen aus monomialer Darstellung von χ lambda [7:8]



5 6 7



1 5. 53 74 + 1. 15 3 86 im 15.5374 -1.15386 im



Die Kondition (absolut im Ergebnis, relativ in den Daten) ergibt sich dann so: 1 2 3



>> lambda = 15.0 >> chi_sharp = Poly ( abs ( coeffs ( chi ) ) ) >> kappa = polyval ( chi_sharp , lambda ) / abs ( polyval ( polyder ( chi ) , lambda ) )



4 5



5.7118 e16



Es gilt genauso κ (15) · emach ≈ 6. B.22 Die Vektoriteration aus §20.3 lautet in Julia: Programm 13 (Vektoriteration). 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10



normA = vecnorm ( A ) omega = Inf w = A*v while omega > tol v = w / norm ( w ) w = A*v mu = dot (v , w ) r = w - mu * v omega = norm ( r ) / normA end



# # # # # # # # #



speichere k Ak F initialisiere den Rückwärtsfehler initialisiere w = Av Rückwärtsfehler noch zu groß? neues v neues w Rayleigh-Quotient Residuum Rückwärtsfehlerschätzung ω˜



B



Julia – eine moderne Alternative zu MATLAB
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B.23 Die inverse Vektoriteration mit Shift aus §20.7 lautet in Julia sehr elegant (beachte die bequeme Wiederverwendung der Dreieckszerlegung F in Zeile 5): Programm 14 (Vektoriteration). 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13



normA = vecnorm ( A ) omega = Inf F = lufact ( A - muShift * I ) while omega > tol w = F\v normW = norm ( w ) z = v / normW v = w / normW rho = dot (v , z ) mu = muShift + rho r = z - rho * v omega = norm ( r ) / normA end



# # # # # # # # # # # #



speichere k Ak F initialisiere den Rückwärtsfehler speichere Dreickszerlegung von A − µI Rückwärtsfehler noch zu groß? löse lineares Gleichungssystem k w k2 Hilfsvektor z neues v Hilfsgröße ρ Rayleigh-Quotient Residuum Rückwärtsfehlerschätzung ω˜



B.24 In §20.11 haben wir begründet, warum in der Regel ein einziger Schritt der inversen Vektoriteration reicht, um aus einem rückwärtsstabilen EW den zugehörigen EV zu berechnen. Das illustrierende Beispiel sieht in Julia so aus: 1 2 3 4 5 6 7 8 9



m = 1000; rng = M er s en ne Tw i st er (123) # lambda = collect (1: m ) + collect ( -5: m -6) *1.0 im # Q , = qr ( randn ( rng ,m , m ) ) ; A = Q * diagm ( lambda ) *Q ’ # mu = 1.0 - 5.0 im # v = randn ( rng , m ) ; v = v / norm ( v ) # w = ( A - mu * I ) \ v # ein Schritt omega = sqrt ( m ) * norm ( A *w - mu * w ) / vecnorm ( A ) / norm ( w ) @show omega omega = 1 . 9 3 1 8 6 3 0 6 1 6 5 0 1 1 8 e -15



Initialisierungen vorgegebene Eigenwerte passende normale Matrix Shift = bekannter EW zufälliger Startvektor inverse Vektoriteration # Formel (20.1)



B.25 Das Programm zur Deflation mittels QR-Iteration aus §21.7 lautet in Julia: Programm 15 (QR-Iteration). 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14



function QR_Iteration ( A ) m , = size ( A ) ; U = I normA = vecnorm ( A ) while norm ( A [m ,1: m -1]) > eps () * normA mu = ... Q , R = qr ( A - mu * I ) A = R * Q + mu * I U = U*Q end lambda = A [m , m ] B = A [1: m -1 ,1: m -1] w = A [1: m -1 , m ] return lambda , U , B , w end



# # # # # # #



Initialisierungen speichere k Ak F Rückwärtsfehler noch zu groß? Shift µk (siehe §§21.10/21.12) QR-Zerlegung RQ-Multiplikation Transformation Uk = Q1 · · · Qk



# Eigenwert # deflationierte Matrix # Restspalte
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In Programmzeile 5 lautet der Rayleigh-Shift aus §21.10 natürlich mu = A[m,m]; den Wilkinson-Shift aus §21.12 programmiert man hingegen wie folgt: 5



mu , = eig ( A [m -1: m ,m -1: m ]) ; ind = indmin ( abs ( mu - A [m , m ]) ) ; mu = mu [ ind ]



Die Schur’sche Normalform wird schließlich wie in §21.9 berechnet, dabei müssen in Julia die Variablen T und Q als komplexe Matrizen initialisiert werden: Programm 16 (Schur’sche Normalform). 1 2 3 4 5 6 7 8



T = complex ( zeros (m , m ) ) Q = complex ( eye ( m ) ) for k = m : -1:1 lambda , U , A , w = QR_Iteration ( A ) Q [: ,1: k ] = Q [: ,1: k ]* U T [1: k , k +1: m ] = U ’* T [1: k , k +1: m ] T [1: k , k ] = [ w ; lambda ] end



# # # # # # #



Initialisierungen... ... als komplexe Matrizen spaltenweise von hinten nach vorne Deflation mittels QR-Iteration Trafo der ersten k Spalten von Q Trafo der ersten k Restzeilen von T neue k-te Spalte in T



B.26 Wir fassen die Julia-Befehle für die Algorithmen aus Kapitel V zusammen. • Hessenberg-Zerlegung H = Q0 AQ: 1 2 3



F = hessfact ( A ) Q = F [: Q ] H = F [: H ]



Dabei besitzt Q eine implizite Darstellung vom Typ Base.LinAlg.HessenbergQ (vgl. die erste Aufgabe in §21.16), die gewohnte explizite Darstellung erhält man mit 4



Q = full ( Q )



• Schur’sche Normalform T = Q0 AQ: 1 2 3



T , Q , lambda = schur ( complex ( A ) ) # 1. Variante F = schurfact ( complex ( A ) ) # 2. Variante T = F [: T ]; Q = F [: Z ]; lambda = F [: values ] # Extraktion



Im Vektor lambda findet sich die Diagonale von T, d.h. die EW von A.



• Alleinige Berechnung der EW von A (günstiger als die Schur’sche Normalform, da die unitären Transformationen nicht verwaltet werden müssen): 1



lambda = eigvals ( A )
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