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SEPTIEMBRE 2002 INSTRUCCIONES: El examen presenta dos opciones A y B; el alumno deberá elegir una de ellas y contestar razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta dicha opción en 1 h. 30 min.



OPCIÓN A Ejercicio 1. Calificación máxima: 2 puntos. Se considera la función real de variable real definida por: f (x) =



a)



x



x +1 (1 punto) Determinar sus máximos y mínimos relativos. 2



a



b) (1 punto) Calcular el valor de a 0 para el cual se verifica la igualdad



∫0 f (x)·dx = 1



Solución: a) La condición necesaria no suficiente para que una función alcance un extremo relativo en un punto es que la derivada de la función se anule en ese punto. Para confirmar que en el punto en que se anula la derivada la función presenta un extremo relativo, habrá que comprobar si la segunda derivada no se anula, en cuyo caso se sigue el siguiente criterio: f ’(xo) < 0 ⇒ en (xo, f (xo)) existe un máximo f ’(xo) > 0 ⇒ en (xo, f (xo)) existe un mínimo Se calcula la deriva de la función.
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Se buscan los valores que anulan la derivada. f ' (x ) = 0 :



1− x 2



(x + 1) 2



2



= 0 ⇔ 1 − x 2 = 0 : x = ±1



Se calculan las imágenes de las raíces de la derivada f (−1) =



−1 (−1) + 1 2



=−



1 2



f (1) =



:



1 1 +1 2



=



1 2



1   1 La función presenta puntos críticos en  − 1,−  y en 1,  . Para comprobar si son extremos 2   2 relativos se sustituye –1 y 1 en la segunda derivada teniendo en cuenta el criterio anterior.  2  1− x f ' ' (x ) =   x 2 +1 2 
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) ( )( ) ( ) 2 x·(x − 3) = (x + 1)
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| 2 2  | 1 − x 2 · x 2 + 1 − 1 − x 2 · x 2 + 1  2  − 2 x· x 2 + 1 − 1 − x 2 ·2· x 2 + 1 2 x    = = =  2 2 2 2 x +1 x +1  2
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Criterio: f (−1) =



(



) > 0 En  − 1,− 1  la función presenta un mínimo.



2(−1)· (−1) 2 − 3



2  ((−1) + 1) 2·1·(1 − 3)  1 < 0 En 1,  la función presenta un máximo. f (1) =  2 (1 + 1) 2



2



2



2



2



b)



Se pide resolver una ecuación expresada mediante una integral definida. a a x f ( x )·dx = 1 : ·dx = 1 0 0 x 2 +1 f ' (x ) ·dx = Ln f ( x ) + C . Para La integral indefinida se resuelve trasformándola en la primitiva f (x) tener la derivada del denominador en el numerador hace falta un 2, por lo que se multiplica la expresión subintegral por 2 y la integral por ½.
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1 1 1 a 2·x  ·dx = ·Ln x 2 + 1  = · Ln a 2 + 1 − Ln 0 2 + 1 = 1 ·dx = · 2 0 x 2 +1 0 2 2 x +1 0 2



∫



a



x



Teniendo en cuenta Ln 1 = 0



∫



(



)



(



)



1 ·Ln a 2 + 1 = 1 : Ln a 2 + 1 = 2 2 tomando exponenciales en los dos miembros de la segunda ecuación para simplificar el logaritmo



( )



2 e Ln a +1 = e 2 ⇒ a 2 + 1 = e 2



a = e 2 −1



Ejercicio 2: Puntuación máxima: 2 puntos. Se considera la función real de variable real definida  3 x − 2 Si x ≥ 2 por: f (x) =  x·( x − 2) Si x < 2 a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad. b) (1 punto) Hallar la ecuación cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el punto (3, 1). Solución: a) La función f (x) está definida por expresiones continuas en todo R, por lo que el único punto donde se debe estudiar la continuidad es en el punto frontera (x = 2). La función será continua en el punto 3, si en ese punto existe la función , tiene límite y además coincide con el valor de la función en el punto. Si f es una función real y x = 2 un punto, f es continua en 2, sí: lím f ( x ) = f (2) x →2



Esta condición se puede desdoblar en la regla de los tres pasos: i.



ii.



iii.



Debe existir f(2): f (2) = 3 x − 2 = 0 ∈ ℜ



  ∃ lím f ( x ) = lím 3 x − 2 = 0   x →2 + x →2 + 1ª  Debe de existir lím f ( x ) ⇔  ∃ lím− f ( x ) = lím− (x·( x − 2) ) = 0 x →2 x →2   x →2 = lím f ( x ) lím f ( x ) = 2  x →2+ x →2 −  lím f ( x ) = 0 = f (2) x →2



La función es continua en 2, y por tanto en todo R. Derivabilidad: La expresión x·(x − 2) es derivable en todo R por ser polinómica, la expresión



3



x−2



 3 x − 2 Si x ≥ 2 es derivable en todo R excepto en dos, por lo tanto la función f ( x ) =  no puede ser x·( x − 2) Si x < 2 derivable en dos, y se dice que no es derivable. Para demostrarlo basta con hacer la derivadas laterales y comprobar que la derivada por la derecha no existe. 1  Si x > 2  f ' ( x ) =  3·3 (x − 2)2  2x − 2 Si x < 2  f ' (2 − ) = 2·2 − − 2 = 2 1 f ' (2 + ) =



  − + 1 = = ∞  : f ' (2 ) ≠ f ' (2 ) ⇒ No ∃ f ' (2) 2  3 0+ 3· 2 + − 2 



(



)



b) por:



La ecuación de la recta tangente en forma explicita a una función f (x) en un punto xo, viene descrita y − f ( x o ) = f ' ( x o )·(x − x o )



Punto (x o , f (x o ) ) donde:  . Aplicando los datos del problema  Pendiente f ' (x o ) f (3) = 1    1 1  y − f (3) = f ' (3)·(x − 3) f ' (3) = =  3·3 3 − 2 3  ordenando se obtiene la ecuación cartesiana o general x − 3y = 0



1 y − 1 = ·(x − 3) 3



Ejercicio 3. Puntuación máxima: 3 puntos. Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parámetro real λ: x + y`+λz = λ2   y−z = λ  x + λy + z = λ  a) (1,5 puntos) Discutir el sistema según los diferentes valores del parámetro λ. b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos que sea posible. c) (0,5 puntos) En el caso λ = 2, indicar la posición relativa de los tres planos cuyas ecuaciones forman el sistema. Solución: a) Al sistema lo definen las matrices de coeficientes A y ampliada A’  1 1 λ λ2  1 1 λ      A =  0 1 − 1 A' =  0 1 − 1 λ    1 λ 1  1 λ 1 λ      y los rangos de estas matrices clasifican al sistema en función del tipo de solución. A ⊂ A’ ⇒ rg A ≤ rg A’ ≤ n = 3 Si el determinante de la matriz de coeficientes fuese distinto de cero, el rg A es 3 y coincidiría con el de la matriz ampliada y el número de ecuaciones, por lo que el sistema sería compatible determinado, y la solución se podría calcular por el método de Cramer. Teniendo en cuenta lo anterior, el estudio del sistema se inicia expresando el determinarte de A en función del parámetro λ, para de está forma poder calcular los valores del parámetro que anulan el determinante e iniciar la discusión. 1 1 λ det A = A = 0 1 − 1 = 0 1 λ 1 lo cual indica que el para cualquier valor de λ el determinante es nulo, por lo que el rango de A será menor que tres. Teniendo en cuenta que en la matriz A existe un menor de orden dos que no depende de λ y es distinto de cero 1 1 =1≠ 0 0 1 el rg A = 2, por lo que el sistema no podrá ser compatible determinado. Dado que el rango de A no deja discutir el sistema, habrá que buscar la discusión en el rango de la ampliada. 1 1 = 1 ≠ 0 se buscan sus menores orlados: rg A’; partiendo del menor 0 1 1 1



λ



0 1 −1 = 0 1 λ 1 1 1 λ2  2m = 0 : m = 0 0 1 λ = 2m − 2m 2 = 2m·(1 − m) = 0 ⇒  1 − m = 0 : m = 1 1 λ λ



Discusión i. ii.



iii.



Sí m ≠ 0, 1. rg A’ = 3 > rg A = 2. Sistema incompatible x + y`= 0 1 1 0 0 1 1 0       Si m = 0:  y − z = 0 : rg A' = rg  0 1 − 1 0  = rg  0 1 − 1 = 2 = rg A < n = 3 1 0 1 0 1 0 1  x + z = 0      Sistema compatible indeterminado con un grado de indeterminación. El sistema equivalente S’ se obtiene a partir del menor de orden dos que define el rango del sistema, al estar formado por coeficientes de la los primera ecuaciones se puede asegurar que estas son linealmente independientes. x + y = 0 S' :  y − z = 0  x + y`+ z = 1  Si m = 1:  y − z = 1 . Por criterios de equivalencia entre sistemas, se puede eliminar la 3ª x + y + z = 1  ecuación por ser igual a la 1ª obteniendo el sistema: x + y + z = 1 S' :   y−z =1 en este sistema, el rg A = rg A’ = 2 < n =3, por que se define como sistema compatible indeterminado con un grado de indeterminación.



b) El sistema solo tiene solución para λ = 0 y para λ = 1. La solución en cada caso se obtiene a partir del sistema equivalente correspondiente. x + y = 0 Sí m = 0: S' :  Tomando y como constante y despejando y − z = 0 x = − y   z=y



transformando y en un parámetro ( y = µ) se obtiene la solución  x = −µ  ∀µ∈ℜ Solución :  y = µ  z=µ 



x + y + z = 1 Si m = 1: S' :  Tomando z como constante y despejando  y−z =1 x + y = 1 − z   y = 1+ z sustituyendo y en la 1ª ecuación  x = −2z  y = 1 − z



transformando y en un parámetro ( z = µ) se obtiene la solución  x = −2µ  Solución :  y = 1 − µ ∀ µ ∈ ℜ  z=µ 



c)



 x + y`+2z = 4  Para λ = 2:  y − z = 2 rg A = 2 ≠ rg A’ = 3. Sistema incompatible. Para este tipo de sistema x + 2 y + z = 2 



existen dos interpretaciones geométricas, o dos planos paralelos y uno que los corta ó tres planos no paralelos que se cortan dos a dos formando un prisma triangular de aristas paralelas. Respectivamente:



Dos paralelos y uno que los corta



Prisma triangular de aristas paralelas



Se diferencia por que en el primero de ellos deberían existir dos ecuaciones proporcionales excepto en los términos independientes. Como esto no ocurre entre los planos del sistema, los planos del sistema forman un prisma triangular de aristas paralelas.



Ejercicio 4. Puntuación máxima: 3 puntos. Se consideran las rectas: x − 2 y z +1 x y −1 z − 3 s: r: = = = = −2 −1 3 1 1 2 a) ( 1 punto ) Calcular la distancia entre r y s b) ( 1 punto ) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular común a r y s y que cortan a ambas c) ( 1 punto ) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y s que pasa por el punto P(1,0,0 ). Solución: a)



La mínima distancia entre dos rectas que se cruzan y no se corta se puede hallar de varias formas. i. Calculando un plano paralelo a las dos rectas y que contenga a una de ellas. La mínima distancia entre las rectas es la distancia de cualquier punto de la recta paralela al plano. ii. Calculando los puntos de corte A, B, de la perpendicular común con ambas rectas,



iii.



teniendo en cuenta para ello qué el vector AB debe ser perpendicular a los vectores de dirección de las rectas. Como aplicación del producto mixto de tres vectores. Teniendo en cuenta que el volumen de un paralelepípedo es (Área de la base)×(Altura), la altura es la mínima distancia entre la recta por lo que despejando y teniendo en cuenta las aplicaciones del producto mixto y del módulo del producto vectorial: ! ! Volumen paralelepípedo AB " d r × d s d (r − s ) = h = = ! ! Área de la base dr ×ds



(



)



i. Se calcula transformando la mínima distancia entre las rectas en la distancia de un punto a un plano. d (r−s) = d (P−π)



siendo π un plano paralelo a r y que contiene a s, y Pr un punto de r ! !  d r = (1,−2,2 ) r paralela a π ⇒ d r es paralelo a π ! !  d s es paralelo a π π: ; π ≡  d s = (3,1,−1)  s está contenida en π :  Cualquier punto de s pertenece a π Q = (2,0,−1)    s Teniendo en cuenta que tres vectores coplanarios son linealmente dependientes y que por tanto el rango de la matriz que forman debe ser menor de 3, la ecuación general del plano se obtiene igualando a cero el determinante formado por los vectores paralelos al plano y un vector obtenido con el punto del plano y un punto genérico del mismo P (x, y, z). QP = (x − 2, y − 0, z + 1) = (x − 2, y, z + 1) x−2 π≡



1 3



y z +1 −2 2 =0 −1 1



desarrollando por los elementos de la 1ª fila y ordenando: π≡y+z+1=0 Siendo Pr = (0, 1, 3), la mínima distancia entre r y s queda: d (r − s )mín = d (Pr − π) = d[(0,1,3) − (y + z + 1 = 0 )] =



1+ 3 +1 0 2 + 12 + 12



=



5 2 2



teniendo en cuenta que la distancia de un punto Po(xo, yo, zo) a un plano π ≡ Ax + By + Cz + D = 0 es: Ax o + By o + Cz o + D d (Po − π) = A 2 + B2 + C2 ii. Se calcula como la distancia entre dos puntos A y B, puntos de corte respectivamente de la perpendicular común con las rectas r y s.



El calculo de A y B se hace teniendo en cuenta que el vector AB debe ser perpendicular a los ! ! ! ! vectores de dirección de ambas recta d r , d s y por tanto el producto escalar de AB con d r ó d s debe ser nulo.



(



)



A y B son puntos de r y s respectivamente, por lo que mediante las ecuaciones paramétricas de ambas rectas se puede obtener una expresión para cada punto en función del parámetro de la recta. x = λ x y −1 z − 3  = r: = :  y = 1 − 2λ ⇒ A = (λ,1 − 2λ,3 + 2λ ) −2 1 2   z = 3 + 2λ x = 2 + 3µ x − 2 y z +1  ⇒ B = (2 + 3µ, µ,−1 − µ ) = = : y = µ s: −1  3 1 = − − µ z 1  El vector AB queda de la forma: AB = (2 + 3µ − λ, µ − (1 − 2λ),−1 − µ − (3 + 2λ ) = (3µ − λ + 2, µ + 2λ − 1,−µ − 2λ − 4 ) Basándose en el planteamiento: ! AB " d r = 0 : (3µ − λ + 2, µ + 2λ − 1,−µ − 2λ − 4 )" (1,−2,2 ) = 0 multiplicando los vectores escalarmente (3µ − λ + 2 )⋅1 + (µ + 2λ − 1)⋅ (−2) + (−µ − 2λ − 4)⋅ 2 = 0 que operando y simplificando queda: µ + 9λ = −4



! ! Repitiendo los mismos cálculos pero con d s en lugar de d r ! AB " d s = 0 : (3µ − λ + 2, µ + 2λ − 1,−µ − 2λ − 4 )" (3,1,−1) = 0 multiplicando los vectores escalarmente (3µ − λ + 2 )⋅ 3 + (µ + 2λ − 1)⋅1 + (−µ − 2λ − 4)⋅ (−1) = 0 que operando y simplificando queda: 11µ + λ = −9  µ + 9λ = −4 Resolviendo el sistema:  se obtienen los valores de λ y µ, que nos permiten calcular: 11µ + λ = −9 - Las coordenadas de A y B. - La distancia entre A y B y por tanto la mínima distancia entre las rectas - La perpendicular común a ambas



11  µ = − 14 Resolviendo se obtiene:  5 λ = − 14  d (r − s )mín = d (A − B ) = AB 11   µ = − 14   5 5 =  0,− ,−  AB = (3µ − λ + 2, µ + 2λ − 1,−µ − 2λ − 4 ) =  5  2 2 λ = −  14   2



2



5 2 5 5   5  5 AB =  0,− ,−  = 0 2 +  −  +  −  = 2 2 2   2  2 iii. La mínima distancia entre dos rectas se puede calcular como la altura del paralelepípedo que forman los vectores de dirección de las dos rectas y un segmento formado con un punto de cada recta. VPARALELEPÍPEDO = ABASE × Altura



Altura =



VPARALELEPÍPEDO A BASE



(



! ! AB ⋅ d r × d s = ! ! dr ×ds



)



De cada una de las ecuaciones de las dos rectas, se obtiene un punto y un vector de dirección x − 2 y z + 1  !B = (2,0,−1) x y − 1 z − 3  !A = (0,1,3) = = = : : s: r: = −2 − 1 d s = (3,1,−1) 3 1 1 2 d r = (1,−2,2 ) 2 −1 − 4 ! ! AB ⋅ d r × d s = (2,−1,−4 )⋅ [(1,−2,2 )× (3,1,−1)] = 1 − 2 2 = − 35 = 35 3 1 −1



(



)



! !  −2 2 1 2 1 −2   = (0,7,7 ) d r × d s = (1,−2,2 )× (3,1,−1) =  ,− ,   1 −1 3 −1 3 1  # # d r × d s = 0 2 + 7 2 + 7 2 = 98 = 7· 2 sustituyendo en la ecuación de la altura, se calcula la distancia entre las dos rectas d (r − s ) = altura =



35 7· 2



=



5· 2 U 2



b) La perpendicular común a dos rectas que se cruzan y no se cortan se puede calcular de dos formas. i. Conociendo los puntos de corte de la perpendicular común con ambas rectas se obtiene una



ii.



determinación lineal de la recta buscada ( Punto A, vector de dirección AB ). Los punto de corte A y B se obtienen como aplicación de producto escalar. (véase opción ii del apartado a) Como intersección de dos planos π y σ. π debe contener a r y ser perpendicular a s y σ al contrario, debe contener a s y ser perpendicular a r.



i. Conocidos los puntos de intersección A y B, se obtiene una determinación lineal. A y B se obtienen sustituyendo los valores de λ y µ en las ecuaciones paramétricas de r y s respectivamente.   5  x=−  14   5   5   5 12 17   A λ = −  :  y = 1 − 2· −   : A =  − , ,  14    14    14 7 7     5  z = 3 + 2· − 14       11  x = 2 + 3· −   14   11   11  5 11 3    B µ = −  :  y=−  : B =  − ,− ,−  14 14  14 14 14      11    z = −1 −  −     14    El vector AB se obtiene restando a las coordenadas de B las coordenadas de A. 5 5 5  AB =  0,− ,−  ≈ − ⋅ (0,1,1) 2 2 2 



La ecuación continua de la recta t se obtiene con el punto A y el vector AB : 12 16 y− z− 5 7 = 7 = 0; t ≡x+ 14 1 1 ii. La recta buscada se obtiene por intersección de dos planos que deben cumplir las siguientes condiciones:  Debe contener a r : (r ⊂ π)  Debe contener a s : (s ⊂ π) π: σ: , Debe ser perpendicular a s Debe ser perpendicular a r



La primera condición de cada plano ofrece dos elemento para calcular el plano, sí la recta está contenida en el plano el punto de la recta pertenece al plano y el vector de dirección de la recta es paralelo al plano. ! ! La segunda condición se cumple buscando un vector v perpendicular a las dos rectas, por lo que v se obtiene multiplicando vectorialmente los vectores de dirección de las dos rectas. A Partir de las ecuaciones de las rectas obtenemos sus determinaciones lineales x − 2 y z + 1  !B = (2,0,−1) x y − 1 z − 3  !A = (0,1,3) = = = : : s: r: = − 1 d s = (3,1,−1) −2 3 1 1 2 d r = (1,−2,2 ) ! el vector v se obtiene mediante el producto vectorial de los vectores de dirección de las dos rectas  −2 2 1 2 1 −2  ! ! !  = (0,7,7 ) ≅ (0,1,1) v = d r × d s = (1,−2,2)× (3,1,−1) =  ,− ,   1 −1 3 −1 3 1  La determinación lineal de cada plano es:  A = (0,1,3)  B = (2,0,−1) x y −1 z − 3 x − 2 y z +1 ! ! π : d r = (1,−2,2 ) : π ≡ 1 − 2 σ : d r = (3,1,−1) : σ ≡ 1 −2 2 =0 2 =0 !  v! = (0,1,1)  0 1 1 0 1 1   v = (0,1,1) desarrollando los determinantes por adjuntos de la 1ª fila se obtienen las ecuaciones generales, implícitas ó cartesiana de ambos plano. π ≡ 4x + y − z + 2 = 0 : σ ≡ 2x − 3y + 3z − 1 = 0 La ecuación pedida se obtiene resolviendo el sistema que forman los dos planos:  4x + y − z + 2 = 0 t≡ 2 x − 3y + 3z − 1 = 0 Sistema compatible indeterminado con un grado de indeterminación. Para resolverlo hace falta tomar una de las variables como constante y convertirla en un parámetro (z = δ), el sistema queda de la forma:  4 x + y = −2 + δ  2 x − 3y = 1 − 3δ cuyas soluciones por Cramer son: −2+δ 1 2 −2+δ x=



1 − 3δ



−3



2 −3 4



1



=



−5 14



y=



1 − 3δ



4



2 −3 4



−5  x = 14  −4 + δ ∀ δ∈ℜ t ≡y= 7  z = δ 



1



=



− 8 + 14δ 14



c)



Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y s que pasa por el punto P(1,0,0 ).



La recta pedida se encuentra por intersección de dos planos, π1 y π2.



π1 debe contener a r y P, mientras que π2, contendrá a s y P. x − 2 y z + 1  !B = (2,0,−1) x y − 1 z − 3  !A = (0,1,3) = = = : : s: r: = − 1 d s = (3,1,−1) −2 3 1 1 2 d r = (1,−2,2 )  P(1,0,0)  A(0,1,3) P ∈ π 1  π1:  . El plano π1 se calcula con:  AP = (1,−1,−3) De la recta r se conoce:  ! ! = − ⊂ π d ( 1 , 2 , 2 ) r 1  r  d = (1,−2,2)  r x −1 y z π1 ≡ 1 −1 − 3 = 0 1



−2



2



desarrollando por los elementos de la 1ª fila; −1 − 3 1 −3 1 −1 − y· + (z − 1)· =0 ( x − 1)· −2 2 1 2 1 −2 simplificando y ordenando π1 ≡ 8x + 5y + z − 8 = 0  P(1,0,0)  B(2,0,−1) P ∈ π 2  π2:  . El plano π2 se calcula con: BP = (−1,0,1) De la recta s se conoce:  ! ! = − d ( 3 , 1 , 1 ) ⊂ π s 2  s   d = (3,1,−1)  r x −1 y z π 2 ≡ −1 0 1 = 0 3 1 −1 desarrollando por los elementos de la 1ª fila; −1 1 −1 0 0 1 − ( y − 1)· + (z − 1)· =0 ( x − 1)· 1 −1 3 −1 3 1 simplificando y ordenando π2 ≡ x − 2y + z − 1 = 0 La recta t se obtiene resolviendo el sistema: 8x + 5 y + z − 8 = 0 t≡  x − 2y + z − 1 = 0 La forma cartesiana ó implícita de la recta en el espacio, son las ecuaciones reducidas. Para obtener las ecuaciones reducidas bastara combinar linealmente la ecuaciones de los planos que la determinan para poder eliminar de cada una de las ecuaciones una incógnita



8x + 5 y + z − 8 = 0 t≡  x − 2y + z − 1 = 0



1    E 1 = 7 (E 1 − E 2 )  x + y − 1 = 0 : :t ≡  1  3y − z = 0 E 2 = (E 1 − 8E 2 ) 7  



OPCIÓN B Ejercicio 1. Puntuación máxima: 2 punto. Hallar una ecuación cartesiana de lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a los puntos A( 0,3 ) y B( 0,−1 ) es igual a 1. Identificar dicho lugar geométrico. Solución: Se pide hallar un lugar geométrico que por la definición corresponde a una hipérbola. Para hallar la ecuación de un lugar geométrico se parte de un punto genérico P(x, y) que por hipótesis se supone pertenece al lugar geométrico definido, y por tanto debe de cumplir las relaciones métricas en el definidas.



d (P − A ) − d (P − B ) = 1 ( x − 0) 2 + ( y − 3) 2 − ( x − 0) 2 + ( y + 1) 2 = 1 simplificando x 2 + ( y − 3) 2 − x 2 + ( y + 1) 2 = 1 separando raíces y elevando los dos miembros al cuadrado 2



 x 2 + ( y − 3) 2  = 1 + x 2 + ( y + 1) 2         



2



desarrollando x 2 + ( y − 3) 2 = 12 + 2· x 2 + ( y + 1) 2 +  x 2 + ( y + 1) 2   



2



x 2 + ( y − 3) 2 = 12 + 2· x 2 + ( y + 1) 2 + x 2 + ( y + 1) 2 simplificando y desarrollando: x 2 + y 2 − 6 y + 3 2 = 1 + 2· x 2 + ( y + 1) 2 + x 2 + y 2 + 2 y + 12 7 − 8 y = 2· x 2 + ( y + 1) 2 elevando al cuadrado para eliminar la raíz



(7 − 8y )2 = 2 2 ·



x 2 + ( y + 1) 2   



(



2



)



49 − 112y + 64 y 2 = 4· x 2 + y 2 + 2 y + 1 ordenando se obtiene la ecuación implícita ó cartesiana 4 x 2 − 60 y 2 + 120 y − 45 = 0 que corresponde a una hipérbola por tener los coeficientes de x2 e y2 de distinto signo, teniendo en cuenta el signo de cada uno, la hipérbola es de eje vertical. Para obtener los elementos de la hipérbola basta con transformar la ecuación implícita en canónica. Para ello se utiliza la técnica de completar cuadrados, o identificación.



(



)



(



)



4 x 2 − 60· y 2 − 2 y = 45 : 4 x 2 − 60· y 2 − 2 y + 1 = 45 − 60 : 4 x 2 − 60·(y − 1) = −15 dividiendo la ecuación por el término independiente, se obtiene la ecuación canónica. 2



−



x 2 (y − 1) + =1 15 1 4 4 2



x2



:



 15   2  



2



+



(y − 1)2



(12 )



2



=1



que comparando con: −



x2 b2



+



y2 a2



=1



se identifican los parámetros de la hipérbola 2



1 a= 2



15 b= 2



2  1   15  =2 c = a +b =   +  2   2  2



 1  1  A =  0,  , A' =  0,−  2 2     Vértices:      B =  15 ,1 , B' =  − 15     2   2  



2



Focos: F (0, 3) , F’(0, −3)



 ,1  



Centro: (0, 1)



x



Asíntotas: y + 1 = ±



15 c 2 Excentricidad: e = = =4 a 1 2 Otra forma de hacer el problema más sencilla, seria tener en cuneta la definición y los datos que se dan. Se pide la ecuación de una hipérbola cuyos focos están en los puntos (0, 3) y (0, −1), por lo que la distancia focal será la distancia entre los focos (2c = 4) por lo que c = 2. Por otro lado se dice que la diferencia 1 de distancia a los focos es 1, que en el caso de la hipérbola es el eje principal (2a = 1) por lo que a = . 2 Teniendo en cuenta la relación entre los parámetro de la hipérbola: c2 = a2 + b 2 Se puede despejar el valor de b 2



15 1 b = c2 + a 2 = 22   = 2 2   conocidos los parámetros sustituimos en la ecuación canónica, teniendo en cuenta que el centro se ha desplazado al punto medio de segmento FF' . C (0, 1) x2



+



(y − 1)2



=1 2 2 1  15  2  2   para obtener la ecuación general, se ordena la ecuación, eliminando denominadores



( )



Ejercicio 2. Puntuación máxima : 2 puntos. Para cada valor del parámetro real a, se consideran los tres planos siguientes: π1 : x + y + az = −2 ; π 2 : x + ay + z = −1 ; π 3 : ax + y + z = 3 Se pide: a) ( 1,5 puntos ) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una recta común. b) ( 0,5 puntos ) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha recta común. Solución: La posición relativa de tres planos es función de tipo de solución que tenga el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos. x + y + az = −2  S :  x + ay + z = −1  ax + y + z = 3  Las soluciones de S serán función de los rangos de las matrices de coeficientes (A) y ampliada (A’). 1 1 a  1 1 a − 2     A = 1 a 1 A' =  1 a 1 − 1  a 1 1 a 1 1 3      Para que tres planos se corten en una recta, el sistema deberá tener infinitas soluciones en función solo de un parámetro, es decir, el sistema deberá ser compatible indeterminado con un grado de indeterminación. rg A = rg A’ = 2 < n = 3



Para que la matriz A tenga rango 2, su determinante deberá ser nulo y, al menos tener un menor de orden 2 distinto de cero. 1 1 a  (x − 1)2 = 0 : (x − 1) = 0 : x = 1 2 A = 1 a 1 = a + a + a − a 3 − 1 − 1 = − a 3 − 3a + 2 = −(x − 1) ·(x + 2) = 0 :  (x + 2) = 0 : x = −2 a 1 1



(



Sí a ≠ 1, −2. |A| ≠ 0 ⇒ 1 1  Sí a = 1: rg A = rg1 1 1 1   1  Sí a = −2: rg A = rg 1 − 2 



)



rg A = 3 1  1 = 1 . Solo existen menores de orden 1 distintos de cero 1 1 − 2  1 1 = −3 ≠ 0 − 2 1  = 2 por que 1 ´−2 1 1 



Para que la matriz ampliad tenga rango 2, deberán ser nulos sus cuatro menores de orden 3, y que al menos un menor de orden 2 sea distinto de cero. Para no tener que calcular los cuatro menores, se busca un menor de orden 2 distinto de cero y solo se estudian sus menores orlados. Tomando como menor de orden 2 el  1 −1  = 4 ≠ 0  , sus menores orlados son: formado por la 2ª y 3ª fila y 3ª y 4ª columna  1 3 



 1 a −2  (a − 1) = 0 : a = 1  2 · a + 2) = 0 :   1 1 − 1 = −a − a + 2 = −(a − 1)( (a + 2) = 0 : a = −2 1 − 1  a 1 3 : 1 3 1 a − 2  (a − 1) = 0 : a = 1  a 1 − 1 = −3a 2 − 3a + 6 = −3·(a − 1)( · a + 2) = 0 :   (a + 2 ) = 0 : a = −2  1 1 3 Sí a ≠ 1, −2. |A’| ≠ 0 ⇒ rg A’ = 3 Sí a = 1: todos los menores de orden 3 son nulos. rg A’ = 2 Sí a = −: todos los menores de orden 3 son nulos. rg A’ = 2 El único valor del parámetro que verifica las condiciones del problema rg A = rg A’ = 2 < n = 3 es a = −2. b) La recta definida será la solución del sistema compatible indeterminado. Para resolver el sistema se deben seleccionar dos ecuaciones linealmente independientes. Usando la ecuaciones que contiene los términos del menor de orden 2 que define el rango, está asegurada su independencia:  x − 2 y + z = −1 S' :  − 2 x + y + z = 3  E = 2E 1 + E 2 que combinando  1 E 2 = E 2 + 2 E 1  3y − 3z = −1 r≡ 3x − 3y = −5 Ejercicio 3. Puntuación máxima: 3 puntos. Sea A una matriz real cuadrada de orden n que verifica la igualdad A2 = I, la matriz identidad de orden n. Se pide: a) ( 1 punto ) Expresar A−1 en términos de A b) (1 punto ) Expresar An en términos de A e I , para cualquier número natural n. c) (1 punto ) Calcular a para que A2 = I, siendo A la matriz: 1 1  A =  0 a Solución: a) Se pide calcular la inversa de la matriz A en función de A, para ello se da una igualdad que cumple la matriz A2 = I Partiendo de está igualdad i multiplicando los dos miembros por la izquierda por la inversa de A A−1 A2 = A−1 I −1 A ·A·A = A −1 ·I ⇒ I·A = A −1 ·I &%$ I



teniendo en cuenta que la matriz identidad (I) es el elemento neutro del producto de matrices, se obtiene la expresión pedida A−1 = A b) A2 = I A 3 = A 2 ·A = I·A = A las potencias de la matriz se alternan entre I y A I An =  A



si n es par si n es impar



1 1 1 1 1 1+ a  1 0  ·  =  A 2 = A·A =  2  =  0 a  0 a  0 a  0 1 identificando 1 .1 : 1 = 1   + 1 . 2 : 1 a = 0 ⇒ a = −1   2 .1 : 0 = 0   2.2 : a 2 = 1 ⇒ a = ±1



c)



el único valor de a que lo cumple es a = −1, por lo que la matriz queda 1 1   A =   0 − 1 Ejercicio 4. Puntuación máxima: 3 puntos. Sea f (x) una función real de variable real, derivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que: f (0) = 1 ; f (1) = 2 ; f’(0) = 3 ; f’(1) = 4 Se pide: a) ( 1 punto ) Calcular g’(0), siendo g (x) = f (x +f (0)) b) (2 puntos ) Calcular Lím



2·(f ( x ) )2 − f ( x + 1)



x →0



e x −1



Solución: a) Se pide calcular la derivada de una función compuesta, por lo que se utilizará la regla de la cadena



(g( x )) ' = [f (x + f (0) )]' = f ' (x + f (0))(· x + f (0) ) ' = f ' (x + f (0) )(· 1 + f ' (0)·0) g (x) = f (x +f (0)) g ' (0) = f ' (0 + f (0) )( · 1 + f ' (0)·0 ) = f ' (0 + 1)( · 1 + 3·0) = f ' (1) = 4



b)



Lím



2·(f ( x ) )2 − f ( x + 1)



x →0



=



2·(f (0) )2 − f (0 + 1)



e x −1 e0 −1 La indeterminación se resuelve por L’Hopital Lím



x →0



2·(f ( x ) )2 − f ( x + 1) e x −1



= Lím



x →0



= Lím



x →0



=



2·(1)2 − 2 0 = =? 1−1 0



(2·(f (x)) − f (x + 1))' = Lím 2·2f (x)·f ' (x )− f ' (x + 1)·1 = (e − 1)' e −0 2



x →0



x



2·2f (0)·f ' (0 ) − f ' (0 + 1)·1 e



0



=



2·2·1·3 − 4·1 =8 1



x 
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SEPTIEMBRE 2002 

1 sept. 2002 - b) (1 punto) Hallar la ecuación cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el punto (3, 1). Eje










 








SEPTIEMBRE 2002 

suponiendo constante la energía y la masa, la amplitud se relaciona con la ..... el potencial del frenado se lleva toda










 








SEPTIEMBRE 2002 

1 sept. 2002 - Una superficie de discontinuidad plana separa dos medios de índices de refracción n1 y n2. Si un rayo inc










 








SEPTIEMBRE 2002 

1 sept. 2002 - En ambas opciones, la puntuación máxima es de 10 puntos. La valoración de las distintas preguntas se indi










 








SEPTIEMBRE 2002 

[PDF]SEPTIEMBRE 2002clasesdeapoyonuevo.s3.amazonaws.com/selectividad/soluciones/hs18.pdfEn caché1 sept. 2002 - reducido










 








SEPTIEMBRE 2002 PRIMERA PARTE ( ) ( ) ( ) 

1 sept. 2002 - Sustituyendo Kc por su valor, y ordenando como una ecuación de segundo grado, se resuelve y se obtienen d










 








SEPTIEMBRE 2002 OPCIÓN A 

1 sept. 2002 - Si sólo se permite tirar tres dardos y la probabilidad de acertar en cada ... ¿Cuál es la probabilidad de










 








LENGUA LITERATURA septiembre 2002 

Dámaso Alonso, Góngora y el gongorismo. CUESTIONES. 1. Determine las características lingüísticas del texto que se propo










 








SEPTIEMBRE 2002 PRIMERA PARTE 

1 sept. 2002 - Al agregar aluminio metálico a una disolución acuosa de iones. +. 2. Cu b. ... Determine la pureza de la










 








BIOLOGÍA SEPTIEMBRE 2002 

a) Explique qué es la meiosis cigótica y la meiosis gametogénica. Indique en cada caso en qué tipo de organismos se llev










 








BIOLOGÍA SEPTIEMBRE 2002 

[PDF]BIOLOGÍA SEPTIEMBRE 2002clasesdeapoyonuevo.s3.amazonaws.com/selectividad/soluciones/bs18_0.pdfEn cachéSimilaresBIOL










 








LENGUA LITERATURA septiembre 2002 - WordPress.com 

[PDF]LENGUA LITERATURA septiembre 2002 - WordPress.comclasesdeapoyonuevo.s3.amazonaws.com/selectividad/soluciones/ls18.p










 








2002 

"SALUD. Dan por concluida designación de Director Ejecutivo del Hospital Regional. Docente ""Las Mercedes"" de Chiclayo.










 








2002 

10 ene. 2019 - de Salud ApurÃmac, al seÃ±or JOEL MOTA RIVERA. RegÃstrese, comunÃquese y publÃquese. FERNANDO CARBONE










 








2002 

Klarheit Konfliktbereitschaft KreativitÃ¤t Lebendigkeit. Leichtigkeit Leidenschaft Liebe Lust Macht Neugierde. Offenheit Power PÃ¼nktlichkeit Reichtum Resonanz.










 








2002 

Dan por concluida designación de Director Adjunto de la Dirección Regional de Salud Tacna. RESOLUCIÓN MINISTERIAL. Nº 14










 








2002 

Que por Resolución Ministerial Nº 318-2002-SA/DM, se designó al Dr. Andrés Alfonso Martín Corrales Angulo como represent










 








2002 

Designan Director de la Oficina de Contabilidad del Instituto de Salud del Niño. RESOLUCIÓN MINISTERIAL ... Salud del Ni










 








2002 

Que, por Decreto Supremo NÂº 048-2002-EF del 16 de marzo del 2002, se autorizÃ³ una ... 1 500 000,00) a favor de la Comi










 








2002 

10 ene. 2019 - ciudad de Brasilia - Brasil, los dÃas 13 y 14 de junio del. 2002;. Que, asimismo es necesario que el Vic










 








2002 

10 ene. 2019 - Lima, 17 de diciembre del 2002. Visto el Oficio NÂº 02996-2002-CTAR.LAMB/DRSALOFDH cursado por la Directo










 








2002 

10 ene. 2019 - VigÃa, segÃºn detalle: - Pasajes US$ 649.00. - ViÃ¡ticos US$ 3,000.00. - Tarifa CORPAC US$ 25.00. 3. La










 








2002 

10 ene. 2019 - las Personas del Ministerio de Salud, al doctor HECTOR. PEREYRA ZALDIVAR. RegÃstrese, comunÃquese y pub










 








2002 

Con la opinión favorable del Viceministro de Salud;. SE RESUELVE. Oi!. Artículo 1º - Otorgar el reconocimiento oficial a
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