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Parametrisierte Algorithmen - RWTH-Aachen

Hierbei strebt man im Gegensatz zu den heuristischen Verfahren genaue LÃ¶sungen an. ... Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V,E) mit Knotenmenge V und. 
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1



Kurze Einf¨ uhrung



F¨ ur viele Probleme, die in der Informatik auftauchen (und auch in anderen Bereichen) sind keine effizienten Algorithmen zur L¨ osung bekannt. Einige Probleme werden als NP-schwer eingestuft, andere wiederrum sind vermutlich noch viel schwerer. In der Praxis werden hier oft heuristische Verfahren benutzt, die zwar keine optimalen L¨ osungen, jedoch schon gute Ergebnisse liefern k¨onnen. Solche Methoden sind teils ziemlich programmieraufw¨ andig und sind oft durch den Gebrauch komplexer Algorithmen gekennzeichnet. Als Alternative dazu betrachten wir das Konzept der parametrisierten Algorithmen. Hierbei strebt man im Gegensatz zu den heuristischen Verfahren genaue L¨osungen an. Die grundlegende Idee besteht darin, aus der Eingabe einen Parameter zu bestimmen, so dass die [1] ”kombinatorische Explosion” auf jenen kleinen Parameter beschr¨ ankt wird. Zum besseren Verst¨ andnis wird zuerst das klassische Beispiel vom Vertex-Cover Problem (VCP) vorgestellt, dann werden die n¨ otigen Begriffe definiert und anschliessend Algorithmen zur L¨osung vom VCP betrachtet.



2 2.1



Parametrisierte Algorithmen anhand des VCP Vertex-Cover Problem (VCP)



Ein Beispiel aus der Graphentheorie, das sogenannte Vertex-Cover Problem; auch noch ”data cleaning”, oder auf Deutsch Knoten¨ uberdeckungsproblem. Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V und Kantenmenge E, eine positive ganze Zahl k. Frage: Gibt es eine Teilmenge T ⊆ V , so dass die M¨ achtigkeit |T | ≤ k und jede Kante aus E ist mindestens mit einem Knoten aus T verbunden? Siehe folgendes Beispiel f¨ ur VCP, in dem die vier markierten Knoten ein m¨ogliches Vertex-Cover der Gr¨ oße 4 darstellen (k = 4). Zu beachten ist, dass es f¨ ur dieses Beispiel kein Vertex-Cover der M¨ achtigkeit < 4 gibt.



Bsp. 1: Graph G(V, E); |V | = 7; |E| = 8; k = 4 Festzuhalten ist, dass das Vertex-Cover Problem [3] NP-vollst¨ andig ist. Zudem k¨onnte man jetzt einen ziemlich einfach Approximationsalgorthimus an2



geben der gute Ergebnisse liefert. Darauf wird jedoch hier verzichtet. Stattdessen wird jetzt auf die Motivation der Parametrieierung eingegangen und der Begriff n¨aher erl¨autert.



2.2



Parametrisierung



Die Vorgehensweise besteht darin NP-schwere Probleme genauer zu analysieren, indem zuerst einmal die worst-case Komplextit¨ at vernachl¨ assigt wird. Hierzu gilt es einen Parameter zu bestimmen, der die Eingabemenge des gegebenen Problems in m¨oglichst unendlich viele Teilmengen partitioniert. Die grundlegende Idee ist einen Algorithmus zu entwerfen, der polynomial in der Eingabel¨ange ist aber nicht zwangsweise im Wert des gew¨ ahlten Parameters. Das Problem besteht nat¨ urlich in der Wahl des Parameters, da man herausfinden muss welche Eingabemengen die ”h¨ arte” des Problems beeinflussen. Anzumerken ist noch, dass dieses Konzept stark problemabh¨ angig ist und somit kann es vorkommen, dass keine guten Parametrisierungen existieren f¨ ur verschiedene Probleme. Definitionen: Sei C ein Berechnungsproblem und sei L die Sprache aller Eingabeinstanzen von C. Eine Parametrisierung von C ist eine Funktion P ar : L → N mit: (i) P ar ist Polynomialzeit berechenbar (ii) f¨ ur unendlich viele k ∈ N ist die Menge MC (k) = {x ∈ L | P ar(x) = k} (k-fixed-parameter set) unendlich. A ist nun ein Par-parametrisierter Polynomialzeit-Algorithmus fu ¨r C wenn: (i) A l¨ ost C (ii) es existiert ein Polynom p und eine Funktion f : N → N, so dass f¨ ur jedes x ∈ L gilt: ZeitA (x) ≤ f (P ar(x)) · p(|x|) Wenn ein Par-parametrisierter Polynomialzeit-Algorithmus f¨ ur C existiert, sagen wir, dass C fixed-parameter-tractable (FPT) bezu ¨glich Par ist. Zum besseren Verst¨andnis der Definitionen wird noch ein kleines Beispiel 2 angegeben. Sei A ein Algorithmus mit Zeitkomplexit¨ at 2k · n2 , wobei n die 3



Gr¨oße der Eingabe und k der Wert des Parameters der Eingabe ist. Also ist 2 hier f (P ar(x)) = 2k und p(|x|) = n2 . F¨ ur kleine k ist dieser Algorithmus √ durchaus effizient, nimmt man allerdings k = n, so erh¨ alt man sofort einen Exponentialzeitalgorithmus. Anhand des Beispiels erkennt man dann auch besser die Schwierigkeiten, die parametrisierte Algorithmen mit sich bringen. Nachdem wir uns jetzt n¨aher mit dem theoretischen Konzept der Parametrisierung vertraut gemacht haben, k¨ onnen wir jetzt versuchen, dieses auf das vorherige Beispiel des VCP anzuwenden.



2.3 2.3.1



Parametrisierte Algorithmen Bounded Search Tree Methode



Die Methode der Bounded Search Trees besteht darin, zuerst einmal einen Baum aufzubauen, der sogar auch exponentielle Gr¨ oße haben kann. Dann ¨ wird dieser durchsucht. Der Trick dabei besteht darin, nur so oft die Aste zu durchlaufen wie der Parameter k groß ist. Dazu muss aber die Anzahl der durchsuchten L¨osungen von einer Funktion beschr¨ ankt sein, die nur von k abh¨angt. Mit dieser Vorgehensweise kann man dann schon gute Laufzeiten erziehlen. (Parametrisierung von VC: P ar(x) = k) Algorithmus: 1. Konstruiere Bin¨arbaum der Tiefe k 2. Markiere Wurzelknoten mit (G, ∅) (Graph G) 3. Alle anderen Knoten werden rekursiv markiert: Sei (H, S) markierter Baumknoten mit zwei nicht markierten Kindern. W¨ahle Kante {u, v} aus Kantenmenge von H. (H Teilmenge von G, S Knotenmenge) (i) Markiere linkes Kind mit (H − u, S ∪ {u}) (H − u bedeutet: l¨ osche Knoten u und anliegende Kanten) (ii) Markiere rechtes Kind mit (H − v, S ∪ {v}) 4. Wenn ein Baumknoten mit Markierung (G0 , S 0 ) existiert, wobei G0 der Graph ohne Kanten ist, dann ist S 0 ein VC der Gr¨ oße ≤ k Sonst existiert kein VC der Gr¨ oße ≤ k in G Die Laufzeit betr¨agt O(2k · n), wo 2k der Baumgr¨ oße entspricht und pro Baumknoten wird der Graph einmal durchlaufen. n ist die Gr¨oße des Graphen. Zu beachten ist, f¨ ur kleine Parameter k ist der Algorithmus effizient.
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2.3.2



Problemkern Methode



Die Methode der Reduktion auf eie Problemkern (Reduction to a Problem Kernel ) basiert darauf eine Probleminstanz I auf eine ”gleichwertige” Prooße von I 0 nur noch vom Parableminstanz I 0 zu reduzieren, wobei die Gr¨ meter k abh¨angt. Wenn es dann eine L¨ osung f¨ ur I 0 gibt, kann man diese auf I u urlich herauszufinden welche ¨bertragen. Das Problem hierbei ist nat¨ Instanzen die H¨arte eines Problems bestimmen. Diese Methode f¨ uhrt dann oft zu additiven Exponentialfaktoren (die verschiedenen Faktoren, die die Laufzeit bestimmen addieren sich) anstatt von multiplikativen. (Parametrisierung von VC: P ar(x) = k) Algorithmus: [1] 1. Suche alle Knoten mit Grad > k (aus Graph G); p sei nun die Anzahl dieser Knoten Wenn p > k −→ Es existiert kein Vertex-Cover der Gr¨ osse k 0 Sonst, setze k = k − p 2. Verwerfe alle p Knoten aus Schritt 1 und die jeweils anliegenden Kanten, l¨osche auch alle isolierten Knoten Wenn der daraus resultierende Graph G0 mehr als k 0 (k + 1) Knoten besitzt, dann (”verwerfe”) 3. Wenn G0 kein Vertex-Cover der Gr¨ osse k 0 hat, dann (”verwerfe”) Sonst, jedes Vertex-Cover der Gr¨ osse k 0 von G0 mit den p Knoten aus Schritt 1 entspricht einem Vertex-Cover der Gr¨ osse k von G (exhaustive search) Die Laufzeit betr¨agt O(n + k k ), wobei Schritt 1 in O(n), Schritt 2 in O(1) und Schritt 3 in O(k k ) f¨ ur die Suche. Auffallend ist, dass schon f¨ ur ziemlich kleine Parameter k der Algorithmus sehr schnell ineffizient wird. Kombiniert man jedoch diesen Algorithmus mit dem vorherigen, erh¨alt man eine deutliche Verbesserung: [1] O(n + 2k · k 2 ).



3



Schlussfolgernde Bemerkungen



Das Studium parametrisierter Algorithmen und ihrer Komplexit¨ at ist noch ein ziemlich junges Forschungsgebiet mit praktischem Nutzen. Der momentan schnellste bekannte Algorithmus f¨ ur das VCP hat eine Laufzeit von [4] k O((k)n + 1.2852 ). Es ist jedoch auch so, dass die gr¨ oßte Schwierigkeit darin besteht einen Parameter zu finden, der einerseits die H¨ arte eines Problems darstellt und es andererseits erm¨ oglicht, einen entsprechend effizienten Algorithmus zur Probleml¨osung zu finden. Schlussendlich sei noch darauf hingewiesen, dass hier nur eine kurze Einf¨ uhrung in den Bereich der parametrisierten Algorithmen vorgestellt wurde, weiterf¨ uhrende Informationen sind in der angegebenen Literatur zu finden. 5
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