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contestar razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta dicha opción. Para la realización de esta prueba puede uti 
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UNIVERSIDADES PÚBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID PRUEBA DE ACCESO A ESTUDIOS UNIVERSITARIOS (LOGSE) JUNIO 2012 MATEMÁTICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES II INSTRUCCIONES: El alumno deberá elegir una de las dos opciones A o B que figuran en el presente examen y contestar razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta dicha opción. Para la realización de esta prueba puede utilizarse calculadora científica, siempre que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. TIEMPO: 90 minutos.



OPCIÓN A Ejercicio 1. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependiente del parámetro real a: ay − 7z = 4a − 1 x +  x + (1 + a )y − (a + 6 )z = 3a + 1  ay − 6z = 3a − 2  (a) Discútase el sistema según los diferentes valores de a. (b) Resuélvase el sistema en el caso en el que tiene infinitas soluciones. (c) Resuélvase el sistema en el caso a = ‒3. Solución. a. La discusión del sistema se hace en función del rango de las matrices de coeficientes (A) y de la ampliada (A*) a −7  a −7 4a − 1  1 1     A =  1 1 + a − a − 6  A* =  1 1 + a − a − 6 3a + 1  A ⊂ A* ⇒ rg A ≤ rg A * 0 0 a − 6  a −6 3a − 2    Si A ≠ 0 ⇒ rg A = 3 = rg A* = n . Sistema compatible determinado, por tanto se estudia el sistema para los valores del parámetro que anulan el determinante de la matriz de coeficientes. 1 a −7 A = 1 1 + a − a − 6 = −6 − 6a + 0 − 7a − 0 − 6a − a 2 − 6a = a 2 − a − 6 = (a − 3)(a + 2 ) 0



a



(



−6



)



a = −2 A = 0 ; (a − 3)(a + 2 ) = 0 :   a =3 Discusión. i. Si a ≠ −2, 3 ⇒ A ≠ 0 . rg A = rg A* = n = 3. Sistema compatible determinado



ii.



1 − 2 − 7   1 −2 Si a = −2. A =  1 − 1 − 4  A = 0 ⇒ rg A < 3. = 1 ≠ 0 rg A = 2 1 −1 0 − 2 − 6   − − − 1 2 7 9     1 −2 A* =  1 − 1 − 4 − 5  rg A* ≥ 2. De los menores orlados al menor , solo queda 1 − 1 0 − 2 − 6 − 8   1 −2 −9 por estudiar 1 − 1 − 5 = 0 , rg A* < 3. 0 −2 −8 rg A = rg A* = 2 ≠ n = 3. Sistema compatible indeterminado
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iii.



1 3 − 7  1 3 − 7 11      1 3 Si a = 3. A =  1 4 − 9  A = 0 , rg A < 3. = −1 ≠ 0, rg A = 2. A* =  1 4 − 9 10  1 4 0 3 − 6 0 3 − 6 7      1 3 rg A* ≥ 2. De los menores orlados al menor , solo queda por estudiar 1 4 1 1



3 4



11 10 = 67 ≠ 0 , rg A* = 3.



0 −2



7 rg A = 2 ≠ rg A*. Sistema incompatible



b.



El sistema tiene infinitas soluciones cuando es compatible indeterminado (a = −2) x − 2 y − 7z = − 9  x − y − 4z = − 5  − 2 y − 6z = − 8 



El rango del sistema (rg A = rg A* = 2) indica que solo hay dos ecuaciones linealmente independientes, para asegurarse de coger las correctas, se elimina la ecuación cuyos coeficientes no formaron parte del menor de orden 2 (se elimina la tercera.  x − 2 y − 7 z = −9   x − y − 4z = −5 Para resolver el sistema, y teniendo en cuenta que hay 3 incógnitas y 2 ecuaciones, se considera una de las variables como constante y se transforma en parámetro, resolviendo las otras variables en función del parámetro. Para no equivocarse en la elección del parámetro se toma la variable cuyos coeficientes no formaron parte del menor de orden 2 (z).  x − 2 y = −9 + 7 λ   x − y = −5 + 4λ Para resolver el sistema resultante se puede emplear cualquier método, yo recomiendo el método de Cramer. − 9 + 7λ − 2 Ax − 5 + 4λ − 1 (− 9 + 7 λ ) ⋅ (− 1) − (− 2 ) ⋅ (− 5 + 4λ ) x= = = = −1 + λ 1 −2 A 1 1 −1



x=



Ay A



=



1 − 9 + 7λ 1 − 5 + 4λ 1



=



(− 5 + 4λ ) ⋅ 1 − (− 9 + 7λ ) ⋅ 1 = 4 − 3λ 1



Solución: (− 1 + λ, 4 − 3λ, λ ) ∀ λ ∈ R



c.



Para a = −3, sistema compatible determinado.  x − 3y − 7 z = − 13   x − 2 y − 3z = − 8  − 3y − 6z = − 11  a = −3



A = a 2 − a − 6 = (− 3)2 − (− 3) − 6 = 6



2



− 13 − 3 − 7 x=



Ax A



=



−8 − 2 −3 − 11 − 3 − 6 6



z=



=



Ay −8 4 =− ; y= = 6 3 A



Az A



=



1 − 3 − 13 1 −2 −8 0 − 3 − 11 6



=



1 − 13 − 7 1 −8 −3 0 − 11 − 6 6



=



14 7 = 6 3



4 2 = 6 3



 4 7 2 Solución:  − , ,   3 3 3



Ejercicio 2. (Puntuación máxima: 3 puntos) Una empresa vinícola tiene plantadas 1200 cepas de vid en una finca, produciendo cada cepa una media de 16 kg de uva. Existe un estudio previo que garantiza que por cada cepa que se añade a la finca, las cepas producen de media 0,01 kg menos de uva cada una. Determínese el número de cepas que se deben añadir a las existentes para que la producción de uva de la finca sea máxima. Solución. x ≡ número de cepas que se deben añadir a la finca Producción = número de cepas × producción por cepa P(x ) = (1200 + x ) ⋅ (16 − 0,01x ) Multiplicando y ordenando se obtiene una función polinómica de segundo grado.



P(x ) = 19200 + 4x − 0,01x 2



El máximo de la función se obtiene derivando e igualando a cero. p ′(x ) = 4 − 0,02x 4 p ′(x ) = 0 ; 4 − 0,02 x = 0 , x = = 200 0,02



Para comprobar que es un máximo se sustituye en la segunda derivada. P ′′(x ) = −0,02 < 0 ⇒ Máximo Para obtener una producción máxima hay que plantar 200 cepas.



Ejercicio 3. (Puntuación máxima: 2 puntos) En un tribunal de la prueba de acceso a las enseñanzas universitarias oficiales de grado se han examinado 80 alumnos del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos del colegio C. La prueba a ha sido superada por el 80% de los alumnos del colegio A, el 90% de los del colegio B y por el 82% de los del colegio C. (a) ¿Cuál es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya superado la prueba? (b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, ¿cuál es la probabilidad de que pertenezca al colegio B? Solución. a. Una forma sencilla de interpretar los datos del enunciado es mediante un diagrama en árbol. Sucesos: - A ≡ Alumno perteneciente al colegio A. - B ≡ Alumno perteneciente al colegio B. - C ≡ Alumno perteneciente al colegio C. - S ≡ El alumno ha superado la prueba.
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Datos. p(A ) =



80 70 50 = 0,4 ; p(B) = = 0,35 ; p(C ) = = 0,25 200 200 200 p(S / A ) = 0,8 ; p(S / B) = 0,9 ; p(S / C ) = 0,82



Se pide:



p(S) = p[(A ∩ S) ∪ (B ∩ S) ∪ (C ∩ S)] = = p(A ∩ S) + p(B ∩ S) + p(C ∩ S) =



= p(A ) ⋅ p(S / A ) + p(B) ⋅ p(S / B ) + p(C ) ⋅ p(S / C ) = = 0,4 ⋅ 0,8 + 0,35 ⋅ 0,9 + 0,25 ⋅ 0,82 = 0,84 p(S) = 84%



b.



Se pide una probabilidad condicionada que se resuelve mediante el teorema de Bayes. p B ∩ S p(B ) ⋅ p S / B p B/ S = = pS 1− p S



(



) (())



(



)



( ) ()



p S / B = 1 − p(S / B) = 1 − 0,9 = 0,1



(



)



p B/ S =



0,35 ⋅ 0,1 = 0,2187 = 21,87% 1 − 0,84



El problema también se puede resolver por un cuadro de contingencia.



SUPERA No SUPERA



A



B



C



80 × 0,80 = = 64



70 × 0,90 =



50 × 0,82 =



64 + 63 + 41 =



= 63



= 41



= 168



80 − 64 =



70 − 63 =



50 − 41 =



16 + 7 + 9 =



= 16



=7



=9



= 32 Base de cálculo



80



a.



p(S) =



b.



p B/ S =



(



70



50



Número de casos favorables 168 = = 0,84 = 84% Número de casos posibles 200 de casos favorables 7 ) p(B(∩)S ) = Número = = 0,2187 = 21,87% Número de casos posibles 32 pS
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Ejercicio 4. (Puntuación máxima: 2 puntos) Se supone que el precio en kilogramos de los alumnos de un colegio de Educación Primaria el primer día de curso se puede aproximar por una variable aleatoria con distribución normal de desviación típica igual a 2,8 kg. Una muestra aleatoria simple de 8 alumnos de ese colegio proporciona los siguientes resultados (en kg): 26 27,5 31 28 25,5 30,5 32 31,5 (a) Determínese un intervalo de confianza con un nivel del 90% para el peso medio de los alumnos de ese colegio el primer día de curso. (b) Determínese el tamaño muestral mínimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual que 0,9 kg con un nivel de confianza del 97%. Solución. x ≡ Peso de los alumnos, variable continua aleatoria con distribución Normal x : N(µ , σ ) ; σ = 2,8 kg Las medias muestrales de la variable de tamaño 8 también siguen una distribución normal. x i 232 Para n = 8: x = = = 29 kg n 8  2,8   σ    = N µ, x : N µ , n 8  



∑



a.



Nivel de confianza del 90%: 1 − α = 0,9 ; α = 0,1  α  0,1  −1 Z α 2 = φ −1 1 −  = φ −1 1 −  = φ (0,9500) = 1,65 2 2     Intervalo de confianza:  σ σ   2,8 2,8   = (27´4, 30´6)  x − Z α 2  =  29 − 1,65 , x + Zα 2 , 29 + 1,65 n n  8 8 



Con una confianza del 90% se puede estimar que el peso medio de los alumnos el primer día de clase va a estar comprendido entre 27,4 kg y 30,6 kg.



b.



ε má = 0,9 ; Nivel de confianza = 97%; 1 − α = 0,97; α = 0,03



 α  0,3  −1 Z α 2 = φ −1 1 −  = φ −1 1 −  = φ (0,9850) = 2,17 2 2    ε má ≥ Z α 2



2



2



 σ  2,8    =  2.17 ⋅ ; n ≥  Z α 2  = 45,57 ε má  0,9  n  



σ



n ≥ 46 elementos
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OPCIÓN B Ejercicio 1. (Puntuación máxima: 3 puntos) Un estadio de futbol con capacidad para 72000 espectadores está lleno durante la celebración de un partido entre los equipos A y B. Unos espectadores son socios del equipo A, otros lo son del equipo B, y el resto no son socios de ninguno de lo equipos. A través de la venta de localidades sabemos lo siguiente: (a) No hay espectadores que sean socios de ambos equipos simultáneamente. (b) Por cada 13 socios de alguno de los dos equipos hay 3 espectadores que no son socios. (c) Los socios del equipo B superan en 6500 a los socios del equipo A ¿Cuántos socios de cada equipo hay en el estadio viendo el partido? Solución. x ≡ nº de socios de A y ≡ nº de socios de B z ≡ nº de no socios Datos: (a ) x + y + z = 72000  x + y + z = 72000   x+y z (b ) = 0  : 3x + 3y − 13z = 13 3  x − y = − 6500 (c ) y = 6500 + x   El sistema se puede resolver de forma muy sencilla por reducción. z = 72000 x + y +  13 z = 0 x + y − 3  = − 6500 x − y Restando las dos primeras ecuaciones se calcula z 16 1ª +2 ª : z = 72000 z = 13500 3



El sistema se reduce a dos incógnitas y dos ecuaciones  x + y = 58500 Sumando 2x = 52000 x = 26000 :   x − y = −6500 Restando 2y = 65000 y = 32500 Del equipo A 26000 socios, del equipo B 32500 socios



Ejercicio 2. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se considera la función real de variable real definida por  x 2 − 4 x + 3 si x ≤ 1 f (x ) =  2 − x + 4 x − 3 si x > 1 (a) Estúdiese la continuidad y la derivabilidad de la función f. (b) Represéntese gráficamente la función f. (c) Calcúlese el área del recinto plano acotado limitado por la grafica de f, el eje OX, eñ eje OY, y la recta x = 2. Solución. a. La función está definida mediante expresiones continuas en sus dominios de definición, por lo tanto solo es necesario estudiar su continuidad y derivabilidad en x = 1. Para que la función sea continua en x = 1 se debe cumplir: f (1) = Lím− f (x ) = Lím+ f (x ) x →1



x →1
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   2 2 Lím− f (x ) = Lím− x − 4x + 3 = 1 − 4 ⋅ 1 + 3 = 0  : Se cumple la condición de continuidad x →1 x →1  Lím+ f (x ) = Lím− − x 2 + 4 x − 3 = −12 + 4 ⋅ 1 − 3 = 0 x →1 x →1  La función es continua en x = 1. f (1) = 12 − 4 ⋅ 1 + 3 = 0



( (



)



)



( ) ( )



Para que la función sea derivable en x = 1: f ′ 1− = f ′ 1+



 2 x − 4 si x < 1 f ′(x ) =  − 2x + 4 si x > 1



( ) ( )



( ) ( )



f ′ 1− = 2 ⋅ 1 − 4 = −2  − +  : f ′ 1 ≠ f ′ 1 ⇒ NO DERIVABLE EN X = 1. + f ′ 1 = −2 ⋅ 1 + 4 = 2



b. La función se define por expresiones polinómicas de 2º grado que representan parábolas. Para representar una parábola basta con calcular el vértice y los puntos de corte con los ejes. b  x =− - Vértice:  v 2a  y v = f (x v ) - Cortes con OX: y = 0, se resuelve la ecuación - Corte con OY: x = 0, es el término independiente del polinomio (0, c). Primero se representan ambas expresiones y a continuación se representa la función f(x).



y = x 2 − 4 x + 3 Vértice : (2, − 1) OX : (1, 0 ) ; (3, 0 ) OY : (0, 3) y = − x 2 + 4 x − 3 Vértice : (2, 1) OX : (1, 0 ) ; (3, 0 ) OY : (0, − 3)



Teniendo en cuenta los intervalos donde están definidas cada una de las expresiones, la gráfica de la función es:



c.



Se pide calcular el área sombreada



∫(



)



∫(



1



)



1



 x3   x3  x2 x2 Área = x − 4x + 3 dx + − x + 4 x − 3 dx =  −4 + 3x  +  − +4 − 3x  =   0 1 2 2  3  o  3  o   13   03   23 13 = − 2 ⋅ 12 + 3 ⋅ 1 −  − 2 ⋅ 02 + 3 ⋅ 0 +  − + 2 ⋅ 2 2 − 3 ⋅ 2  −  − + 2 ⋅ 12 − 3 ⋅ 1 =  3   3   3  3       4  2  4 = − 0 + −  − −  = 2 u2 3  3  3 1



2



2



2
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Ejercicio 3. (Puntuación máxima: 2 puntos) Sean dos sucesos de un experimento aleatorio tales que: p(A ∩ B) = 0,1 p A ∩ B = 0,6 p(A B) = 0,5 Calcúlense: (a) p(B) (b) p(A ∪ B) (c) p(A )



(



(



(d) p B A



)



)



Nota: S denota el suceso complementario del suceso S. p(S T ) denota la probabilidad el suceso S condicionada al suceso T. Solución. a. Partiendo de p(A B) y aplicando el teorema de Bayes se calcula p(B) . p(A ∩ B) p(A ∩ B) 0,1 : p(B) = p(A B) = = = 0,2 p(B) p(A B) 0,5



b.



(



)



Partiendo de p A ∩ B y aplicando las leyes de Morgan, se calcula p(A ∪ B) .



(



) (



)



p A ∩ B = p A ∪ B = 1 − p(A ∪ B)



(



)



p(A ∪ B) = 1 − p A ∩ B = 1 − 0,6 = 0,4



c.



d.



Partiendo de p(A ∪ B) se calcula p(A ) p(A ∪ B) = p(A ) + p(B) − p(A ∩ B) p(A ) = p(A ∪ B) + p(A ∩ B) − p(B) = 0,4 + 0,1 − 0,2 = 0,3 Se resuelve aplicando el teorema de Bayes. p B∩A p A∩B 0,6 0,6 pB A = = = = = 0,8571 1 − p(A ) 1 − 0,3 0,7 pA



(



) (( )) (



)



Ejercicio 4. (Puntuación máxima: 2 puntos) Se supone que el gasto que hacen los individuos de una determinada población en regalos de Navidad se puede aproximar por una variable aleatoria con distribución normal de media µ y desviación típica igual a 45 euros. (a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (251,6 ; 271,2) para µ, con un nivel de confianza del 95%. Calcúlese la media muestral y el tamaño de la muestra elegida. (b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamaño 64 para estimar µ. Calcúlese el error máximo cometido por esa estimación con un nivel de confianza del 90%. Solución. a. Los intervalos de confianza son intervalos de probabilidad, y estos son intervalos centrados en el valor de la media. 251,6 + 271,2 x= = 261,4 € 2



Conocida la media se puede calcular el error máximo admitido, y del error el tamaño muestral ε máx = x − 251,6 = 261,4 − 251,6 = 9,8 ε max = Z α 2



 σ ; n =  Z α 2 ε máx n 



σ
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2



Nivel de confianza del 95%: 1 − α = 0,95 ; α = 0,05  α  0,05  −1 Z α 2 = φ −1 1 −  = φ −1 1 −  = φ (0,9575) = 1,96 2 2    2



45   n = 1,96  = 81 9,8  



b.



ε max = Z α 2



σ



n



Nivel de confianza del 90%: 1 − α = 0,9 ; α = 0,1  α  0,1  −1 Z α 2 = φ −1 1 −  = φ −1 1 −  = φ (0,9500) = 1,65 2 2    45 ε max = 1,65 = 9,3 € 64
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