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1 Einleitung 1.1 Motivation In den professionellen Sportligen der ganzen Welt werden jährlich Milliarden umgesetzt. Für die Spielzeit 2013/2014 erhält die deutsche Fußball Bundesliga beispielsweise 560 Millionen Euro an Fernsehgeldern, 2014/2015 sind es 615 Millionen und in der Saison 2015/2016 beläuft sich die Summe auf 663 Millionen. Dieser Betrag wird ausschließlich unter den 36 Profiklubs der 1. und 2. Bundesliga aufgeteilt. Zusätzlich können die Vereine noch Einnahmen in Millionenhöhe durch



Merchandising und Marketingmaßnahmen erwarten (vgl.



[WEL13]). Ganz anders ist die Situation im Breitensport. Der Deutsche Fußball Bund (DFB) beschreibt die Situation im Amateurfußball als „Problemdruck im Bereich Finanzierung ([DFB12])“. Als Ausgaben sind dabei vor allem Aufwandsentschädigungen für Spieler, Honorare für Trainer und Ablösesummen für wechselwillige Spieler zu nennen. 54,3 % der Sechstligisten zahlen Aufwandsentschädigungen und 49 % aller Sechstligisten wären bereit für Neuzugänge eine Ablösesumme zu bezahlen (vgl. [DFB12]). Im Rahmen dieser Arbeit geht es um eben diese 6. Liga in Bayern. Ziel ist es, anhand der aufgezeigten Ergebnisse, einige Erleichterungen für die zum Teil stark belasteten Vereine mit ihren größtenteils ehrenamtlich tätigen Verantwortlichen und den voll berufstätigen Spielern zu schaffen. Im Jahr 2012 entstand durch eine vom Bayerischen Fussball-Verband (BFV) durchgeführte Strukturreform der Spielklassen im Amateurbereich die neue Landesliga Bayern, welche nun nicht länger die fünfthöchste, sondern ab sofort die sechsthöchste Liga im deutschen Fußball ist. Schirmherr über diese Spielklasse ist der BFV (vgl. [BFV14 (1)]). „Die Landesliga der Herren spielt im Verbandsgebiet in fünf Gruppen, die in der Regel bis zu 18 Mannschaften umfassen ([BFV14 (1)])“. In der Spielzeit 2013/2014 spielen somit insgesamt 90 Vereine auf 5 Staffeln verteilt in der Landesliga Bayern. Diese Anzahl soll auch in den kommenden Jahren bestand haben, es kann jedoch durch Auf- und Abstiegsszenarien passieren, dass die Normzahl von 90 Teams über- bzw. unterschritten wird. Eine mögliche Abweichung wird in der jeweils nachfolgenden Spielzeit korrigiert (vgl. [BFV13 (1)]). Die fünf Staffeln der Landesliga Bayern werden anhand der Attribute „Nordwest“, „Nordost“, „Mitte“, „Südwest“ und „Südost“ unterschieden (vgl. [BFV14 (2)]).
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1.2 Problemstellung Das Ziel dieser Abhandlung ist es, eine Einteilung der 90 Landesligisten in die fünf Staffeln zu bestimmen, so dass in jeder Staffel gleich viele Teams sind. Des Weiteren soll jedem der 90 Vereine garantiert werden, dass seine Mannschaft, an keinem Spieltag, der unter der Woche statt findet, länger als eine Stunde fahren muss. Die Fahrtzeit soll demnach an allen Wochentagsspielen höchstens 60 Minuten betragen. Diese Forderung ist vor allem deshalb sinnvoll, da die meisten Spieler und Trainer voll berufstätig sind oder studieren und bei weiten Auswärtsfahrten unter der Woche stets Probleme haben, rechtzeitig vom Arbeitsplatz bzw. von der Universität zum Spielort zu gelangen. Die Summe aller Fahrten aller Teams im Verlaufe der Saison soll aus Umweltschutzgründen und aufgrund einer Kosten- und Aufwandsminimierung für die Vereine und deren Spieler möglichst gering sein. Als mögliche Kriterien eignen sich hierbei die gesamte Fahrtstrecke bzw. die gesamte Fahrtzeit. Für die dadurch gegebene Gruppeneinteilung soll schließlich für jede der fünf Staffeln ein Spielplan konzipiert werden, der möglichst „fair“ ist, Wünsche der Vereine berücksichtigt und an Wochenspieltagen kein einziges Spiel enthält, bei dem die Gastmannschaft länger als eine Stunde anreisen muss. In Kapitel 4 wird diese Problemstellung mit allen ihren Bedingungen nochmals aufgegriffen und als ein binäres Programm formuliert.



1.3 Gang der Untersuchung Nach einigen einführenden Worten und einer Erörterung der Problemstellung im Abschnitt Einleitung werden in Kapitel 2 die für diese Arbeit grundlegende Sätze und Definitionen dargestellt. Dabei wird immer wieder ein Bezug zur Problemstellung hergestellt. In Kapitel 3 wird die durchgeführte Datenerfassung, in deren Rahmen alle für diese Arbeit relevanten Daten zusammengetragen wurden, beschrieben. Anhand dieser Daten werden in den späteren Abschnitten die Optimierungsprozesse durchgeführt. Im Anschluss wird ein großes Modell vorgestellt, welches die soeben erläuterte Problemstellung in seiner Gesamtheit beschreibt. Da dieses Modell für handelsübliche Rechner zu groß ist, um es zu lösen, wird es in kleinere Teilprobleme aufgeteilt. Die Vorteile dieser Aufteilung werden in den entsprechenden Paragraphen beleuchtet. So wird zunächst eine optimale Gruppeneinteilung bestimmt. Anschließend wird das Spielplanerstellungsproblem gelöst. Als Abschluss dieser Arbeit findet im letzten Kapitel eine Zusammenfassung der Resultate statt. Den Kapiteln „Die optimale Staffeleinteilung“ und „Die Spielplanerstellung“ wird aufgrund ihres Umfangs eine kurze Übersicht über die dargelegten Inhalte vorausgestellt. ʹ



2 Grundlagen In diesem Abschnitt werden alle Definitionen und Aussagen formuliert, die für diese Ausarbeitung vorausgesetzt werden. Zur übersichtlicheren Darstellung findet eine Aufteilung in die Bereiche „sportspezifische Grundlagen“, „graphentheoretische Grundlagen“ und „Grundlagen der Optimierung“ statt.



2.1 Sportspezifische Grundlagen In der Einleitung wurden bereits Begriffe wie Mannschaft oder Team und Liga oder Staffel verwendet. An dieser Stelle sollen für diese und weitere sportspezifische Begriffe Definitionen angegeben werden, die zu einer einheitlichen Auffassung des jeweiligen Begriffs führen. Definition 2.1: Eine Mannschaft ݅ besteht aus Personen, die zusammen ein sportliches Ziel erreichen wollen. Als Synonyme werden in dieser Arbeit auch Fußballmannschaft oder (Fußball-) Team verwendet. Die Mannschaft spielt unter dem Namen eines Vereins (vgl. [BAR01, S. 8]).



In einer Liga treten mehrere Mannschaften gegeneinander an. Dies bedeutet, dass eine bestimmte Anzahl an Mannschaften, im hier gegebenen Problem sind das 18, in einer Gruppe zusammengefasst werden. Etwas formaler wird dies in Definition 2.2 ausgedrückt: Definition 2.2: Sei ܰ  אԳǤ Eine Liga ࣦ ൌ ሼ݅ȁ݅ ൌ ͳǡ ǥ ǡ ܰሽ ist eine Menge von ܰ Mannschaften (vgl. [BAR01, S.9]).



Gibt es verschiedene Ligen, die eine annähernd gleiche Spielstärke der Mannschaften aufweisen, so werden hierfür im Folgenden die Begriffe Staffel, Gruppe oder auch Division synonym verwendet (vgl. [BAR01, S.29]). Für die Landesliga Bayern wird angenommen, dass die fünf Staffeln, welche alle sechstklassig sind, in etwa das gleiche sportliche Niveau aufweisen. Der sportliche Vergleich zweier Mannschaften findet im Rahmen eines Spiels statt: Definition 2.3: Ein Spiel ߱ ൌ ሺ݅ǡ ݆ሻ ist ein 2-Tupel, welches sich aus den beiden Mannschaften ݅ǡ ݆ ࣦ אሺ݅ ് ݆ሻ zusammensetzt. Dabei gehören die beiden Mannschaften ݅ und ݆ der 3



gleichen Liga an. Als Synonyme werden auch die Bezeichnungen Paarung, Partie oder Begegnung verwendet (vgl. [BAR01, S.9]). Da das Tupel ሺ݅ǡ ݆ሻ geordnet ist, kann eine Aussage darüber getroffen werden, welche Mannschaft zu Hause spielt und welche Mannschaft auswärts antreten muss. Daher bezeichne im Nachfolgenden das Tupel ሺ݅ǡ ݆ሻ die Begegnung bei der die Mannschaft ݅  ࣦ אHeimrecht im Spiel gegen die Mannschaft ݆  ࣦ אhat. Dementsprechend spielt Mannschaft ݆  ࣦ אauswärts bei der Mannschaft ݅ ࣦ א. Das sogenannte Wettbewerbsprogramm ȳ ൌ ሼ߱ȁ߱ ൌ ͳǡ ǥ ǡ ܹሽ ist eine Menge ܹvon Spielen ߱ǡ die in einer Liga stattfinden. Spielt jedes Team genau zweimal gegen alle anderen Teams seiner Liga, so besteht das Wettbewerbsprogramm aus ܹ ൌ ܰ ή ሺܰ െ ͳሻ Spielen (vgl. [BAR01, S.10]). Bemerkung 2.4: Für die Landesligen in Bayern bedeutet dies, dass das Wettbewerbsprogramm in jeder der fünf Staffeln, die jeweils 18 Mannschaften umfassen, ͳͺ ή ͳ ൌ ͵Ͳ Begegnungen beinhaltet. Definition 2.5: Ein Spieltag ࢙ ist ein vorgegebener Zeitraum, in dem Spiele aus dem Wettbewerbsprogramm ausgetragen werden. An einem Spieltag trägt jede Mannschaft genau ein Spiel aus, sofern die Anzahl der Mannschaften gerade ist. Andernfalls hat genau eine Mannschaft kein Spiel an diesem Spieltag und ist somit spielfrei. Es ist üblich, dass die Spieltage fortlaufend, bei 1 beginnend, nummeriert werden. Für das Heimspiel von Team ݅  ࣦ אgegen Team ݆  ࣦ אan Spieltag  ݏschreibt man auch ൫ሺ݅ǡ ݆ሻǡ ݏ൯ (vgl. [BAR01, S.11]). Ein Spieltag kann über mehrere Kalendertage verteilt ausgetragen werden. Auch die Uhrzeit, zu der die Spiele beginnen kann von Partie zu Partie variieren. Dies gilt für die 1.Bundesliga, in der üblicherweise ein Spiel am Freitag Abend, fünf Begegnungen Samstag nachmittags, eine Partie am Samstag Abend und zwei Spiele am Sonntag stattfinden, genauso, wie für die Landesligen (vgl. [BUN14]). Satz 2.6: Sei die Anzahl der Mannschaften ܰ in Liga ࣦ gerade. Dann finden an einem Spieltag genau



ே ଶ



Paarungen statt. Für ungerades ܰ sind 



ேିଵ ଶ



Begegnungen anzusetzen.



Zusätzliche erhält eine Mannschaft den Status spielfrei (vgl. [BAR01, S.11]).



Bemerkung 2.7: Für Ligen mit 18 Mannschaften, sind dies 9 Partien pro Spieltag. Ͷ



Definition 2.8: Unter einer Saison Ա ൌ ሼݏȁ ݏൌ ͳǡ ǥ ǡ ܵሽ versteht man eine Menge von ܵ Spieltagen, an denen zusammen alle ܹPaarungen des Wettbewerbsprogramms ȳdurchgeführt werden (vgl. [BAR01, S.11]).



In der Landesliga Bayern spielt im Verlauf einer Saison jede Mannschaft zwei Mal



–



ein Mal zu Hause und ein Mal auswärts – gegen jede andere Mannschaft seiner Staffel (vgl. [BFV14 (1)]). Definition 2.9: Ein Spielplan Ը ist eine Menge von ܹ Spielen, welche auf ܵ Spieltage verteilt angesetzt sind, so dass an jedem Spieltag jedes Team genau ein Spiel austrägt (1) und das gesamte Wettbewerbsprogramm ȳ eingeplant wird (2). Formal muss demnach gelten (vgl. [BAR01, S.12]): ࣦ א ݅ǡ  ࣦ א ݆   ܵ א ݏmit ൫ሺ݅ǡ ݆ሻǡ ݏ൯  אԸ und ݆ ് כ ݆ሺ݆  ࣦ א כሻǣ൫ሺ݅ǡ ݆ሻǡ ݏ൯  בԸ (1)  ߱ൌ ሺ݅ǡ ݆ሻ  אȳ ܵ א ݏ  mit ൫ሺ݅ǡ ݆ሻǡ ݏ൯ ࣬ א



(2)



Definition 2.10: Ein Spielplan, bei dem jede Mannschaft ݅  ࣦ אgenau zwei Mal gegen jedes andere Team ݆ ࣦ אሺ݆ ് ݅ሻ seiner Liga spielt, wobei ݅ in genau einem der beiden Spiele gegen ݆Heimrecht hat, nennt man ein Double Round Robin Tournament (DRRT) (vgl. [BRI10, S.366]). Für eine Liga mit ܰ Mannschaften bedeutet dies, daß jede Mannschaft ݅  ࣦ אzwei Spiele gegen jedes der anderen ܰ െ ͳ Teams bestreitet, insgesamt also ʹ ή ሺܰ െ ͳሻ ൌ ʹܰ െ ʹ Partien. Daraus folgt aber nur unter der in Satz 2.11 dargestellten Einschränkung, dass eine Saison auch aus ʹܰ െ ʹ Spieltagen besteht. Satz 2.11: Sei ܰ  אԳ gerade. Dann besteht eine Saison, die nach den Prinzipien des DRRTs ausgetragen wird, aus ʹܰ െ ʹ Spieltagen (vgl. [BRI10, S.366]).
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Ist die Anzahl ܰ der Mannschaft ungerade, so wird ein “Dummy-Team“ mit der Bezeichnung „Spielfrei“ als ሺܰ  ͳሻ െ Team hinzugefügt (vgl. [BAR01, S.9]). Dies führt dazu, dass  ൌ ܰ  ͳ gerade ist. Daher werden ܰ  െ ʹ ൌ ʹ ή ሺܰ  ͳሻ െ ʹ ൌ ʹܰ ʹܰ Spieltage ausgetragen. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass ܰ gerade ist. Dies ist aufgrund der Möglichkeit des Hinzufügens eines “Dummy-Teams“ ohne Beschränkung der Allgemeinheit möglich (vgl. [BRI10, S.366]).



Bemerkung 2.12: In jeder Staffel der Landesliga Bayern gibt es in der Saison 2013/2014 genau 34 Spieltage. Diese werden nach dem Prinzip des im Nachfolgenden dargestellten gespiegelten DRRTs ausgetragen (vgl. [BFV14 (1)]).



Definition 2.13: Ein Spezialfall des DRRTs ist das gespiegelte DRRT. Hier findet das erste Spiel zwischen den Teams ݅  ࣦ אund ݆ ࣦ אሺ݅ ് ݆ሻ in einer Liga ࣦ mit ܰ Mannschaften an Spieltag ݏሺ ݏ ܰ െ ͳሻ statt. Das zweite Spiel wird dann an Spieltag  ݏ ܰ െ ͳ mit getauschtem Heimrecht ausgetragen. Hierdurch wird der Spielplan in zwei Hälften geteilt, welche man jeweils als Single Round Robin Tournament (SRRT) bezeichnet (vgl. [BRI10, S.366]).



Die beiden Hälften des gespiegelten DRRT nennt man auch Hin- und Rückrunde. Die Spieltage 1 bis ܰ െ ͳ bilden die Hinrunde. Die Rückrundenspieltage ܰ bis ʹܰ െ ʹ finden nach Definition 2.12 in der gleichen Reihenfolge wie die Hinrundenspieltage statt. Der Unterschied zwischen Hin- und Rückrunde, welche beim gespiegelten DRRT als komplementär bezeichnet werden, liegt einzig im getauschten Heimrecht (vgl. [BAR01, S. 11f.]). Durch das gespiegelte DRRT wird ein Spielplan dargestellt, der eine Aussage darüber trifft, wann welches Spiel ausgetragen wird. Zur Veranschaulichung ist in Beispiel 2.14 ein Spielplan für 4 Mannschaften nach den Prinzipien des gespiegelten DRRT dargestellt.



Beispiel 2.14: In diesem Beispiel wird ein möglicher Spielplan für ein gespiegeltes DRRT dargestellt. Die vier Mannschaften, die gegeneinander antreten sollen, seien der FC Chelsea London, der FC Schalke 04, der FC Basel und Steaua Bukarest. Das Wettbewerbsprogramm enthält 12 Partien, davon finden nach Satz 2.6 und Satz 2.11 genau 2 Begegnungen an jedem der 6 Spieltage statt.







Spiel 1



Spiel 2



Spieltag 1



Spieltag 2



Spieltag 3



Spieltag 4



Spieltag 5



Spieltag 6



Schalke –



Basel –



Schalke –



Chelsea –



Schalke –



Bukarest –



Chelsea



Schalke



Bukarest



Schalke



Basel



Schalke



Bukarest –



Chelsea –



Basel –



Basel –



Bukarest –



Chelsea –



Basel



Bukarest



Chelsea



Bukarest



Chelsea



Basel



Abbildung 1: Gespiegeltes DRRT für 4 Mannschaften (eigene Darstellung)



Bei genauerer Betrachtung dieses Spielplans fällt auf, dass sowohl Basel als auch Bukarest mehrfach nacheinander zu Hause bzw. auswärts spielen. Definition 2.15: Eine Mannschaft ݅  ࣦ אhat an Spieltag  ܵ א ݏein Heimbreak, wenn sie an Spieltag  ݏെ ͳ und an Spieltag  ݏzu Hause spielt. Analog liegt ein Auswärtsbreak an Spieltag ܵ א ݏvor, wenn das Team ݅  ࣦ אsowohl an Spieltag  ݏെ ͳ als auch an Spieltag ݏ auswärts antreten muss. Im Folgenden wird nicht mehr explizit zwischen Heim- und Auswärtsbreaks differenziert, sondern für beide einfach der Begriff Break verwendet (vgl. [BRI08, S.41]).



Betrachtet man nochmals Beispiel 2.14, so erkennt man, dass der FC Basel an den Spieltagen 3, 4 und 6 ein Break hat. Das Selbe gilt für Steaua Bukarest. Wann und wie viele Breaks in einem Spielplan auftreten, wird in Kapitel 6 beschrieben.



2.2 Graphentheoretische Grundlagen Neben den sportspezifischen Begriffen werden im Laufe dieser Ausarbeitung auch immer wieder graphentheoretische Begriffe verwendet. Die wichtigsten Grundkenntnisse werden in diesem Abschnitt dargestellt. Definition 2.16: Ein endlicher, schlichter, ungerichteter Graph  ܩist ein geordnetes Paar ൫ܸ ሺ ܩሻǡ  ܧሺ ܩሻ൯ . Die Menge ܸ ሺ ܩሻ ൌ ሼݒଵ ǡ ǥ ǡ ݒ ሽ ist endlich und nichtleer und enthält alle Knoten des Graphen ܩ. Die Menge ܧሺܩሻ ܲ كଶ ሺܸሻ ൌ ሼሺݑǡ ݒሻȁݑǡ ܸ א ݒǡ ݒ ് ݑሽ ist möglicherweise leer und endlich. Jedes ungeordnete Paar ሺݑǡ ݒሻ ܧ אሺܩሻ wird als Kante des Graphen  ܩbezeichnet. Es ist üblich statt ܸ ሺ ܩሻ und  ܧሺ ܩሻ einfach kurz ܸ und  ܧzu schreiben (vgl. [CLA91, S.2]).



7



Abbildungg
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Graphh



mit



K Knotenmenge e



ܸ ൌ ሼܣǡ ܤ ܤǡ ܥǡ ܦǡ ܧሽ



und



Kan ntenmenge



 ܧൌ ሼሺܣǡǡ ܤሻǡ ሺܣǡ ܧሻǡ ሺܣ ܣǡ ܥሻǡ ሺܤǡ ܧሻǡ ሺሺܤǡ ܦሻǡ ሺܤǡ ܥሻǡǡ ሺܥǡ ܦሻሽ (eigeene Darstellunng mit GeoGeebra)



Ist im Folgenden nichts andderes angem merkt, so wird stets ein ungeriichteter, scchlichter, endlicheer Graph beetrachtet. Definitiion 2.17: Sei S  ܩൌ ሺܸǡ ܧሻ ein Graaph und seii ݁ ൌ ሺݑǡ ݒሻሻ ܧ אǤ Dannn heißen  ܸ א ݑund  ܸ א ݒbenachbart b t oder auch adjazent inn ܩ. Die Kaante ݁ ൌ ሺݑǡǡ ݒሻ ist dannn inzident zu z ܸאݑ und zu ( ܸ א ݒvgl. [CLA91, S S.13ff.]). Definitiion 2.18: Seei  ܩൌ ሺܸǡ  ܧሻ ein Grapph und sei  ܸ א ݒein Knoten K in  ܩ. Der Grad d †‡‰ሺ ݒሻ von Knooten  ܸ א ݒentspricht dder Anzahl der Kanten in ܩ, zu deenen Knotenn  ݒinzidentt ist (vgl. [CLA911, S.14]): †‡‰ሺ ݒሻ ൌ ȁሼ݁ ܧ אȁ݁݅•–‹�œ‹†‡�–œ— —ݒሽȁ K e  ൌ ሼ݁ଵ ǡ ǥ ǡ ݁ ሽ mit ݁ ܧ אሺͳ  ݅  ݇ ሻ Definitiion 2.19: Sei  ܩein Grraph. Eine Kantenfolg heißt Weg W von  ܸ א ݑnach  ܸ א ݒ, fallss ݁ ൌ ሺݑିଵଵ ǡ ݑ ሻ mit ݑ ܸ אሺͳ  ݅  ݇ ሻ und d ݑ ൌ ݑ sowie ݑ ൌ ( ݒvgll. [DOM077, S.2f.]). Geläufig G isst für den Weg von  ݑnach  ݒauch a die Schreibweise  ݑൌ ݑ െ ݑଵ െǤ Ǥ Ǥ െݑିଵ െ ݑ ൌ ݒ. bar zum Die Deefinition einnes Weges in einem ungerichtetten Grapheen führt nuun unmittelb Begriff des Kreisess.



ͺ



Definition 2.20: Ein Weg  ൌ ሺ݁ଵ ǡ ǥ ǡ ݁ ሻ von  ܸ א ݑnach  ܸ א ݒist ein Kreis in ܩ, falls gilt: ݑൌݒ Ein Kreis heißt einfach, falls in der Kantenfolge kein Knoten, ausgenommen Start- und Endknoten, mehr als ein Mal vorkommt (vgl. [GUR10, S.33]). Die in den Definitionen 2.17 bis 2.20 vorgestellten Begriffe sollen durch das folgende Beispiel 2.21, welches sich auf Abbildung 2 bezieht, veranschaulicht werden.



Beispiel 2.21: Der Grad der Knoten des Graphen in Abbildung 2 beträgt: †‡‰ሺܣሻ ൌ ͵ǡ †‡‰ሺܤሻ ൌ Ͷǡ †‡‰ሺܥሻ ൌ ͵ǡ †‡‰ሺܦሻ ൌ ʹ und †‡‰ሺܧሻ ൌ ʹ Ein Weg von  ܣnach  ܦist beispielsweise gegeben durch die Kantenfolge  ܣെ  ܤെ  ܥെ ܦ. Die Kantenfolge  ܣെ  ܤെ  ܥെ  ܣstellt ein Beispiel für einen Kreis dar. An dieser Stelle möchte ich noch einmal auf die Problemstellung aus Abschnitt 1.2 zurückkommen. Gegeben sind 90 Vereine, deren geografische Lage über ganz Bayern verteilt ist. Es ist natürlich möglich, mit dem PKW von jedem der 90 Orte zu jedem Anderen zu gelangen. Hierfür wird unterstellt, dass Hin- und Rückweg identisch sind. Modelliert man nun als Ausgangssituation den Spielort jedes Vereins durch einen Knoten  ܸ א ݒin einem Graphen  ܩൌ ሺܸǡ  ܧሻ und den Fahrtweg zwischen je zwei Spielorten  ܸ א ݒund ܸ א ݓሺ ݒ ് ݓሻ durch eine ungerichtete Kante ݁ ൌ ሺݒǡ ݓሻ ܧ א, und dies für alle  ܸ א ݒund  ܸ א ݓmit ݓ ് ݒ, so erhält man einen Graphen ܩ, in dem jeder Knoten  ܸ א ݒmit jedem anderen Knoten ך ܸ א ݓ ሼݒሽ benachbart ist. Die beiden Knoten ݒǡ ܸ א ݓሺ ݓ ് ݒሻ sind inzident zur Kante ݁ ൌ ሺݒǡ ݓሻ ܧ א. Spezifiziert wird diese Modellierung durch Definition 2.21: Definition 2.22: Ein vollständiger (ungerichteter) Graph  ܩൌ ሺܸǡ ܧሻ ist ein schlichter Graph, in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten durch eine Kante verbunden ist: ܸ ൌ ሼݒଵ ǡ ǥ ǡ ݒ ሽ  ܧൌ ൛൫ݒ ǡ ݒ ൯หݒ ǡ ݒ ܸ אǡ ͳ  ݅ ൏ ݆  ݊ሽ Man schreibt für einen vollständigen Graphen mit ݊ Knoten ܭ (vgl. [LAU04, S.117]).
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