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1 Mathematische Notationen und Grundbegriffe Die mathematische Notation, so wie wir sie heute kennen, hat sich erst u¨ ber Jahrhunderte hinweg gebildet und verfestigt. Einige Mathematiker, die hier in notationeller Weise Entscheidendes geleistet haben, waren zum Beispiel Newton, Leibniz und Euler1 , auf den u.a. das Summenzeichen, die Schreibweise f (x) f¨ur Funktion u.v.a. zur¨uckgehen. Cantor2 f¨uhrte systematisch die Mengenlehre und die entsprechenden Notationen und Begriffe (M¨achtigkeit, Abz¨ahlbarkeit, Diagonalisierung) ein sowie Boole3 den Aussagenkalk¨ul mit den logischen Operationen und Frege4 den Pr¨adikatenkalk¨ul mit den Quantoren. Dieser Leitfaden soll helfen, den richtigen Umgang mit der mathematischen Notation einzu¨uben. Es geht in diesem ersten Teil nur darum zu lernen, wann man eine geschweifte Klammer benutzt, wann eine runde Klammer, was die Quantoren bedeuten, was damit ausgesagt wird, sowie ein paar mathematische Basisdefinitionen kennen zu lernen (z.B. injektiv, transitiv, Alphabet, abz¨ahlbar, u.a.), die von den Dozenten – sp¨atestens nach dem ersten Semester – meist vorausgesetzt werden. Es geht hier nicht darum, bereits bestimmte mathematische S¨atze zu behandeln – h¨ochstens beispielhaft – das soll dann nat¨urlich den verschiedenen Vorlesungen selber vorbehalten bleiben, die Sie in Ihrem Studium vorfinden. Dieser Leitfaden m¨ochte quer u¨ ber die eigentlichen Fachvorlesungen die allgemein u¨ blichen mathematischen Notationen (und sp¨ater auch Beweistechniken) darstellen. Gelegentlich schieben wir Anwendungen und Beispiele aus dem Bereich der Theoretischen Informatik und Programmierung ein, denn auch hier geht es um formal korrekte Bezeichnungsweisen, um Syntax und Semantik und Abstraktion. Gelegentlich werden in der Informatik dann eigene Bezeichnungen verwendet, die man in der Mathematik 1



Isaac Newton (1643–1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716), Leonard Euler (1707–1783). Georg Cantor (1845–1918). 3 George Boole (1815-1864). 4 Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848–1925). 2
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nicht vorfindet. Auch solche Bezeichnungsweisen wollen wir erw¨ahnen. Dieser Leitfaden soll vor allem Studienanf¨angern der Informatik und Ingenieurwissenschaften helfen, den Einstieg in die Mathematik zu finden. Die meisten Notationen und Beispiele wird man bereits im ersten Semester vorfinden, das eine oder andere wird aber erst in sp¨ateren Semestern auftauchen. Deshalb sollte man diesen Leitfaden nach dem ersten Semester noch nicht zur Seite legen...



1.1 Definition-Satz-Beweis, mathematische Terminologie Mathematik-B¨ucher oder Skripte folgen meist einem strengen Schema: Definition, evtl. Lemma, Satz, Beweis, evtl. Korollar. Dabei werden mit einer Definition (oder mehreren davon) zun¨achst die notwendigen Begriffe formal eingef¨uhrt. Das heißt, wenn wir fortan den Begriff xyz“ benutzen, dann meinen wir damit folgendes streng mathematisch ” aufgebautes Objekt oder folgende Eigenschaft, etc. Hierbei wird oft eine Kurznotation verwendet. Man schreibt einen Doppelpunkt neben ein Gleichheitszeichen oder neben ¨ ein Aquivalenzzeichen (siehe Abschnitt u¨ ber logische Operatoren), um einen neuen Namen f¨ur ein mathematisches Objekt oder eine Eigenschaft zu definieren. Beispiel: P := {n ∈ N | n ist Primzahl} Hier wird der Buchstabe P neu eingef¨uhrt, der fortan f¨ur die Menge der Primzahlen Verwendung finden soll5 . (Zur Definition von Mengen siehe n¨achsten Abschnitt.) Nat¨urlich m¨usste man zun¨achst auch definiert haben, was eine Primzahl ist. Das k¨onnte dann so aussehen. Der Begriff auf der linken Seite, neben dem Doppelpunkt, wird hierbei durch die rechte Seite definiert. n ist Primzahl :⇔ n > 1 und n besitzt nur die Teiler 1 und n Das Ziel ist letztendlich, einen bestimmten mathematischen Satz (auch Theorem genannt) anzugeben und anschließend zu beweisen. Auf dem Weg dahin, sozusagen als vorbereitenden Schritt, als Meilenstein, ben¨otigt man unter Umst¨anden einen oder mehrere Hilfss¨atze. Diese nennt man Lemma6 . Ein Lemma f¨ur sich genommen ist meist aus Δ



def



Manchmal sieht man statt := auch die Symbole = oder = . Der Plural des griechischen Worts Lemma ist eigentlich Lemmata, genausooft wird aber auch Lemmas verwendet. 5
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dem Zusammenhang gerissen und kann nur im Zusammenhang mit dem Satz, auf den ¨ es vorbereitet, verstanden werden. Allerdings sind die Uberg¨ ange hier fließend, wann die Bezeichnung Lemma aufh¨ort und wann Satz anf¨angt. Eine Aussage, die in einem Mathematikbuch als Lemma notiert wird, kann im n¨achsten auch Satz heißen. Gelegentlich findet man in einem mathematischen Text auch eine Behauptung (oder Proposition). Meist ist eine Behauptung ein einfacher Satz, oder eben auch nichts anderes als ein Hilfssatz, ein Lemma. Gelegentlich wird eine Behauptung in den Beweistext zu einem Satz eingebettet, dann wird diese Behauptung mit wenigen Zeilen Text bewiesen, und dann geht es mit dem eigentlichen Beweis des Satzes weiter. Ein Korollar ist eine Folgerung aus einem Satz, also eine mathematische Aussage, die f¨ur sich genommen ebenfalls von Interesse ist und sich als Spezialfall aus einem zuvor bewiesenen Satz ergibt. Es muss also ein Satz unmittelbar vorausgegangen sein, auf den sich das Korollar bezieht. Das f¨ur den Anf¨anger Dubioseste ist vermutlich der Beweis. Ein Beweis zeigt Schritt f¨ur Schritt unter Zur¨uckf¨uhrung auf die in der Aussage des Satzes beteiligten Definitionen und unter Verwendung von anerkannten oder bereits bewiesenen Aussagen, dass die Aussage des fraglichen Satzes richtig ist. Ein Beweis liefert die Begr¨undung daf¨ur, warum der betreffende Satz (oder das Lemma) eine wahre Aussage macht. Ein Beweis endet traditionell mit quod erat demonstrandum“ bzw. auf Deutsch was zu beweisen ” ” war“, abgek¨urzt qed oder wzbw. Oder man verwendet das Beweisendezeichen  (bzw. ), das hoffentlich nicht nur als Markierung aufgefasst wird, wo man nun weiterlesen kann, um den Beweis vollst¨andig zu u¨ berspringen. Im dritten und vierten Teil dieses Leitfadens werden wir uns eingehender mit Beweisen befassen. Man k¨onnte noch erw¨ahnen, dass Hypothesen oder Vermutungen unbewiesene Aussagen sind, f¨ur deren Zutreffen zwar alle m¨oglichen Indizien sprechen, aber eben, wie gesagt, noch kein Beweis gefunden wurde. Manche dieser Hypothesen stehen so im Zentrum des Interesses, wie zum Beispiel die Riemann’sche Vermutung7 oder die Cook’sche Hypothese8 (die P = NP besagt), dass sogar ganze Theorien entwickelt werden, die auf dem Zutreffen der betreffenden Hypothese basieren. Die NP-Vollst¨andig7 8



Nach Bernhard Georg Friedrich Riemann (1826–1866). Nach Stephen A. Cook, U Toronto (geb. 1931).
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keitstheorie basiert beispielsweise auf der Annahme P = NP, mehr dazu im entsprechenden Abschnitt. Zusammenfassend kann man sagen, dass mathematische Texte, insbesondere wenn sie massiv die mathematische Spezialsymbolik (Quantoren, Junktoren, etc.) verwenden, kaum Redundanz enthalten. Man kann daher einen mathematischen Text, ein mathematisches Lehrbuch, nicht mit der Geschwindigkeit lesen (und verstehen) wie beispielsweise einen Roman. Das ist es, was Anf¨angern oft schwerf¨allt. Man muss sich mit jedem einzelnen Symbol auseinandersetzen. Manchmal erfordert es Minuten oder Stunden, bis man einen einzigen Absatz in einem mathematischen Lehrbuch verdaut hat. Mathemati¨ ker sehen in dieser redundanzlosen Schreibweise eine Art von Asthetik und Eleganz.



1.2 Mengen Mengen notiert man mittels geschweifter Klammern. Bei einer endlichen Menge kann man die Objekte, die die Menge enth¨alt, durch Kommas getrennt explizit auflisten, zum Beispiel: M = { 3, 56, 128 } Im Deutschen wird bei Dezimalzahlen ein Dezimalkomma verwendet. Deshalb hat sich bei der Angabe von Zahlenmengen mit Dezimalkomma (vor allem im Schulbereich) durchgesetzt, als Trennzeichen zwischen den Zahlen ein Semikolon zu verwenden: { 3,14 ; 2,71818 ; 1,6445 ; 1,414 } Im universit¨aren Kontext folgt man hier eher der angels¨achsischen Schreibweise mit Dezimalpunkt und Verwenden des Kommas als Trennzeichen: { 3.14, 2.71818, 1.6445, 1.414 } Wenn es sich zwar um eine endliche Menge handelt, aber es zu viele Elemente sind, um sie alle explizit aufzulisten, so kann man sich ggf. mit einer Punkt-Punkt-Punkt“” Notation behelfen, zum Beispiel: M = { a, b, c, . . . , z }
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Wichtig ist bei der Verwendung von Punkt-Punkt-Punkt, dass eindeutig klar ist, wie die Folge der angegebenen Objekte weitergehen soll. Man kann die Punkt-Punkt-PunktBeschreibung auch f¨ur die Definition von unendlichen Mengen verwenden, zum Beispiel: M = { 1, 3, 5, 7, . . . } Es sollte klar sein, dass hiermit die Menge der ungeraden nat¨urlichen Zahlen gemeint ist. Sollte die Punkt-Punkt-Punkt-Notation auf einen komplexeren Algorithmus hinweisen, so ist diese Notation nicht mehr zul¨assig, also wenn man zum Beispiel schreibt M = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . . } und versteht dies als Definition f¨ur die Menge der Primzahlen, so ist dies nicht eindeutig genug, also nicht zul¨assig. In solchen F¨allen beschreibt man eine Menge dadurch, dass man vor dem senkrechten Strich einen Variablennamen hinschreibt, und nach dem senkrechten Strich beschreibt, welche Eigenschaft diese Variable haben sollte, um sich als zugeh¨orig zu der betreffenden Menge zu qualifizieren. M = { n | n ist Primzahl } (Gelegentlich findet man in der Literatur statt eines senkrechten Strichs einen Doppelpunkt; dieser wird – genauso wie der senkrechte Strich – generell als Kurzschreibweise f¨ur die Floskel mit der Eigenschaft, dass“ verwendet.) Besser noch w¨are es, man ” schreibt zu n noch hinzu, was die grunds¨atzliche Menge (die Grundmenge, manchmal auch Universum genannt) ist, aus der man (im betreffenden Kontext) seine Elemente bezieht, also hier z.B. die Menge der nat¨urlichen Zahlen: M = { n ∈ N | n ist Primzahl } Dies ist insbesondere dann wichtig, wenn man die Komplementmenge bilden m¨ochte, die meist mit M bezeichnet wird. In diesem Fall ist dann M = N \ M = { x ∈ N | x ∈ M } also die Differenz der Grundmenge und der Menge M. Andere gebr¨auchliche Bezeichnungen f¨ur die Komplementmenge sind M  , M c oder auch M. F¨ur die Mengendifferenz wird statt \“ oft auch das normale Minuszeichen −” verwendet. ” ”



KAPITEL 1. MATHEMATISCHE NOTATIONEN UND GRUNDBEGRIFFE



14



Bei manchen Mengenangaben findet man auch eine (meist einfache) Rechenoperation vor dem senkrechten Strich, wie etwa bei der Menge M = { 2n − 1 | n ∈ N } Das heißt, man l¨asst n alle nat¨urlichen Zahlen durchlaufen, n = 1, 2, 3, . . ., und erh¨alt dann vermittels Anwendung der Formel 2n − 1 = 1, 3, 5, . . . f¨ur M die Menge der ungeraden nat¨urlichen Zahlen. Mittels des Zeichens ∈ (bzw. ∈) l¨asst sich ausdr¨ucken, dass ein Objekt in einer Menge enthalten ist (bzw. nicht enthalten ist). Auf das letzte Mengenbeispiel oben bezogen ist also 5 ∈ M, aber 8 ∈ M, also 5 ∈ M und 8 ∈ M . Die in einer Menge enthaltenen Objekte nennt man auch deren Elemente. Auch eine Menge, die kein Element besitzt (die leere Menge), ist eine sinnvolle Menge; diese wird mit ∅ (gelegentlich auch mit { }) bezeichnet. Neben der oben angesprochenen Komplementbildung bzw. Mengendifferenz sind ∪ (Vereinigung) und ∩ (Schnitt oder Durchschnitt) u¨ bliche Operationen auf Mengen. A ∪ B = { x | x ∈ A oder x ∈ B } A ∩ B = { x | x ∈ A und x ∈ B } 



Zwei Mengen A und B heißen disjunkt, falls A ∩ B = ∅. Oft wird die Notation A ∪ B (manchmal auch A + B oder A  B oder A B) f¨ur die so genannte disjunkte Vereinigung verwendet, um einerseits die Vereinigung der Mengen A und B anzuzeigen, aber dabei noch die Zusatzbemerkung auszusprechen, dass die Mengen A und B disjunkt sind (oder sein sollen). Die symmetrische Differenz zweier Mengen ist folgendermaßen definiert: A B = (A \ B) ∪ (B \ A) = (A ∪ B) \ (A ∩ B) Statt des Zeichens sieht man auch gelegentlich das Zeichen ⊕. Die folgenden Diagramme9 skizzieren nochmals diese Mengenoperationen: 9



Auch Venn-Diagramme genannt, nach dem englischen Logiker John Venn (1834–1923).
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A



B



A



A∩B



A



A\B



B A∪B



B



A



B A B



Mit dem Zeichen ⊆ dr¨ucken wir die Teilmengenbeziehung zwischen zwei Mengen aus, das heißt, es gilt M ⊆ N, falls f¨ur jedes x ∈ M gilt, dass auch x ∈ N. Mit ⊂ wird ausgedr¨uckt, dass die erste Menge echt in der zweiten enthalten ist. Das heißt, es gilt M ⊂ N, falls M ⊆ N und es mindestens ein Element x ∈ N \ M gibt. (In der Literatur wird statt ⊆ und ⊂ manchmal auch ⊂ und  verwendet, was zu Verwechslungen f¨uhren kann.) Die Elemente in einer Menge haben keine besondere Reihenfolge, und mehrfach auftretende Elemente werden zu einem einzigen Element verschmolzen. Die Mengen {2, 8, 5}, {8, 2, 5} und {2, 8, 5, 2, 5, 5, 8} bedeuten also ein und dieselbe Menge, die aus 3 Elementen, n¨amlich 2, 5 und 8, besteht. Mit |M| bezeichnet man die M¨achtigkeit (oder Kardinalit¨at) einer Menge, also die Anzahl der verschiedenen Elemente, die in M enthalten sind. Sollten dies unendlich viele sein, so schreibt man |M| = ∞. Sollte die Menge M endliche M¨achtigkeit haben (ohne die genaue Zahl angeben zu wollen oder zu k¨onnen), so schreibt man |M| < ∞. In vielen Anwendungen (z.B. bei der Erhebung von statistischen Daten oder Messwerten) kommen Mengen vor, bei denen es wichtig ist, die Mehrfachheit der Elemente zu ber¨ucksichtigen und Elemente auch mehrfach zu z¨ahlen. Diese Erweiterung des Mengenkonzepts nennt sich Multimenge (im Englischen multi-set, gelegentlich auch bag genannt). Es gibt keine besondere Notation f¨ur Multimengen, man verwendet meist auch die geschweiften Mengenklammern, muss dann aber extra dazu sagen, dass es sich um
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