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Einleitung Logicians have but ill defined As rational the human kind. Logic, they say, belongs to man, But let them prove it if they can. — OLIVER GOLDSMITH



1.1



Motivation



Das Automatische Beweisen – und besonders das tableaubasierte Theorembeweisen – hat einen Zustand erreicht, an dem es an der Schwelle zum erfolgreichen Einsatz in ¨ realen Anwendungen steht. Jedoch ist bis jetzt der Ubergang von einer Technik, die haupts¨achlich in der Forschung eingesetzt wird, zu einem routinem¨aßig in der Praxis eingesetzten Werkzeug nicht vollzogen worden. Ein Hinderungsgrund ist, daß sehr viel Arbeit daf¨ur aufgewendet wurde, ausgefeilte und leistungsf¨ahige Theorembeweiser f¨ur bestimmte Logiken zu entwickeln (besonders f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe), die nicht auf bestimmte Anwendungen zugeschnitten sind. Um diese Systeme verwenden zu k¨onnen, m¨ussen Probleme aus einem bestimmten Anwendungsbereich in die von dem Beweiser unterst¨utze Logik transformiert werden. Ein anderer und m¨oglicherweise erfolgreicherer Ansatz ist, ein spezialisiertes, dediziertes Beweissystem f¨ur eine gegebene Anwendung zu entwickeln, das eine besonders f¨ur die Anwendung geeignete Logik unterst¨utzt, und dabei die besonderen Eigenschaften sowohl der Logik als auch der Anwendungen auszunutzen, um die Leistungsf¨ahigkeit des Systems zu steigern. Eine notwendige Voraussetzung daf¨ur ist, daß uniforme Methoden f¨ur die Konstruktion von effizienten dedizierten Beweisprozeduren f¨ur beliebige Logiken zur Verf¨ugung stehen, so daß diese nicht jeweils v¨ollig neu entwickelt werden m¨ussen. Es besteht jedoch eine L¨ucke zwischen den beiden Hauptteilen, in welche sich das vorhandene Wissen auf dem Gebiet des Automatischen Beweisens einteilen l¨aßt: Einerseits sind viele verschiedene Kalk¨ule f¨ur viele verschiedene Logiken vorgestellt worden; diese 1
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Kapitel 1: Einleitung



sind jedoch typischerweise nur von theoretischem Interesse und nicht f¨ur die Implementierung geeignet. Andererseits sind Beweisprozeduren f¨ur wenige wichtige Logiken entwickelt worden – vorherrschend sind die klassische Aussagenlogik und die Pr¨adikatenlogik erster Stufe –, einschließlich einer großen Zahl besonderer Techniken und Verfeinerungen, die diese Prozeduren effizienter machen. Das Ziel dieser Arbeit ist es, die oben beschriebene L¨ucke zu schließen: Um dieses Ziel zu erreichen und die Konstruktion effizienter dedizierter tableaubasierter Theorembeweiser zu erm¨oglichen, werden drei sich erg¨anzende Ans¨atze verfolgt: 1. die Verallgemeinerung und uniforme Beschreibung von Tableaukalk¨ulen, ihrer Verfeinerungen und von Methoden zu ihrer Verbesserung; 2. die Entwicklung uniformer Methoden f¨ur die Konstruktion effizienter deterministischer Beweisprozeduren aus (nicht-deterministischen) Tableaukalk¨ulen; 3. die (uniforme) Integration sowohl verschiedener Tableaukalk¨ule als auch von Tableaukalk¨ulen mit speziellen Methoden zur Probleml¨osung in bestimmten Dom¨anen (Theorieschließen). Die ersten beiden dieser Ans¨atze k¨onnen bei allen Logiken angewendet werden, w¨ahrend der dritte im wesentlichen bei Logiken Anwendung findet, die Erweiterungen der klassischen Logik sind (z. B. mehrwertige, modale und temporale Logiken), und nur bedingt bei Einschr¨ankungen der klassischen Logik (z. B. lineare Logik und Relevanzlogik). Die uniformen Methoden, die im folgenden vorgestellt werden, vereinfachen den Entwurf effizienter tableaubasierter Beweisprozeduren. Da viele der jeweiligen Vorbedingungen f¨ur die Anwendbarkeit der Methoden rein syntaktisch und leicht zu u¨ berpr¨ufen sind, kann man sich – als ein zuk¨unftiges Ziel – ein (zumindest teilweise) automatisches Meta-Deduktionssystem vorstellen, das auf einen gegebenen Tableaukalk¨ul uniforme Techniken zu seiner Verbesserung und zur Konstruktion einer effizienten Beweisprozedur anwendet oder das sogar einen Tableaukalk¨ul f¨ur eine gegebene Logik entwickelt.



1.2



Resultate und Struktur dieser Arbeit



Kapitel 1 In diesem einf¨uhrenden Kapitel wird die Wichtigkeit uniformer Methoden zum Entwurf effizienter Tableaukalk¨ule diskutiert und motiviert; die Resultate und die Struktur dieser Arbeit werden zusammengefaßt; der Begriff des Tableaukalk¨uls wird eingef¨uhrt; die wesentlichen Eigenschaften von Tableaukalk¨ulen und ihre Unterschiede zu anderen Arten von Kalk¨ulen werden erkl¨art; und schließlich wird ein kurzer ¨ Uberblick u¨ ber die Historie von Tableaukalk¨ulen gegeben.



1.2 Resultate und Struktur dieser Arbeit
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Kapitel 2



Logische Systeme (oder kurz: Logiken) werden in sehr allgemeiner Weise definiert (m¨oglichst wenige Beschr¨ankungen bez¨uglich Syntax und Semantik werden gemacht). Der Begriff des Terms und, darauf aufbauende, der Substitution und der Unifikation werden eingef¨uhrt. Als Beispiele f¨ur die Beschreibung von Logiken in diesem allgemeinen Rahmen werden die Pr¨adikatenlogik erster Stufe, Modallogiken und zwei Fragmente der quantorenfreien Mengentheorie vorgestellt.



Kapitel 3 Eine uniforme Beschreibung von Tableaukalk¨ulen und ihrer syntaktischen und semantischen Eigenschaften wird gegeben – wie beispielsweise analytisch, monoton, saturierend, bzw. korrekt, vollst¨andig, beweiskonfluent zu sein – ohne Beschr¨ankung auf bestimmte Logiken oder Normalformen. Allgemeine Kriterien um zu u¨ berpr¨ufen, ob ein Kalk¨ul diese Eigenschaften hat, werden vorgestellt (einschließlich Kriterien f¨ur Korrektheit und Vollst¨andigkeit). Eine wichtige Klasse von sich wohl” verhaltenden“ Kalk¨ulen wird identifiziert, die gutartig genannt werden. Diese Klasse erweist sich als sehr wichtig, weil (a) Gutartigkeit eine Vorbedingung ist f¨ur die Anwendbarkeit vieler der uniformen Methoden zur Steigerung der Effizienz von Tableaukalk¨ulen, die im folgenden beschrieben werden, und (b) gutartige Kalk¨ule f¨ur die meisten Logiken existieren. Als Beispiele werden gutartige Kalk¨ule f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe und f¨ur Modallogiken vorgestellt. Außerdem werden Kalk¨ule f¨ur die in Kapitel 2 eingef¨uhrten Fragmente der Mengentheorie definiert; es wird gezeigt, daß diese Kalk¨ule effizienter sind, als die in der Literatur beschriebenen. Kapitel 4 Techniken werden vorgestellt zur Verbesserung von Tableaukalk¨ulen f¨ur das Automatische Beweisen, so daß darauf aufbauende Beweisprozeduren effizienter sind. Insbesondere werden Methoden verallgemeinert, die sich beim tableaubasierten Beweisen in Pr¨adikatenlogik erster Stufe als n¨utzlich erwiesen haben – darunter (a) das Konzept der starren Variablen, die Terme repr¨asentieren und bei Bedarf“ ” w¨ahrend der Beweissuche instantiiert werden k¨onnen, und (b) die Technik der universellen Variablen, bei der Variablen alle Terme zugleich repr¨asentieren, und (c) deren Kombination. Die Beziehung von Kalk¨ulen mit starren und mit universellen Variablen zu Grundkalk¨ulen (d. h. variablenfreien Kalk¨ulen) wird erkl¨art, einschließlich Lifting-Methoden zur Konstruktion von Kalk¨ulen mit starren und universellen Variablen aus Grundkalk¨ulen. Eine verbesserte Version der Skolemisierung wird vorgestellt, bei der, statt neue Skolemsymbole einzuf¨uhren, jeder Pr¨amisse, aus der die Existenz von Objekten mit bestimmten Eigenschaften abgeleitet werden kann, ihr eigenes Symbol zugeordnet wird. Als Beispiel f¨ur Kalk¨ule, die diese Techniken ausnutzen, werden Kalk¨ule mit gemischten starren und universellen Variablen f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe und f¨ur Modallogiken vorgestellt. Andere Methoden zur Verbesserung von Tableaukalk¨ulen, die in diesem Kapitel in verallgemeinerter Form beschrieben werden, sind die Technik der lokalen Lemmata, das Prunen redundanter Tableau¨aste und die Einf¨uhrung zus¨atzlicher Tableauregelschemata.
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Kapitel 5



Dieses Kapitel erg¨anzt Kapitel 4, in dem Methoden zur Verbesserung von Tableaukalk¨ulen beschrieben werden, die es erlauben, k¨urzere Beweise zu konstruieren. Hier ist das Thema, wie effizient nach einem Beweis in dem kleiner gewordenen Suchraum gesucht werden kann. Techniken zur Umsetzung eines (nichtdeterministischen) Tableaukalk¨uls in eine deterministische Beweisprozedur werden diskutiert und analysiert. Ein allgemeines Konzept der Regularit¨at f¨ur beliebige Kalk¨ule und der Begriff der Gewichtsordnungen werden eingef¨uhrt; es wird gezeigt, daß diese geeignet sind zur Konstruktion einer deterministischen Prozedur zur Tiefensuche nach Beweisen f¨ur beliebige gutartige Kalk¨ule mit starren Variablen (obwohl bekannt war, daß solche Prozeduren existieren, war es ein bisher ungel¨ostes Problem, tats¨achlich eine praktikable Prozedur anzugeben).



Kapitel 6 Die Technik des Faserns (fibring), die es erlaubt, logische Systeme zu kombinieren, indem man ihre Semantiken kombiniert, wird auf Tableaukalk¨ule erweitert. Eine Methode zur uniformen Konstruktion eines korrekten und vollst¨andigen Tableaukalk¨uls f¨ur die kombinierte Logik aus Kalk¨ulen f¨ur die Komponenten-Logiken wird vorgestellt. Da Kalk¨ule f¨ur die meisten Basislogiken“ schon zur Verf¨ugung ste” hen, erh¨alt man so Kalk¨ule f¨ur viele komplexe“ Logiken, die durch das Fasern von ” Basislogiken entstehen, darunter modale Pr¨adikatenlogik, intuitionistische Temporallogik, usw. Als ein Beispiel wird ein Kalk¨ul vorgestellt ist, der durch die Kombination eines Kalk¨ul f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe und eines Kalk¨uls f¨ur eine Modallogik entsteht. Kapitel 7



Das Konzept des Theorieschließens, das es erlaubt, Tableaukalk¨ule mit dedizierten Prozeduren zur L¨osung von Problemen einer bestimmten Dom¨ane zu kombinieren, wird verallgemeinert und mit Hilfe der in den vorangegangenen Kapiteln eingef¨uhrten Begriffe neu formuliert. 1.3



Tableaus und warum wir sie benutzen



Ein Tableau, so steht es in W¨orterb¨uchern, ist ein wohlgeordnetes Bild“ (Drosdow” ski et al., 1991) oder eine beeindruckende oder lebhafte Darstellung“ (“a striking or ” vivid representation”) (Hayward & Sparkes, 1968). Im Automatischen Beweisen ist ein Tableau eine besondere Form der Darstellung eines (partiellen) Beweises. Diese Darstellung ist sicherlich wohlgeordnet; ob sie auch beeindruckend oder gar lebhaft ist, ist nat¨urlich Ansichtssache; aber von all den Beweisrepr¨asentationen, die sich zur Implementierung eignen, und die darum im Automatischen Beweisen Verwendung finden, ist die Repr¨asentation mit Hilfe von Tableaus wohl diejenige, die am einfachsten f¨ur Menschen zu verstehen ist. W¨ahrend Tableaukalk¨ule immer f¨ur p¨adagogische Zwecke in Einf¨uhrungen in die Logik benutzt wurden, begann das Interesse an ihnen zum Einsatz in der Deduktion erst



1.3 Tableaus und warum wir sie benutzen
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in den achtziger Jahren zu wachsen. Ein Grund war der wachsende Bedarf an Deduktion in nicht-klassischen Logiken in verschiedenen KI-Anwendungen. F¨ur viele nicht-klassische Logiken sind tableauartige Kalk¨ule die einzigen, die es gibt. Außerdem macht es die N¨ahe der Tableau-Ableitungsregeln zur Semantik einfach, Tableaukalk¨ule f¨ur neue Logiken zu konstruieren. Auch f¨uhrte die Einf¨uhrung von Unifikation und anderer Verfeinerungen zu einer Zunahme der Effizienz von Tableaukalk¨ulen f¨ur klassische Logik; heute basieren einige der leistungsst¨arksten automatischen Theorembeweiser f¨ur klassische Pr¨adikatenlogik erster Stufe auf Tableaukalk¨ulen. Es gibt viele verschiedene Definitionen des Begriffs Tableau in der Literatur; und es scheint genauso viele Charakterisierungen von Tableaukalk¨ulen und Kriterien, die sie von anderen Kalk¨ularten unterscheiden, zu geben, wie es Experten auf dem Gebiet der tableaubasierten Deduktion gibt; die am h¨aufigsten verwendeten und wichtigsten dieser Kriterien sind: 1. Ein Tableau ist eine Baumstruktur deren Knoten mit Formeln markiert sind; und jeder Kalk¨ul, der auf solchen Strukturen operiert, ist ein Tableaukalk¨ul. 2. Ein Kalk¨ul ist ein Tableaukalk¨ul, wenn er die (meisten der) folgenden Eigenschaften hat: er f¨uhrt Beweise, indem er das zu beweisende Theorem analysiert (top-down); er beweist durch vollst¨andige Fallunterscheidung; er f¨uhrt Widerspruchsbeweise. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, daß ein Kalk¨ul ein Tableaukalk¨ul ist, wenn er beide dieser Kriterien erf¨ullt. Insbesondere ist die Baumstruktur der Tableaus Bestandteil ihrer Definition (w¨ahrend einige Autoren, z. B. (Fitting, 1998), B¨aume nur als eine m¨ogliche Datenstruktur zur Implementierung von Tableaus ansehen). Darum werden im folgenden Kalk¨ule wie beispielsweise die Konnektionsmethode, die auf einer Matrixrepr¨asentation beruht, und der Sequenzenkalk¨ul nicht als Tableaukalk¨ule angesehen – wenn es auch sicherlich eine enge Beziehung zwischen diesen Kalk¨ulen und Tableaukalk¨ulen gibt.1 Um Verwechslungen zu vermeiden, m¨ussen die folgenden Begriffe klar unterschieden werden:



 



Tableau – ein Baum, dessen Knoten mit Formeln annotiert sind; (partielle) Tableaubeweise – welche aus einem Tableau bestehen und der Information, wie dieses Tableau mit Hilfe der Kalk¨ulregeln zu konstruieren ist; diese Information kann z. B. in Form einer Sequenz von Tableaus gegeben sein, wobei jedes Tableau in dieser Sequenz aus dem vorangegangenen durch eine einzelne Regelanwendung erzeugt werden kann;



1 Jeder Sequenzenkalk¨ul kann in einen Tableaukalk¨ul verwandelt werden – und umgekehrt, wobei die ¨ Aste eines Tableaus in dem Tableaukalk¨ul den Sequenzen im Sequenzenkalk¨ul entsprechen.
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der Zustand, den die Berechnung einer Tableau-Beweisprozedur erreicht hat – die, zus¨atzliche zu einem partiellen Tableaubeweis, Informationen u¨ ber fehlgeschlagene Beweisversuche enthalten kann;







Tableaukalk¨ule – die durch ihre Kalk¨ulregeln charakterisiert sind;







die Tableaumethode im allgemeinen.



In der englischsprachigen Literatur wird der Begriff Tableau“ in inkonsistenter Weise ” mit jeder der oben genannten Bedeutungen verwendet. In dieser Arbeit steht Tableau“ ” jedoch immer f¨ur eine Baumstruktur.



1.4



� Historis her Uberbli k



Historisch gehen Tableaukalk¨ule auf Gentzens beweistheoretische Arbeiten der dreißiger Jahre zur¨uck, n¨amlich seine Sequenzenkalk¨ule (Gentzen, 1935). Die Bezeichnung Tableau stammt von Beth (1955), der nach einer systematischen Methode zur ” Konstruktion eines Gegenbeispiels“ suchte. Zu etwa der gleichen Zeit – und wie ¨ Beth durch semantische Uberlegungen motiviert – entwickelten Hintikka (1955) und Sch¨utte (1956) unabh¨angig voneinander a¨ hnliche Systeme. Diese Kalk¨ule hatten noch Nachteile bez¨uglich der verwendeten Notation, die umst¨andlich war; aber Hintikka benutzte ein Argument in seinem Vollst¨andigkeitsbeweis, daß (mit wenigen Modifikationen) noch heute Verwendung findet (siehe Abschnitt 3.5.4). Die moderne Form von Tableaukalk¨ulen (und besonders die Baumdarstellung) wurde, wieder unabh¨angig, von Lis (1960) und Smullyan eingef¨uhrt; letzterer f¨ugte die uniforme Notation hinzu (uniform notation) und stellte seine Ergebnisse in seinem bekannten Lehrbuch (Smullyan, 1968) vor. Die Entwicklung von tableauartigen Kalk¨ulen f¨ur nicht-klassische Logiken begann parallel zu der von Kalk¨ulen f¨ur klassische Logiken – der erste war ein von Gentzen (1935) beschriebener Sequenzenkalk¨ul f¨ur intuitionistische Logik. Beth (1959) stellte einen Kalk¨ul f¨ur intuitionistische Logik vor, der seinem Kalk¨ul f¨ur klassische Logiken a¨ hnelte. Etwa zur gleichen Zeit entwickelten Kanger (1957) sowie Matsumoto und Ohnishi (1957; 1959) tableauartige Kalk¨ule f¨ur Modallogiken. In Kangers Kalk¨ul f¨ur die Modallogik S5 waren Formeln mit ganzen Zahlen indiziert; dieser kann als der erste tableauartige Kalk¨ul angesehen werden, der mit Markierungen versehene Formeln benutzt. In Kripkes gefeiertem Papier (Kripke, 1959) – in dem er die M¨ogliche-Welten-Semantik f¨ur Modallogiken vorschlug – stellte er einen tableauartigen Kalk¨ul f¨ur Modallogiken im Stile Beths (1955) vor. Kripke benutzte HilfsTableaus, wobei verschiedene Tableaus f¨ur verschiedene m¨ogliche Welten verwendet und durch eine Erreichbarkeitsrelation zueinander in Beziehung gestellt werden.



¨ 1.4 Historischer Uberblick
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Die ersten wirklichen Tableaukalk¨ule (die die Baumdarstellung verwenden) f¨ur nichtklassische Logiken, n¨amlich f¨ur die Modallogik S4 und intuitionistische Logik, wurden von Fitting (1969) vorgestellt (sp¨ater definierte Fitting (1983) Tableaukalk¨ule f¨ur viele andere Modallogiken). Ein erster Tableaukalk¨ul f¨ur Temporallogiken wurde in (Rescher & Urquhart, 1971) beschrieben; und der erste tableauartige Kalk¨ul f¨ur mehrwertige Logiken war Rousseaus Sequenzenkalk¨ul (Rousseau, 1967) (der darauf beruhte, Sequenzen mit mehr als zwei Teilen zu verwenden). Sp¨ater definierte Suchon (1974) einen Tableaukalk¨ul f¨ur Łukasiewicz-Logiken; und Surma (1984), Carnielli (1987) und H¨ahnle (1990) pr¨asentierten Tableaukalk¨ul f¨ur beliebige mehrwertige Logiken. In den sp¨aten f¨unfziger Jahren begann der Entwurf von tableauartigen Kalk¨ulen und Beweisprozeduren, die speziell auf die automatische Beweissuche und damit die Implementierung automatischer Theorembeweiser zugeschnitten sind; und dieses Forschungsgebiet fing an, sich von der Entwicklung von Tableaukalk¨ulen f¨ur rein theoretische oder p¨adagogische Zwecke abzuspalten. Die M¨oglichkeit, die Beweissuche zu automatisieren, wurde zuerst von Kanger (1957; 1963) betrachtet. In den Jahren 1957 und ’59 implementierten D. Prawitz, H. Prawitz und Voghera einen Sequenzenkalk¨ul f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe ohne Funktionssymbole (Prawitz, 1960; Prawitz et al., 1960). Zur gleichen Zeit, im Jahr 1958, implementierte Wang einen Sequenzenkalk¨ul f¨ur das 89-Fragment der Pr¨adikatenlogik erster Stufe auf einer IBM 704 (Wang, 1960); dieses bemerkenswerte Programm war in der Lage, alle 220 aussagenlogischen und 139 der 158 pr¨adikatenlogischen Theoreme in Russell und Whiteheads Principia Mathematica zu beweisen. In den sechziger und siebziger Jahren dominierten resolutionsartige Kalk¨ule das Automatische Beweisen; w¨ahrend dieser Zeit basierten nahezu alle Implementierungen auf Resolution; eine bemerkenswerte Ausnahme ist Popplestones Implementierung eines Tableaukalk¨uls f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe im Stile Beths (Popplestone, 1967). Der Hauptvorteil der Resolution war (zu dieser Zeit), daß sie Unifikation verwendet, um sinnvolle Instantiierungen universell quantifizierter Variablen zu finden – w¨ahrend Tableaukalk¨ulen diese m¨achtige Methode fehlte; sie beruhten darauf, alle m¨oglichen Instantiierungen aufzuz¨ahlen. In den achtziger Jahren u¨ berwanden Tableaukalk¨ule diesen Nachteil. Die Einf¨uhrung freier Variablen, deren Instantiierungen mit Hilfe von Unifikation berechnet werden, f¨uhrte zu einer drastischen Effizienzsteigerung bei tableaubasierten Theorembeweisern. Die Idee, Unifikation in Tableaukalk¨ulen zu verwenden, wurde zuerst in (Cohen et al., 1974) erw¨ahnt; die ersten Tableaukalk¨ule, die Unifikation verwenden, wurden (unabh¨angig voneinander) in (Broda, 1980) und (Bowen, 1982) vorgestellt. Jedoch wurde in diesen Arbeiten das Problem noch nicht gel¨ost, die Korrektheit des Kalk¨uls zu bewahren, wenn freie Variablen mit (Skolem-)Konstanten instantiiert werden (siehe Abschnitt 4.4). In der Modell-Elimination (Andrews, 1981) und der Matrix-Methode (Bibel, 1982), die mit Unifikation verwendenden Tableaukalk¨ulen eng verwendet sind,
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wurde das Problem dadurch umgangen, daß man von einer Eingabeformel in skolemisierter Negations-Normalform ausging, so daß keine Skolem-Konstanten w¨ahrend eines Beweises eingef¨uhrt werden. Die ersten Tableaukalk¨ule f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe, die Skolemisierung zur Laufzeit und Unifikation verwende, wurden von Wrightson (1984) und Reeves (1987) vorgestellt; diese l¨osten das Korrektheits-Problem durch Beschr¨ankung der Unifizierbarkeit von freien Variablen und Skolem-Konstanten. Schließlich wurde die Methode zur Bewahrung der Korrektheit, die heute haupts¨achlich Anwendung findet, n¨amlich komplexe Skolem-Terme statt Skolem-Konstanten zu verwenden, in (Schmitt, 1987) und (Fitting, 1990) eingef¨uhrt. Eine weitere wichtige Verbesserung von Tableaukalk¨ulen f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe war die Einf¨uhrung von Konnektionsbedingungen (siehe Abschnitt 5.5); der Begriff der Konnektiertheit wurde zuvor in der Modell-Elimination (Andrews, 1981) und der Matrix-Methode (Bibel, 1982) verwendet. Heute ist die zug¨anglichste und kompakteste Quelle von Informationen u¨ ber Tableaukalk¨ule das Handbook of Tableau Methods (D’Agostino et al., 1998). Seine Kapitel decken die wichtigsten Varianten von Tableaukalk¨ulen f¨ur klassische wie auch nichtklassische Logiken ab.



2 2.1



Logis he Systeme Syntax und Semantik eines logis hen Systems



Wir definieren den Begriff eines logischen Systems auf sehr allgemeine Weise; nur sehr grundlegende Eigenschaften seiner Syntax und seiner Semantik sind Teil dieser Definition. Die Logik muß eine Modell-Semantik haben, die Modelle im Stile Kripkes verwendet, d. h., Modelle, die aus (m¨oglichen) Welten bestehen, in denen Formeln entweder wahr oder falsch sind. Das schließt Modelle ein, die aus nur einer Welt bestehen (beispielsweise Modelle der klassischen Aussagenlogik und der klassischen Pr¨adikatenlogik erster Stufe;1 und es gibt keine Beschr¨ankung dessen, was die Beziehung zwischen diesen Welten ist.



L



Definition 2.1.1 Ein logisches System (eine Logik) ist charakterisiert durch eine Menge Sig von ( -)Signaturen2 von . F¨ur jede Signatur  2 Sig sind Syntax und Semantik der Instanz () von gegeben durch:



L



L



L



L



L



Syntax: Eine Menge Form () von ( -)Formeln und eine Menge Atom () von atomaren ( -)Formeln ([ -]Atomen), die eine Teilmenge von Form () ist, wobei die Mengen Atom () und Form () entscheidbare formale Sprachen sind (die nicht das leere Wort enthalten), d. h., Atome und Formeln sind W¨orter in diesen Sprachen.



L



L



L



Semantik: Eine Menge M() von ( -)Modellen, wobei jedes Modell (zumindest) aus folgendem besteht:



m 2 M()



1. einer Menge W von Welten, 2. einer initialen Welt w 0 2 W , und



3. einer bin¨aren Relation j= zwischen W und Form ().



1 Tats¨achlich kann jedes Modell als ein Kripke-Modell mit nur einer Welt aufgefaßt werden (n¨amlich dem Modell selbst). Da jedoch die Markierungen der Tableauformeln als Welten interpretiert werden, werden sie nutzlos f¨ur einen Kalk¨ul, wenn die Interpretation aller Markierungen dieselbe ist. 2 Was eine Signatur ist, wird nicht weiter spezifiziert; Sig kann als eine Menge von Indizes angesehen werden, die die Unterscheidung verschiedener Instanzen der Logik L erlaubt (welche sich gew¨ohnlich in den Symbolen unterscheiden, die sie verwenden).
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Wenn w j= F f¨ur eine Welt w 2 W und eine Formel F als wahr in w bezeichnet, andernfalls als falsch in w .



2 Form () gilt, dann wird F



m m



Eine Formel F 2 Form () wird (genau dann) von einem Modell 2 M() erf¨ullt, wenn sie in der initialen Welt w 0 von wahr ist. Eine Menge G  Form () von Formeln wird (genau dann) von erf¨ullt, wenn ihre Elemente von erf¨ullt werden.



m



m



Eine Formel F 2 Form () (eine Menge F  Form () von Formeln) ist erf¨ullbar, wenn es ein Modell 2 M gibt, das F (bzw. F) erf¨ullt. 2



m



Obwohl nicht-atomare Formeln gew¨ohnlich aus atomaren Formeln aufgebaut werden, und ihr Wahrheitswert durch die Wahrheitswerte der Atome bestimmt ist, aus denen sie bestehen, ist das nicht Teil der obigen Definition. Jedoch impliziert die Existenz eines gutartigen“ Tableaukalk¨uls f¨ur eine Logik , daß der Wahrheitswert einer Formel F ” in engem Bezug zu den Wahrheitswerten gewisser Atome steht (die Teilformeln von F sein k¨onnen aber nicht m¨ussen).



L



Beispiel 2.1.2 Der Wahrheitswert der Formel (9x)(p(x)) in einem Modell der Pr¨adikatenlogik erster Stufe ist nicht durch den Wahrheitswert des (einzigen) Atoms bestimmt, das sie enth¨alt – noch kann er aus den Wahrheitswerten aller atomaren Formeln p(t) berechnet werden (es sei denn, alle Elemente im Universums des Modells sind durch einen Term t repr¨asentiert, wie es in Herbrand-Modellen der Fall ist). 2 Tableaukalk¨ule erlauben, die Erf¨ullbarkeit einer Formel zu u¨ berpr¨ufen; wir besch¨aftigen uns nur mit dieser Eigenschaft. Es mag in einer bestimmten Logik m¨oglich sein oder auch nicht, zu testen, ob eine Formel g¨ultig in einem Modell ist (wahr in allen Welten) oder ob sie allgemeing¨ultig ist (wahr in allen Modellen), indem man dieses Problem auf ein Erf¨ullbarkeits-Problem reduziert; in vielen Logiken – jedoch nicht in allen – ist eine Formel genau dann allgemeing¨ultig, wenn ihre Negation nicht erf¨ullbar ist. Oft werden Formeln in Tableaukalk¨ulen benutzt, die nicht aus Symbolen der urspr¨unglichen Signatur sondern aus Symbolen einer erweiterten Signatur gebildet werden (beispielsweise Formeln, die Skolem-Symbole enthalten): Definition 2.1.3 Sei eine Logik gegeben. Eine Signatur  2 Sig ist eine Erweiterung einer Signatur  2 Sig (und  ist eine Einschr¨ankung von  ), falls



Form ()  Form ( )



and



Atom ()  Atom ( ) :



m



m m m m



Dann ist ein Modell 2 M() eine Einschr¨ankung eines Modells  2 M( ) (auf die Signatur ), falls es eine Funktion f gibt, die jeder Welt in eine Welt in 0 zuweist, so daß: (a) der initialen Welt von  die initiale Welt von zugewiesen wird; und (b) f¨ur alle Formeln F 2 Form () und alle Welten w von : w j= F genau dann, wenn f (w ) j= F . 2



m



m



2.2 Terme und Substitutionen 2.2
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Terme und Substitutionen



2.2.1 Logis he Systeme mit Termen und freien Variablen Es gibt eine wichtige Klasse logischer Systeme, einschließlich aller Pr¨adikatenlogiken, in der die Formeln Terme enthalten. Wieder machen wir so wenige Einschr¨ankungen wie m¨oglich bez¨uglich dessen, was ein Term sein kann. Insbesondere machen wir nicht die Annahme, daß Terme von der Form f (t1 ; : : : ; tn ) sind; statt dessen kann die Menge von Termen jede entscheidbare Menge von W¨ortern sein, die in Formeln auftreten. Die einzige Bedingung, die sogar benutzt wird, um den Begriff Term zu definieren, ist, daß die Menge der Formeln abgeschlossen ist unter der Ersetzung von Termen in einer Formel durch andere Terme. Um flexibler zu sein, lassen wir zu, daß die Terme in verschiedene Klassen eingeteilt sind, d. h., wir versehen die Terme mit Sorten. Wir benutzen keine UntersortenHierarchie; jedoch k¨onnen die meisten Begriffe und Methoden, die im folgenden eingef¨uhrt werden, leicht an ein komplexeres Sorten-Konzept angepaßt werden (ein ¨ Uberblick u¨ ber Tableaukalk¨ule f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe mit sortenbehafteten Termen findet sich in (Weidenbach, 1995)). Definition 2.2.1 Eine formale Sprache L ist eine Sprache mit Termen, wenn 1. es eine nicht-leere Menge Term von (Grund-)Termen gibt, die eine entscheidbare formale Sprache u¨ ber dem gleichen Alphabet wie L ist (und nicht das leere Wort enth¨alt); 2. es eine nicht-leere Menge S von Sorten gibt; 3. es eine Funktion sort gibt, die jedem Term t 2 Term eine Sorte s 2 S zuweist, so daß es mindestens einen Term jeder Sorte gibt; 4. die Menge von Termen einer Sorte s abgeschlossen ist unter der Ersetzung eines Teilterms einer Sorte s0 durch einen Teilterm der gleichen Sorte s0 , d. h., wenn vrw 2 Term , r; r 0 2 Term und sort (r ) = sort (r 0 ), dann vr 0 w 2 Term und sort (vrw ) = sort (vr 0 w ); 5. die Sprache L abgeschlossen ist unter der Ersetzung von Termen durch andere Terme derselben Sorte, d. h., wenn s; t 2 Term , sort (s) = sort (t) und das Wort wsw 0 ein Element von L ist, dann ist wtw 0 ein Element von L. Wenn t und r Terme sind und t von der Form vrw ist (v; w k¨onnen leer sein), dann ist r ein Teilterm von t. 2
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Die Abgeschlossenheits-Eigenschaft erlaubt es, Terme durch Platzhalter zu ersetzen, die f¨ur beliebige Terme einer bestimmten Sorte stehen. Wir nennen diese Platzhalter freie Variablen. Ein Wort, das eine freie Variable X s der Sorte s enth¨alt, steht f¨ur ein einzelnes (unbekanntes) Element der Menge aller W¨orter, die dadurch entstehen, daß X s durch einen Term der Sorte s ersetzt wird. Ein Nicht-Grund-Term wird konstruiert, indem man eine beliebige Zahl von Teiltermen eines Grundterms durch freie Variablen ersetzt; ein Nicht-Grund-Wort wird konstruiert, indem in einem Grundwort auftretende Grundterme durch Nicht-Grund-Terme ersetzt werden. Definition 2.2.2 Sei L eine Sprache mit Termen; und sei Var eine unendliche Menge von freien Variablen, die nicht in L vorkommen. Die Funktion sort wird (beliebig) auf Var erweitert, so daß es eine unendliche Zahl freier Variablen jeder Sorte s 2 S gibt. Dann ist die Menge Term fv von (Nicht-Grund-)Termen definiert durch:



Term fv0 = Term Term fvi = fvXw j vtw 2 Term fvi 1; t 2 Term ; X 2 Var ; sort (t) = sort (X )g [ Term fv = Term fvi : i0



Die Funktion sort wird erweitert auf (Nicht-Grund-)Terme in Term fv durch die Definition



sort (vXw) = sort (vtw) f¨ur alle Variablen X und Terme t mit sort (X ) = sort (t).



Die Sprache Lfv der (Nicht-Grund-)W¨orter ist definiert durch: Lfv = fvtw j vsw 2 L; s 2 Term ; t 2 Term fv ; sort (s) = sort (t)g



:



2



Definition 2.2.3 Ein logisches System ist eine Logik mit Termen, wenn f¨ur jede Signatur  2 Sig die Mengen Form () von Formeln und Atom () von Atomen eine 2 Sprache mit Termen mit der gleichen Menge Term () von Termen sind. Im folgenden benutzen wir die Mengen Var = fXi j i  1g und UVar = fxi j i  1g freier Variablen; wir gehen davon aus, daß diese Variablen verschieden sind von allen anderen auftretenden Symbolen (ohne daß dies in Definitionen explizit erw¨ahnt wird).



Freie Variablen, welche entweder mit Großbuchstaben (X; Y; Z; Xi ; X 0 usw.) oder mit Buchstaben in Fettdruck (x; y ; z ; xi ; x0 usw.) bezeichnet werden, sollten nicht mit Objektvariablen verwechselt werden, die in Term () auftreten und mit x; y; z; xi ; x0 usw. bezeichnet werden. Ein Term, der keine freien Variablen enth¨alt, wird immer als Grund-term bezeichnet – auch wenn er Objektvariablen enth¨alt, die nicht durch einen Quantor gebunden sind.



2.2 Terme und Substitutionen
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2.2.2 Substitutionen Ein wichtiger Begriff ist der der Substitution von Variablen durch Terme. Dieses Konzept, das aus der klassischen Logik bekannt ist, kann leicht auf unseren allgemeineren Termbegriff erweitert werden. Definition 2.2.4 Sei L eine Sprache mit Termen. Eine Substitution ist eine Abbildung



 : Var



! Term fv



von freien Variablen auf (Nicht-Grund-)Terme, so daß sort (X ) = sort ( (X )) f¨ur alle X 2 Var .



Die Menge dom ( ) = fX 2 Var j  (X ) 6= X g heißt der Definitionsbereich von  ; und die Menge ran ( ) = f (X ) j X 2 dom ( )g von Termen heißt der Wertebereich von  .



Falls dom ( ) = fX1 ; : : : ; Xn g endlich ist, dann kann fX1 7! t1 ; : : : ; Xn Darstellung von  verwendet werden, wobei ti =  (Xi ) (1  i  n).



7! tng als



Eine Substitution fX1 7! Y1 ; : : : ; Xn 7! Yn g, die die Variablen Xi in paarweise verschiedene Variablen Yj abbildet, heißt eine Variablenumbenennung.



Ein Wort w 0 2 L ist eine Variante eines Wortes w nennung  gibt, so daß w = w 0 .



2 L, wenn es eine Variablenumbe-



Eine Anwendung t einer Substitution  auf einen Term t ist das Ergebnis der (simultanen) Ersetzung aller Vorkommen freier Variablen X in t durch  (X ). Der Term t heißt eine Instanz von t. Die Anwendung einer Substitution auf eine Formel und Instanzen von Formeln sind in analoger Weise definiert. Die Einschr¨ankung jV einer Substitution  auf eine Menge V ist die Substitution, die f¨ur alle X 2 Var definiert ist durch:



jV (X ) =







 Var von Variablen



 (X ) falls X 2 V X sonst



Die Komposition  Æ  zweier Substitutionen  und  ist die Substitution, die f¨ur alle X 2 Var definiert ist durch:



( Æ  )(X ) =  ( (X )) : Die leere Substitution, die einen leeren Definitionsbereich hat, wird mit id bezeichnet. Eine Substitution  ist idempotent, wenn  Substitutionen wird mit Subst bezeichnet.



=  Æ  . Die Menge aller idempotenten



Eine Substitution  grundiert eine Formel F (eine Menge F von Formeln), wenn dom ( ) die Menge der freien Variablen ist, die in F (bzw. in F) vorkommen, und F  (bzw. F ) keine freien Variablen enth¨alt. 2
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Das Ergebnis der Anwendung einer Komposition  Æ  auf einen Term t kann berechnet werden, indem zuerst  und dann  angewendet wird, d. h., t( Æ  ) = (t ) .



Wenn eine idempotente Substitution  = fX1 7! t1 ; : : : ; Xn 7! tn g auf einen Term angewendet wird, ist es nicht notwendig, die Variablen simultan zu ersetzen, d. h.,



 = fX1 7! t1 g Æ    Æ fXn 7! tn g Beispiel 2.2.5 Die Substitutionen fX idempotent. Die Substitutionen fX



7! Y; Z 7! Y g und fX 7! a; Y 7! f (b)g sind



7! Y; Y 7! ag und fX 7! f (X )g sind nicht idempotent. 2



Definition 2.2.6 Sei W eine endliche Menge freier Variablen; und seien  und  Substitutionen in Subst (). Die Substitution  ist allgemeiner als  (auf W ), und  ist eine Spezialisierung von  , in Zeichen  W  , falls es eine Substitution  2 Subst () gibt, so daß  (X ) = ( (X )) f¨ur alle X 2 W . 2 Die Menge W enth¨alt die relevanten“ freien Variablen, d. h., diejenigen freien Varia” blen, die in dem Kontext vorkommen, in dem die Substitutionen  und  verwendet werden (gew¨ohnlich die in einem bestimmten Tableau vorkommenden). Es ist von Vorteil, die Menge W so klein wie m¨oglich zu halten, weil beispielsweise die Substitution  = fX 7! f (Y )g die Substitution  = fX 7! f ( )g subsumiert, falls Y 62 W ; im Falle Y 2 W subsumiert  die Substitution  0 = fY 7! f ( ); Y 7! g aber nicht  . Die leere Substitution id ist die allgemeinste aller Substitutionen, d. h., es gilt id W  f¨ur alle Substitutionen  und alle Mengen W freier Variablen.



2.2.3 Uni kation Obwohl Terme auf eine allgemeinere Weise als u¨ blich definiert sind, ist es m¨oglich, den Begriff der Unifikation einzuf¨uhren. Allerdings ist das Problem zu u¨ berpr¨ufen, ob zwei Terme unifizierbar sind, nicht immer entscheidbar. Definition 2.2.7 Sei K eine Sprache mit Termen. Zwei Terme r; t 2 Term fv sind unifizierbar, wenn r = t f¨ur eine Substitution  2 Subst . In diesem Fall heißt  ein Unifikator von r und t. 2 In vielen Logiken mit Termen (z. B. Pr¨adikatenlogik erster Stufe) ist es m¨oglich, die Menge aller L¨osungen eines Unifikationsproblems (alle Unifikatoren) durch einen einzigen allgemeinsten Unifikator (most general unifier, MGU) zu repr¨asentieren, der allgemeiner bez¨uglich der Subsumtionsrelation W (Def. 2.2.6) ist als alle anderen Unifikatoren. Im allgemeinen Fall ist jedoch ein einzelner MGU nicht ausreichend, um alle L¨osungen zu repr¨asentieren. Statt dessen muß eine Menge U (allgemeinster) Unifikatoren benutzt werden; U ist vollst¨andig, wenn jede L¨osung eines gegebenen Problems von einem Unifikator in U subsumiert wird.



2.3 Pr¨adikatenlogik erster Stufe
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Beispiel 2.2.8 Seien s = ab und t = XY Terme. Die Substitutionen



1 = fX 7! ab; Y



7! g



und



2 = fX 7! a; Y



7! b g



bilden eine vollst¨andige Menge von Unifikatoren von s und t; aber da sie bez¨uglich W unvergleichbar sind, gibt es keine einzelne Substitution die alle Unifikatoren von s und t repr¨asentiert. 2 In Tableaukalk¨ulen mit freien Variablen ist die Kardinalit¨at einer vollst¨andigen Menge von Unifikatoren eng verkn¨upft mit der Anzahl von Wahlm¨oglichkeiten (choice points) bei der Anwendung von Tableauregeln, die Unifikation involvieren. Darum ist es w¨unschenswert, eine minimale vollst¨andige Menge von Unifikatoren zu berechnen. Allerdings ist es nicht immer sinnvoll, die Minimalit¨at zu erzwingen, da zwar einerseits eine minimale Menge von Unifikatoren von Vorteil ist, andererseits aber zus¨atzlicher Aufwand durch das Entfernen subsumierter Substitutionen entsteht. Definition 2.2.9 Sei L eine Sprache mit Termen; sei W eine Menge freier Variablen; und seien r; t 2 Term fv Terme. Eine Menge U  Subst ist eine vollst¨andige Menge von Unifikatoren von r und t bzgl. W , falls



2 U ist ein Unifikator von r und t (Korrektheit) und f¨ur jeden Unifikator  von r und t gibt es einen Unifikator  2 U , so daß  W 



1. jedes  2.



(Vollst¨andigkeit).



Die Menge U heißt minimale vollst¨andige Menge von Unifikatoren, falls zudem 3. es keine Unifikatoren 1 ; 2



2 U , 1 6= 2 , gibt, so daß 1 W 2 (Minimalit¨at). 2



Wenn zwei Terme unifizierbar sind, dann besitzen sie eine endliche vollst¨andige Menge von Unifikatoren. Die Berechnung von (allgemeinsten) Unifikatoren ist eng verkn¨upft mit der Berechnung (allgemeinster) gemeinsamer Spezialisierungen (idempotenter) Substitutionen, denn eine Substitution  ist genau dann eine gemeinsame Spezialisierung von  und  . wenn sie f¨ur alle X 2 dom ( ) \ dom ( ) ein Unifikator der Terme  (X ) und  (X ) ist. 2.3



Pr� adikatenlogik erster Stufe



Als ein erste Beispiel f¨ur ein logisches System benutzen wir die Pr¨adikatenlogik erster Stufe PL1 , die ein logisches System mit Termen ist. Gem¨aß Definition 2.1.1 muß die Menge Sig PL1 der Signaturen, sowie Syntax und Semantik von PL1 definiert werden.



16



Kapitel 2: Logische Systeme



Signaturen: Eine Signatur  = hP (); F (); i in Sig PL1 besteht aus einer Menge P () von Pr¨adikatensymbolen, einer Menge F () von Funktionssymbolen und einer Funktion  , die jedem Pr¨adikaten- und jedem Funktionssymbol eine Stelligkeit n  0 zuweist. Ein Funktionssymbol mit der Stelligkeit 0 heißt eine Konstante. Syntax: Zus¨atzlich zu den Pr¨adikaten- und Funktionssymbolen in Signaturen gibt es eine unendliche Menge V von Objektvariablen (die disjunkt ist von den Mengen Var und UVar von freien Variablen). Die logischen Operatoren sind _ (Disjunktion) , ^ (Konjunktion) , ! (Implikation) und : (Negation) sowie die Quantorensymbole 8 ¨ und 9 . Wir sehen  $ (Aquivalenz) als Abk¨urzung f¨ur ( ^ ) _ (: ^ : ) an. Definition 2.3.1 Sei  2 u¨ ber  ist definiert durch:



Sig PL1 eine Signatur.



Die Menge



Term n () von Termen



1. Alle Variablen x 2 V und alle Konstanten 2 F () sind Terme u¨ ber .



2. Wenn f 2 F () ein Funktionssymbol ist und t1 ; : : : ; t (f ) Terme u¨ ber  sind, dann ist auch f (t1 ; : : : ; t (f ) ) ein Term u¨ ber .



Mit Term 0PL1 () bezeichnen wir die Menge aller Terme in Term n (), die keine Objektvariablen enthalten.



Die Menge Atom n PL1 () von Atomen u¨ ber  ist definiert durch: Ist p 2 P () und sind t1 ; : : : ; t (f ) Terme u¨ ber , dann ist p(t1 ; : : : ; t (f ) ) ein Atom u¨ ber . Die Menge Form n PL1 () von Formeln u¨ ber  ist definiert durch: 1. Atome u¨ ber  sind Formeln u¨ ber . 2. Wenn F eine Formel u¨ ber  ist, dann ist :F eine Formel u¨ ber . 3. Wenn F und G Formeln u¨ ber Formeln u¨ ber . 4. Wenn F eine Formel u¨ ber meln u¨ ber .



 sind, dann sind F ^ G, F _ G und F



!G



 ist und x 2 V , dann sind (8x)F und (9x)F For-



2



Wir definieren, daß die Menge Form PL1 () der Formeln des logischen Systems PL1 n aus allen S¨atzen in Form n PL1 () besteht, d. h., allen Elementen von Form PL1 (), in denen Objektvariablen nur durch Quantoren gebunden auftreten; und wir definieren, daß die Menge Atom PL1 () der Atome von PL1 die Menge aller atomaren S¨atze in Form 0PL1 () ist. Man beachte, daß dies leicht von der u¨ blichen Terminologie abweicht. Gew¨ohnlich k¨onnen Objektvariablen frei in Formeln der Pr¨adikatenlogik vorkommen. Freie Objektvariablen werden h¨aufig als Platzhalter in Tableaukalk¨ulen verwendet. Hier haben



2.4 Modallogiken
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wir jedoch die freien Variablen, die Platzhalter sein k¨onnen, und die Objektvariablen klar voneinander getrennt. Man k¨onnte trotzdem zulassen, daß Objektvariablen frei in Formeln auftreten; das erh¨oht aber nicht die Ausdrucksst¨arke und verkompliziert den Entwurf eines Tableaukalk¨uls unn¨otig. Freie Variablen in einer Formel, deren Unerf¨ullbarkeit zu beweisen ist, w¨aren so zu behandeln als w¨aren sie existentiell quantifiziert. Zudem m¨ußte man darauf achten, keine freien Variablen neu in den Bindungsbereich eines Quantors einzuf¨uhren, wenn Variablen mit Termen instantiiert werden. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, haben wir formal definiert, daß die Menge der Formeln des logischen Systems PL1 nur aus S¨atzen besteht; Formeln mit freien Objektvariablen sind nur Hilfsmittel, die in der rekursiven Definition der Menge aller S¨atze benutzt werden. Dementsprechend ist das logische System PL1 eine Logik mit Termen bez¨uglich der Menge Term 0PL1 () aller Terme, die keine Objektvariablen enthalten, denn die Menge Form PL1 () ist abgeschlossen unter der Ersetzung von variablenfreien Termen durch andere variablenfreie Terme.



Semantik:



Gem¨aß Definition 2.1.1 m¨ussen alle Modelle eine Menge von Welten beinhalten. Darum definieren wir, daß MPL1 () aus Modellen bestehe, bei denen die initiale Welt w 0 eine pr¨adikatenlogische Struktur (Def. 2.3.2) ist und fw 0 g die Menge der Welten. Definition 2.3.2 Sei  2 Sig PL1 eine Signatur.



Eine pr¨adikatenlogische Struktur hD; Ii f¨ur  besteht aus einem Universum D und einer Interpretation I , die den Pr¨adikaten- und Funktionssymbolen in  eine Bedeutung zuweist. Eine Variablenbelegung sei eine Abbildung blen in das Universum D .



:V



! D der Menge der Objektvaria-



Die Auswertungsfunktion val sei wie u¨ blich definiert; das heißt, gegeben eine Struktur



hD; Ii und eine Variablenbelegung , weise sie jeder Formel F 2 Form n PL1 () einen Wahrheitswert val I ; (F ) 2 ftrue ; false g zu. 2 Die Relation j=PL1 sei f¨ur alle Variablenbelegungen  definiert durch:



w0 j=PL1 F genau dann, wenn val I ;(F ) = true :



2.4



Modallogiken



Als ein zweites Beispiel f¨ur logische Systeme benutzen wir die bekannten Modallogiken K, KT, KB, K4, K5, K45, KD, KDB, KD4, KD5, KD45, KB4, B, S4 und S5 ¨ (einen Uberblick gibt beispielsweise (Gor´e, 1998)).
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L



Die Menge Sig L ist dieselbe f¨ur alle Modallogiken ; eine Signatur  ist eine aufz¨ahlbare, nicht-leere Menge aussagenlogischer Variablen.



Signaturen:



Formeln werden mit Hilfe der klassischen Operatoren ^ (Konjunktion), _ (Disjunktion), : (Negation) und den nicht-klassischen, modalen Operatoren 2 (”immer“) und 3 ( manchmal“) gebildet. ”



Syntax:



Die Menge Form L () = Form mod () der Formeln f¨ur eine gegebene Signatur  ist dieselbe f¨ur alle Modallogiken ; Formeln werden wie u¨ blich aus den aussagenlogischen Variablen und den logischen Operatoren aufgebaut. Die Menge



L



Atom L() = Atom mod() =  besteht aus den aussagenlogischen Variablen. Die Modallogiken sind logische Systeme ohne Terme.



Semantik: Wir benutzen eine M¨ogliche-Welten-Semantik im Stile Kripkes, d. h., die Modelle der Modallogiken sind Kripke-Rahmen. Definition 2.4.1 Eine Kripke-Rahmen sei ein Paar hW; Ri, wobei W eine nicht-leere Menge (m¨oglicher Welten) und R eine bin¨are Relation auf W ist. Ein Kripke-Modell ist ein Tripel hW; R; V i, wobei die Belegung V eine Abbildung der aussagenlogischen Variablen in die Menge der Welten ist, d. h., V (p) ist die Menge aller Welten, in denen p unter der Belegung V wahr ist.



Falls wRw 0 (d. h., falls hw; w 0 i 2 R), dann ist die Welt w 0 erreichbar von der Welt w , und w 0 ist eine Nachfolgewelt von w . Der Begriff der Wahrheit einer Aussage in einer Welt wird auf komplexe Formeln F 2 Form L () wie folgt erweitert: F sei genau dann wahr in einer Welt w, wenn



    



G nicht wahr ist in w, im Falle F = :G, G1 und G2 wahr sind in w, im Falle F = G1 ^ G2 , G1 oder G2 wahr ist in w, im Falle F = G1 _ G2 , G wahr ist in allen Welten, die von w erreichbar sind, im Falle F = 2G, G wahr ist in einer Welt, die von w erreichbar ist, im Falle F = 3G.



2 Die ersten zwei Spalten in Tabelle 2.2 zeigen die Axiomatisierungen der 15 einfachen Modallogiken, die mit Hilfe der Axiome in Tabelle 2.1 definiert werden k¨onnen.



2.5 Modallogiken ohne bin¨are Konnektive Name (K) (T) (D) (4) (5) (B)
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Axiom



2(A ! B ) ! (2A ! 2B ) 2A ! A 2A ! 3A 2A ! 22A 3A ! 23A A ! 23A



Eigenschaft — reflexiv seriell transitiv euklidisch symmetrisch



Tabelle 2.1: Einfache Modallogiken und die entsprechenden Einschr¨ankungen der Erreichbarkeitsrelation.



Logik K KB K5 KD KD4 KD45 B S5



Axiome (K) (K), (B) (K), (5) (K), (D) (K), (D), (4) (K), (D), (4), (5) (K), (T), (B) (K), (T), (5)



Logik KT K4 K45 KDB KD5 KB4 S4



Axiome (K), (T) (K), (4) (K), (4), (5) (K), (D), (B) (K), (D), (5) (K), (B), (4) (K), (T), (4)



Tabelle 2.2: Axiomatische Charakterisierung der einfachen Modallogiken.



Definition 2.4.2 Sei



L eine der Modallogiken aus Tabelle 2.2.



Ein Kripke-Rahmen



hW; Ri heiße ein L-Rahmen, wenn jede Instanz jedes Axioms von L in allen Welten von hW; Ri wahr ist. Ein Kripke-Modell hW; R; V i heiße ein L-Modell, wenn hW; Ri ein L-Rahmen ist. 2 Es ist bekannt, daß die in Tabelle 2.1 aufgef¨uhrten Axiome die daneben stehenden Eigenschaften von R charakterisieren. Folglich haben alle KT-Rahmen eine reflexive Erreichbarkeitsrelation R, und wenn ein Rahmen eine reflexive Erreichbarkeitsrelation hat, dann erf¨ullt er das Axiom (T). Darum assoziieren wir die Eigenschaften auch mit den Logiken selbst und sagen beispielsweise, daß eine Logik seriell sei, wenn Rahmen eine serielle Erreichbarkeitsrelation haben. Einige Vorsicht ist hier jedoch geboten: so ist beispielsweise das Axiom (D) kein Axiom von KT, aber dennoch ist jeder KT-Rahmen seriell, denn (D) wird von (T) impliziert.



L



L



Wir k¨onnen nun fortfahren, die Semantik der einfachen Modallogiken formal zu definieren. Sei eine der einfachen Modallogiken, die in Tabelle 2.2 aufgef¨uhrt sind, und sei  eine Signatur in Sig L . Die Modelle in ML () seien die Kripke -Modelle. Eine der Welten w 0 2 W jedes Modells = hW; R; V i wird zur initialen Welt w 0 von bestimmt. Die Relation j=L ist f¨ur alle Welten w 2 W und Formeln F 2 Form L () definiert durch: w j=L F genau dann, wenn F wahr ist in w .



L



m



L



m
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L



Als ein weiteres Beispiel f¨ur logische Systeme f¨uhren wir die Modallogiken b ohne bin¨are Konnektive ein. Alle Formeln sind also modale Literale, d. h., sie sind von der Form Æ1    Æn p (n  0), wobei p eine aussagenlogische Variable und Æi eine der Modalit¨aten 2; 3 oder das Negationssymbol : ist; die Semantik von b ist die gleiche wie die der entsprechenden vollen Modallogik – formaler:



L



L



L



Die Menge Sig Lb der Signaturen von b ist die gleiche wie die der Modallogik , d. h., ein Signatur ist eine aufz¨ahlbare, nicht-leere Menge aussagenlogischer Variablen.



Signaturen:



L



Sei  eine Signatur in Sig Lb . Dann sei Form Lb () die Menge derjenigen Formeln von Form L , die aus einem einzelnen Element von  mit einer vorangestellten Folge der logischen Operatoren 2, 3 und : besteht. Die Menge Atom Lb () ist identisch mit .



Syntax:



L



Die Menge MLb () der Modelle von b ist identisch mit der Menge ML der Modelle von ; und die Relation j=Lb ist die Einschr¨ankung von j=L auf die Formeln in Form L (), die auch Formeln in Form Lb () sind. Jede Formel in Form Lb () ist erf¨ullbar. Nichtsdestotrotz ist die Logik nicht trivial, denn wir sind an der Erf¨ullbarkeit von Mengen von Formeln interessiert, die implizit konjunktiv verkn¨upft sind und unerf¨ullbar sein k¨onnen.



Semantik:



L



L



Die Logiken b werden in Kapitel 6 benutzt, um die Vorteile des Faserns zu demonstrieren, d. h., der Kombination von Logiken und ihrer Kalk¨ule. Die fehlenden Konnektive k¨onnen durch Fasern von b mit der Pr¨adikatenlogik erster Stufe PL1 wieder eingef¨uhrt werden; und ein Kalk¨ul f¨ur die resultierende modale Pr¨adikatenlogik kann konstruiert werden, indem Kalk¨ule f¨ur b und PL1 gefasert werden.



L



L



2.6



Die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie



Als weitere Beispiele f¨ur logische Systeme stellen wir zwei Fragmente der quantorenfreien Mengentheorie vor; ein neuer und verbesserter Tableaukalk¨ul f¨ur diese Logiken ist in Abschnitt 3.8 definiert. Die Mengentheorie ist die Sprache der Mathematik. Darum spielt sie eine wichtige Rolle in vielen Anwendungsbereichen des Automatischen Beweisens. Zum Beispiel basieren zwei der am meisten verbreiteten Spezifikationssprachen, n¨amlich die Sprachen Z und B, ausschließlich auf Mengentheorie. In anderen Sprachen sind Mengen zumindest ein wichtiges Konstrukt, das h¨aufig f¨ur Spezifikationen verwendet wird, sei



2.6 Die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie
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es auf der Meta-Ebene oder als Datenstruktur des spezifierten Programms. Mengentheoretische Beweisverpflichtungen treten sowohl dann auf, wenn eine Implementierung als korrekt bez¨uglich einer Spezifikation nachzuweisen ist, wie auch beim Testen ¨ der Konsistenz der Spezifikation oder der Uberpr¨ ufung von Vor- oder Nachbedingungen. Mengentheoretisches Schließen, d. h., der Einsatz spezieller Techniken statt der Verwendung der Axiome der Mengentheorie, ist unverzichtbar f¨ur das Automatische Beweisen in vielen Dom¨anen. Automatische Deduktionswerkzeuge k¨onnen beispielsweise in interaktive Sofware-Verifikationssysteme integriert werden und nehmen dann dem Benutzer die interaktive L¨osung einfacher mengentheoretischer Beweisaufgaben ab, die nicht seine Intuition erfordern, sondern durch kombinatorische Suche gel¨ost werden k¨onnen. Der mehrstufige Syllogismus (multi-level syllogistic, MLS) besteht aus quantorenfreien Formeln, die mit den mengentheoretischen Pr¨adikaten Element-von, Gleichheit, Teilmenge-von, den bin¨aren Funktionen Vereinigung, Durchschnitt, Mengen-Differenz und einer die leere Menge darstellenden Konstante aufgebaut sind. In der Erweiterung von MLS um einelementige Mengen (MLS with singleton, MLSS) k¨onnen n-stellige Funktionen fgn benutzt werden, um Mengen der M¨achtigkeit n darzustellen. Das Fragment MLSSF is die Anreicherung von MLSS um freie (uninterpretierte) Funktionssymbole. Die Ausdrucksst¨arke von MLSS und MLSSF ist f¨ur viele Anwendungen ausreichend. MLSS-Formeln k¨onnen Variablen enthalten, die implizit universell quantifiziert sind. Die wesentliche Einschr¨ankung ist, daß keine existentielle Quantifizierung m¨oglich ist; darum k¨onnen Aussagen wie es gibt eine unendliche Menge“ nicht in MLSS ” formalisiert werden. In der Literatur sind Entscheidungs- und Semi-Entscheidungsverfahren f¨ur verschiedene Erweiterungen von MLS beschrieben; diese basieren jedoch nicht auf Tableaus, sondern sind hochgradig nicht-deterministische Suchverfahren und sind nicht f¨ur eine ¨ Implementierung geeignet. Ein Uberblick findet sich in (Cantone & Ferro, 1995; Cantone et al., 1989). Zu den Erweiterungen von MLS, deren Entscheidbarkeit bekannt ist, geh¨oren: MLS mit Potenzmengenoperator und einelementigen Mengen (Cantone, 1991; Cantone et al., 1985), mit relationalen Konstrukten (Cantone & Schwartz, 1991), mit einstelligem Vereinigungsoperator, der alle Teilmengen vereinigt (Cantone et al., 1987), und mit einem Auswahloperator (Ferro & Omodeo, 1987).



Signaturen



Eine MLSSF Signatur  ist eine PL1-Signatur, so daß



1. ihre Menge P () von Pr¨adikatensymbolen aus den bin¨aren Symbolen  ( Ele” ment von“) ,  (Gleichheit) und v ( Teilmenge von“) besteht, ” 2. ihre Menge F () von Funktionssymbolen aus



22



Kapitel 2: Logische Systeme (a) den bin¨aren Symbolen u (Durchschnitt) , t (Vereinigung) , n (MengenDifferenz) , den Konstruktoren fgn mit der Stelligkeit n  1 und der mengentheoretischen Konstante ; (die leere Menge), (b) Funktionssymbolen, die keine besondere mengentheortische Interpretation haben (diese heißen freie Funktionssymbole), besteht.



Eine MLSSF-Signatur ist eine MLSS-Signatur, wenn alle ihre freien Funktionssymbole Konstanten sind, d. h., von der Stelligkeit 0 sind.



Syntax



Die Formeln von MLSS und MLSSF sind gem¨aß den Regeln der Pr¨adikatenlogik erster Stufe aufgebaut, wobei die logischen Operatoren _ (Disjunktion), ^ (Konjunktion), : (Negation) und ! (Implikation) aber keine Quantoren verwendet werden. Definition 2.6.1 Sei  eine MLSS-Signatur (bzw. eine MLSSF-Signatur). Die Menge Atom MLSS () aller MLSS-Atome (bzw. die Menge Atom MLSSF () aller MLSSF-Atome) ist die Menge Atom PL1 () aller PL1-Atome u¨ ber ; und die Menge Form MLSS () der MLSS-Formeln (bzw. die Menge Form MLSSF () der MLSSFForlmeln) besteht aus allen PL1-Formeln u¨ ber , in denen die Quantoren 8 und 9 nicht vorkommen (und also auch keine Objektvariablen). 2 Notation 2.6.2 Um Verwechselungen zu vermeiden, verwenden wir die Nicht-Standard-Symbole ; ; v; u; t auf der Objektebene und die Symbole 2; =; ; \; [ auf der Metaebene. Wie gew¨ohnlich werden die bin¨aren mengentheoretischen Funktions- und Pr¨adikatensymbole in Infix-Notation und fgn in Circumfix-Notation geschrieben. 2 Definition 2.6.3 Ein Term t 2 Term PL1 () u¨ ber einer MLSSF-Signatur  heiße ein Mengenterm. Er heiße ein reiner Mengenterm, wenn er keine freien Funktionssymbole f mit Stelligkeit  (f ) > 0 enth¨alt. Ein Mengenterm heiße funktional, wenn er von 2 der Form f (t1 ; : : : ; tn ) ist, wobei f ein freies Funktionssymbol ist. Man beachte, daß funktionale Mengenterme nicht-funktionale Mengenterme (die nicht notwendig reine Mengenterme sind) als Teilterme enthalten k¨onnen – und umgekehrt.



2.6 Die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie
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Semantik



Wir verwenden die Semantik der Mengentheorie (und damit ihrer Fragmente MLSS und MLSSF), wie sie durch ZF-Axiomensystem oder, in a¨ quivalenter Weise, durch die von-Neumann-Hierarchie von Mengen gegeben ist (siehe z. B. (Jech, 1978) f¨ur eine ausf¨uhrliche Diskussion der Semantik der Mengentheorie).



Definition 2.6.4 Es sei Ord die Klasse aller Ordinalzahlen. Die von-Neumann-Hierarchie V ist durch [



V=



2Ord



V



definiert, wobei



V0 = ;, S 2. V = < V f¨ur jede Limit-Ordinalzahl  und 1.



3.



V+1 die Potenzmenge von V f¨ur jede Ordinalzahl  bezeichnet.



2



Definition 2.6.5 Sei  eine MLSS- oder MLSSF-Signatur. Eine pr¨adikatenlogische Struktur = hD; Ii 2 MPL1 () heiße eine Mengenstruktur, wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:



m



1. das Universum D besteht aus den Mengen der von-Neumann-Hierarchie V; 2.



D ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen und D enth¨alt die leere Menge;



3.



I interpretiert



\, [, n und fgn (n  1),



(a) die Konstante ; durch die leere Menge,



(b) die Pr¨adikatensymbole durch ihre kanonische Interpretation, d. h.,  durch die Identit¨atsrelation,  durch 2 und v durch , (c) die mengentheoretischen Funktionssymbole durch ihre kanonische Interpretation, d. h., t durch [, u durch \, n durch n und fgn durch fgn (n  1). 2 Da Modelle logischer Systeme eine Menge von Welten beinhalten m¨ussen, definieren wir, daß Modelle von MLSS und MLSSF aus einer einzelnen (initialen) Welt w 0 bestehen, die eine Mengenstruktur ist.



Die Relationen j=MLSS und j=MLSSF sind in gleicher Weise definiert wie die Relation j=PL1 der Logik PL1: eine MLSS-Formel oder MLSSF-Formel F ist genau dann wahr in der Welt w 0 , die eine Mengenstruktur ist, wenn val I (F ) = true f¨ur alle Variablenbelegungen .
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Kapitel 2: Logische Systeme



Man k¨onnte zulassen, daß freie Objektvariablen in MLSS und MLSSF-Formeln auftreten; aber das w¨urde die Ausdrucksst¨arke nicht erh¨ohen. Da freie Objektvariavlen in quantorenfreien Formeln implizit universell quantifiziert sind, ist eine Formel G(x) genau dann in MLSS oder MLSSF g¨ultig, wenn eine Skolemisierung :G( ) ihrer Negation unerf¨ullbar ist. Darum k¨onnen freie Objektvariablen eliminiert werden, und ein Tableaukalk¨ul f¨ur Formeln ohne freie Objektvariablen ist ausreichend.



3 3.1



Tableaukalku�le Eine uniforme Si ht



Es ist wichtig, die beiden Phasen zu unterscheiden, in die die Entwicklung einer effizienten tableaubasierten Beweisprozedur aufgeteilt werden kann: dem Entwurf eines Tableaukalk¨uls und der Konstruktion einer auf diesem Kalk¨ul aufbauenden Beweisprozedur. Ein Tableaukalk¨ul ist im wesentlichen durch Ableitungsregeln charakterisiert, die nicht-deterministisch angewendet werden k¨onnen, um einen Tableaubeweis zu konstruieren; eine Beweisprozedur ist eine Beschreibung, wie die Suche nach einem Beweis unter Verwendung eines bestimmten Kalk¨uls zu organisieren ist. In der Literatur u¨ ber Tableaukalk¨ule werden diese beiden Phasen oft vermischt; Verfeinerungen, die weder die Korrektheit noch die Vollst¨andigkeit eines Kalk¨uls beeinflussen, sondern den Zweck haben, die Effizienz zu steigern, werden zu einem Teil der Definition des Kalk¨uls. Das ist sch¨adlich, denn welche g¨unstigen Eigenschaften des Kalk¨uls man dann auch immer beweist, sind tats¨achlich nur f¨ur den verfeinerten Kalk¨ul bewiesen. Außerdem sind verfeinerte Kalk¨ule oft weniger gutartig“ als die ” urspr¨ungliche Version, was es schwieriger macht, die uniformen Methoden zur Konstruktion einer effizienten Beweisprozedur anzuwenden, die in den folgenden Kapiteln beschrieben werden. Eine Verfeinerung, die typischerweise nicht Teil der Definition eines Kalk¨uls sein sollte, ist die meist n¨utzliche Heuristik, daß nicht-verzweigende Regelanwendungen solchen vorzuziehen sind, die mehrere neue Tableau¨aste einf¨uhren. Wenn diese Heuristik Teil der Definition des Kalk¨uls ist, dann ist es beispielsweise unm¨oglich, eine ausgefeiltere Technik zur Auswahl der n¨achsten Regelanwendung einzusetzen, die auf einem Komplexit¨atsmaß f¨ur neu hinzukommende Formeln beruht. Daraus folgt, daß die Vermeidung von Redundanz durch eine Beschr¨ankung des Suchraums, die den Kalk¨ul deterministischer macht, nicht das Thema dieses Kapitels ist; sie wird in Kapitel 5 behandelt, in dem der Entwurf effizienter Beweisprozeduren diskutiert wird. Nichtsdestotrotz spielt die Effizienz beim Entwurf eines Kalk¨uls eine Rolle; so sollten stark indeterministische Regeln, wie beispielsweise die Schnittregel, vermieden werden (jedoch nur dann, wenn es deterministischere Regeln gibt, die gleichermaßen gutartig“ sind). ” So wenige Einschr¨ankungen wie m¨oglich werden bez¨uglich der Art und Form von Tableaus und Tableaukalk¨ulen gemacht. Aber, wie schon in der Einleitung erw¨ahnt 25
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Kapitel 3: Tableaukalk¨ule



(Abschnitt 1.3), ist ein Tableau immer ein Baum, dessen Knoten mit Formeln markiert sind. Ohne weitere Einschr¨ankungen weiß man nat¨urlich nichts u¨ ber das Verhalten eines Tableaukalk¨uls – außer daß Tableaus den Zustand der Beweissuche repr¨asentieren und daß Tableauregelanwendungen Zustands¨uberg¨angen entsprechen. Insbesondere ist nichts u¨ ber die Art und Weise bekannt, wie Zust¨ande repr¨asentiert werden, und was die Beziehung zwischen den Tableaus ist. Um in der Lage zu sein, Aussagen u¨ ber das Verhalten eines Tableaukalk¨uls zu machen und uniforme Methoden anzuwenden, m¨ussen zus¨atzliche Annahmen gemacht werden. Die erste dieser Annahmen wird sein, daß Tableau¨aste verschiedene F¨alle eines Beweises repr¨asentieren und daß sie also implizit disjunktiv verkn¨upft sind; einen Ast abzuschließen bedeutet, daß der entsprechende Fall erfolgreich abgehandelt wor¨ den ist. Da Aste verschiedene F¨alle darstellen sollen, f¨uhrt dies auch dazu, daß die Auswirkungen einer Tableauregelanwendungen lokal auf einen Ast beschr¨ankt sind. Der n¨achste Schritt wird sein, die Annahme zu machen, daß die Formeln auf einem Ast implizit konjunktiv verkn¨upft sind und das Wissen repr¨asentieren, das u¨ ber den entsprechenden Fall des Beweises abgeleitet worden ist. Das erfordert, daß die Tableauerweiterungsregel monoton ist und auf Mengen von Formeln operiert; die Reihenfolge der Formeln auf einem Ast spielt dabei keine Rolle mehr. Der letzte Schritt sind semantische Annahmen. Man geht davon aus, daß ein Ast (partiell) ein Modell definiert. Die Tableaukonstruktion entspricht dann der Konstruktion eines Modells der Formeln des initialen Tableaus. Ein Ast ist geschlossen, wenn ein Widerspruch in der partiellen Modelldefinition, die er repr¨asentiert, gefunden wurde. Ein geschlossenes Tableau beweist die Tatsache, daß die Formeln des initialen Tableaus unerf¨ullbar sind. Um so viele verschiedenen Kalk¨ule wie m¨oglich in unsere allgemeine Definition dessen, was ein Tableaukalk¨ul sei, einzuschließen, werden die Formeln in Tableaus mit Vorzeichen (signs), die den intendierten Wahrheitswert einer Formel repr¨asentieren, und Markierungen (labels) versehen. Markierungen k¨onnen viele verschiedene Zwekke haben. Sie erlauben es, Informationen u¨ ber Formeln und die Beziehungen zwischen Formeln explizit darzustellen, und sind besonders in Kalk¨ulen f¨ur nicht-klassische Logiken von Nutzen (z. B. mehrwertigen, modalen und intuitionistischen Logiken); viele tableauartige Kalk¨ule, die markierte Formeln verwenden, sind in (Gabbay, 1996b) beschrieben. Tableaukalk¨ule mit markierten Formeln sind sehr viel m¨achtiger als Kalk¨ule, die Informationen statt sie durch Markierungen darzustellen, in der Struktur eines Tableauastes kodieren. Wenn Information implizit durch die Struktur eines Tableau¨ astes repr¨asentiert ist, k¨onnen alle Ver¨anderungen, die die Struktur von Asten beeinflussen, Korrektheit bzw. Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls zerst¨oren; darum bezeichnen wir solche Kalk¨ule als nicht gutartig (die Eigenschaft der Gutartigkeit wird formal in Abschnitt 3.3.7 definiert). Daß nur die zwei Vorzeichen T und F verwendet werden, bedeutet keine Beschr¨ankung auf zweiwertige Logik; diese Vorzeichen repr¨asentieren die Tatsache, daß eine Formel



3.2 Syntax von Tableaukalk¨ulen
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wahr bzw. nicht wahr ist in einem Modell. Die Wahrheitswerte einer mehrwertigen Logik kann man in Markierungen kodieren, mit denen man die Formeln versieht.



3.2



Syntax von Tableaukalk� ulen



Wie schon zuvor gesagt, sehen wir die Baumstruktur von Tableaus als eine essentielle Eigenschaft an; B¨aume sind nicht nur eine Datenstruktur zur Implementierung von Tableaus. Kalk¨ule, wie beispielsweise Sequenzenkalk¨ule und die Konnektionsmethode, die auf anderen Datenstrukturen operieren, sind nur tableauartig“. ”



L



L



Definition 3.2.1 Sei eine Logik; sei  2 Sig eine Signatur von ; und sei Lab eine Menge von Markierungen.



Eine Tableauformel S: :F bestehe aus einem Vorzeichen S 2 fT; F g, einer Markierung  2 Lab und einer Formel F 2 Form (); sie heiße atomar, wenn F 2 Atom (). Außerdem ist das Symbol ? eine Tableauformel (die den Astabschluß anzeigt). Die Menge aller Tableauformeln sei mit TabForm () bezeichnet.



Das Komplement  einer Tableauformel  ist definiert durch:  = F : :F , falls  von der Form T: :F ist, und  = T: :F , falls  von der Form F : :F ist (das Komplement von ? bleibt undefiniert). Ein Tableau (¨uber der Signatur ) ist ein endlich verzweigender Baum, dessen Knoten mit Tableauformeln aus TabForm () markiert sind.



Ein Ast eines Tableaus T ist ein maximaler Pfad in einem Ast B sei mit Form (B ) bezeichnet.



T . Die Menge der Formeln auf



2



Im folgenden identifizieren wir oft Knoten in einem Tableau mit den Formeln, mit denen sie markiert sind. Um den Begriff des Tableaukalk¨uls so allgemein wie m¨oglich zu halten, wird jede Funktion, die einem Tableau eine Menge m¨oglicher Nachfolgetableaus zuweist, als Tableauregel angesehen. Eine Tableauregel kann ein Tableau, auf das sie angewendet wird, in beliebiger Weise ver¨andern. Tableauerweiterungsregeln sind ein Spezialfall von Tableauregeln; sie werden in Abschnitt 3.3.3 behandelt.



L



Ein Tableaukalk¨ul C f¨ur eine Logik hat (verschiedene) Instanzen“ C () f¨ur jede Si” gnatur  2 Sig . Wir lassen es zu, daß Formeln einer erweiterten Signatur  in einem Tableaubeweis verwendet werden. Nur die urspr¨unglichen Formeln, deren Erf¨ullbarkeit u¨ berpr¨uft werden soll, m¨ussen aus der Sprache der nicht-erweiterten Signatur  stammen, die eine Einschr¨ankung von  ist; sie werden auf das initiale Tableau gesetzt. Es ist unverzichtbar f¨ur viele Logiken, zu erlauben, daß eine erweiterte Signatur in einem Beweis verwendet wird, oder, was das gleiche bedeutet, zu verlangen, daß die Formeln deren Erf¨ullbarkeit getestet wird, aus der Sprache einer eingeschr¨ankten
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Signatur stammen; dies gestattet es beispielsweise, Skolem-Symbole einzuf¨uhren, die mit Sicherheit im initialen Tableau nicht auftreten. Definition 3.2.2 Ein Tableaukalk¨ul C f¨ur eine Logik definiert durch:



  



eine Erweiterung 



L ist f¨ur jede Signatur  2 Sig



2 Sig der Signatur  (Def. 2.1.3);



eine Menge Lab von Markierungen und eine initiale Markierung  0



2 Lab ;



eine Tableauregel R(), die jedem Tableau T u¨ ber der Signatur  eine Menge von Tableaus u¨ ber  zuweist, die die (m¨oglichen) Nachfolgetableaus von T sind. Die Menge R()(T ) kann unendlich sein, sie muß aber aufz¨ahlbar sein.



2 Nun haben wir alles zur Verf¨ugung, was n¨otig ist, zu definieren, welches die Tableaus f¨ur eine Menge F von Formeln sind und wann ein Tableau geschlossen ist. Die Konstruktion von Tableaus f¨ur F ist im allgemeinen ein nicht-deterministischer Prozeß, da ein Tableau jede – sogar eine unendliche – Zahl von m¨oglichen Nachfolgetableaus haben kann.



L



Definition 3.2.3 Sei C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig eine Signatur von . Die Menge der Tableaus f¨ur eine endliche Menge  TabForm ( ) von Tableauformeln sei wie folgt induktiv definiert:



L



1. Ein lineares Tableau, dessen Knoten mit den (allen) Formeln aus ist ein Tableau f¨ur (ein initiales Tableau).



markiert ist,



2. Wenn T ein Tableau f¨ur ist und T 0 2 R( )(T ) (d. h., wenn T 0 ein Nachfolgetableau von T ist), dann ist T 0 ein Tableau f¨ur . Ein Tableau T ist ein Tableau f¨ur eine endliche Menge F  Form () von Formeln, wenn es ein Tableau f¨ur die Menge fT: 0 :F j F 2 Fg von Tableauformeln ist. 2 Einige n¨utzliche Tableaukalk¨ule beginnen (per Definition) mit einem leeren initialen ¨ Tableau und erlauben, Aste sp¨ater mit Formeln aus der Menge F zu erweitern, deren Erf¨ullbarkeit zu u¨ berpr¨ufen ist. Dies kann in unserem allgemeinen Rahmen leicht modelliert werden, indem eine spezielle initiale Markierung Æ mit der Bedeutung ist ” noch nicht auf dem Ast“ eingef¨uhrt und die Tableauregel so erweitert wird, daß S: 0 :F aus S:Æ:F abgeleitet werden kann (wobei  0 die urspr¨ungliche initiale Markierung ist). Diese Ableitung entspricht dann dem Hinzuf¨ugen der Formel S: 0 :F zu dem Tableau. Eine andere m¨ogliche Vorgehensweise, die auch dann angewendet werden kann, wenn die Menge F unendlich ist, ist die Tableauregel so zu erweitern, daß S: 0 :F aus der leeren Pr¨amisse abgeleitet werden kann.



3.3 Syntaktische Eigenschaften Definition 3.2.4 Ein Tableauast markiert ist.
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B ist geschlossen, wenn einer seiner Knoten mit ?



¨ Ein Tableau ist geschlossen, wenn alle seine Aste geschlossen sind.



2



Intuitiv ist ein Tableaubeweis f¨ur eine Menge F von Formeln ein Nachweis der Unerf¨ullbarkeit von F (vorausgesetzt, der Kalk¨ul ist korrekt).



L



Definition 3.2.5 Sei C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig L . Ein Tableaubeweis f¨ur eine Menge F  Form () von Formeln ist eine endliche Folge T0 ; : : : ; Tn (n  0) von Tableaus f¨ur F, so daß



 T0 ein initiales Tableau f¨ur F ist,  Ti ein Nachfolgetableau von Ti 1 ist (1  i  n),  Tn geschlossen ist.



2



L



Lemma 3.2.6 Seien ein Tableaukalk¨ul C f¨ur eine Logik und eine Signatur  2 Sig L gegeben. Es gibt genau dann einen Tableaubeweis f¨ur eine Menge F  Form () von Formeln, wenn es ein geschlossenes Tableau f¨ur F gibt. Beweis: Dies folgt sofort aus den Definitionen der Begriffe des Tableaus f¨ur eine Men2 ge von Formeln und des Tableaubeweises. 3.3



Syntaktis he Eigens haften



3.3.1 Ni ht-destruktive Tableaukalk�ule Ein Tableaukalk¨ul ist nicht-destruktiv, wenn Anwendungen seiner Tableauregel die Formeln, die sich schon auf einem Tableau befinden, nicht ver¨andern oder gar entfernen, sondern nur neue Formeln hinzuf¨ugt. Definition 3.3.1 Ein Tableaukalk¨ul heiße nicht-destruktiv, wenn alle m¨oglichen Nachfolgetableaus eines beliebigen Tableaus dieses als initialen Teilbaum enthalten; an2 dernfalls heiße der Kalk¨ul destruktiv. Beispiel 3.3.2 Ein typisches Beispiel f¨ur destruktive Kalk¨ule sind solche, die freie Variablen in Tableauformeln verwenden und erlauben, diese freien Variablen mit Termen 2 zu instantiieren, wenn die Tableauregel angewendet wird.
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3.3.2 Beweiskon uenz Ein Tableaukalk¨ul ist beweiskonfluent, wenn es keine Sackgassen“ in der Beweissu” che gibt. Eine bestimmte Tableauregelanwendung kann nutzlos f¨ur die Konstruktion eines Beweises f¨ur eine Formelmenge F sein, aber in einem beweiskonfluenten Kalk¨ul kann dies niemals verhindern, daß schließlich doch ein Beweis erzeugt werden kann. Eine deterministische Beweisprozedur f¨ur einen beweiskonfluenten Kalk¨ul kann dadurch konstruiert werden, daß man die Fairneß der Regelanwendungen sicherstellt (Kapitel 5); Backtracking ist dann niemals notwendig.



L



Definition 3.3.3 Ein Tableaukalk¨ul C f¨ur eine Logik ist beweiskonfluent, wenn jede Folge T0 ; : : : ; Tk (k  0) von Tableaus f¨ur eine Menge F  Form () von Formeln u¨ ber einer Signatur  von , f¨ur die ein Tableaubeweis existiert, zu einem Tableaubeweis T0 ; : : : ; Tk ; : : : ; Tn (n  k ) f¨ur F erweitert werden kann. 2



L



3.3.3 Tableaukalk�ule mit Erweiterungsregel Die wichtigste syntaktische Eigenschaften, die die Gutartigkeit“ von Tableaukalk¨ulen ” sicherstellt, ist, daß Tableauregelanwendungen nur lokale Auswirkungen haben. Das heißt, die Tableauregel ist nicht-destruktiv und sie erweitert nur einen einzelnen Ast eines Tableaus. Außerdem darf es nur von den Formeln auf einem Ast abh¨angen, in welcher Weise er erweitert werden kann; keine anderen Vorbedingungen sind zul¨assig, ¨ wie beispielsweise das Vorhandensein von Formeln auf anderen Asten. Ein Kalk¨ul hat diese Lokalit¨atseigenschaft, wenn seine Tableauregel die Form einer Tableauerweiterungsregel hat. Definition 3.3.4 Sei gnatur von .



L



C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik L; und sei  2 Sig eine Si-



Eine Extension ist eine endliche Menge von Tableauformeln u¨ ber  . Eine Konklusion einer Tableauregelanwendung ist eine endliche Menge von Extensionen.



Eine Erweiterungsregel E () ist eine Funktion, die jedem (endlichen) Tableauast, dessen Knoten mit Formeln aus TabForm ( ) markiert sind, eine Menge E ()(B ) (m¨oglicher) Konklusionen zuweist, die unendlich sein kann, aber aufz¨ahlbar sein muß.



2



Man beachte, daß keine speziellen Abschlußregeln ben¨otigt werden. Denn ein Ast ist geschlossen, wenn er mit der speziellen Tableauformel ? erweitert ist. Darum kann der Astabschluß als ein Spezialfall der Asterweiterung aufgefaßt werden.



3.3 Syntaktische Eigenschaften Definition 3.3.5 Sei gnatur.
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C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik L; und sei  2 Sig eine Si-



Eine Erweiterungsregel E () charakterisiert die Tableauregel R() von C , wenn f¨ur alle Tableaus T u¨ ber  folgendes gilt: ein Tableau T 0 ist genau dann ein Nachfolgetableau von T (d. h., T 0 2 R()(T )), wenn es einen Ast B in T und eine Konklusion C in E ()(B ) gibt, so daß das Tableau T 0 aus T konstruiert werden kann, indem der Ast B mit einem neuen Teilast f¨ur jede Extension E in C erweitert wird, wobei die Knoten des Teilastes mit den Elementen von E markiert sind.



Wenn die Erweiterungsregel E () die Tableauregel R() des Kalk¨uls C f¨ur alle Signaturen  charakterisiert, dann heiße E die Erweiterungsregel von C ; und C heiße ein Kalk¨ul mit Erweiterungsregel E . 2 Satz 3.3.6 Ein Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel ist nicht-destruktiv. Beweis: Das Theorem folgt sofort aus den Definitionen 3.3.1 und 3.3.4.



2



3.3.4 Analytis he Tableaukalk�ule Zwei verschiedene Definitionen dessen, was ein analytischer Kalk¨ul sei, finden sich in der Literatur. Eine davon ist, daß ein Kalk¨ul analytisch ist, wenn er die zu beweisende Formel analysiert“, d. h., wenn er ein Top-down-Beweisverfahren ist, – im ” Gegensatz zu Bottom-up-Beweisverfahren, die versuchen, die zu beweisende Formel aus den Axiomen abzuleiten. In diesem Sinne sind Tableaukalk¨ule immer analytisch; eine etwas st¨arkere Variante dieser Eigenschaft ist in Abschnitt 3.5 beschrieben. Hier jedoch verwenden wir die Bezeichnung analytisch in ihrer traditionellen, eingeschr¨ankteren Bedeutung: Ein Kalk¨ul ist analytisch, wenn alle Formeln in einem Nachfolgetableau eines Tableaus T schon in T als (Teil-)Formeln vorkommen. Definition 3.3.7 Ein Tableaukalk¨ul ist analytisch, wenn f¨ur jedes Tableau T u¨ ber einer Signatur  und alle Nachfolgetableaus T 0 von T folgendes gilt: Wenn S0 : 0 :F 0 eine Tableauformel in T 0 ist, dann gibt es eine Tableauformel S: :F in T , so daß F 0 eine Teilformel von F ist. 2 Analytische Kalk¨ule haben einen kleineren Suchraum als nicht-analytische Kalk¨ule, weil es weniger verschiedene Formeln gibt, die durch Tableauregelanwendungen neu eingef¨uhrt werden k¨onnen. Es ist m¨oglich, analytische Kalk¨ule f¨ur die klassische und die meisten nicht-klassischen Aussagenlogiken zu definieren. Kalk¨ule f¨ur Pr¨adikatenlogiken sind gew¨ohnlich nicht analytisch im engen Sinne, weil sie erlauben, beispielsweise das Atom p(t) f¨ur alle Terme t aus der Formel (8x)(p(x)) abzuleiten. Solche Kalk¨ule sind aber dennoch im weiteren Sinne analytisch, wenn n¨amlich nicht nur Teilformeln aus T sondern auch Instanzen von Teilformeln aus T in Nachfolgetableaus von T vorkommen d¨urfen.



32



Kapitel 3: Tableaukalk¨ule



3.3.5 Monotone Tableaukalk�ule Ein Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel ist monoton, wenn die Menge der m¨oglichen Konklusionen eines Ast B 0 , der eine Erweiterung eines Astes B ist, alle m¨oglichen Konklusionen von B enth¨alt.



L



Definition 3.3.8 Sei C ein Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel E f¨ur eine Logik . ¨ Der Kalk¨ul C ist monoton, wenn E ()(B1 )  E ()(B2 ) f¨ur alle Aste B1 und B2  u¨ ber  , so daß B1 ein initialer Teilpfad von B2 ist. 2 Wenn ein Kalk¨ul mit Erweiterungsregel monoton ist, dann sind in ihm Regelanwendungen permutierbar. Das heißt, angenommen B ist ein Ast eines Tableaus u¨ ber  und C1 und C2 sind Konklusionen in E ()(B ), dann k¨onnen alle Tableau¨aste, die aus B dadurch konstruiert werden k¨onnen, daß zuerst eine Extension E1 aus C1 und dann eine Extension E2 aus C2 angef¨ugt wird, auch durch Permutation der entsprechenden Regelanwendungen gewonnen werden, das heißt, indem B zuerst mit E2 erweitert wird und dann mit E1 .



3.3.6 Ni ht-strukturelle Tableaukalk�ule Ein Tableaukalk¨ul ist nicht-strukturell, wenn die Reihenfolge der Formeln auf einem Tableauast B weder eine Bedeutung f¨ur die Anwendbarkeit der Erweiterungsregel des Kalk¨uls hat, noch f¨ur das Ergebnis der Anwendung.



L



Definition 3.3.9 Sei C ein Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel E f¨ur eine Logik . ¨ Der Kalk¨ul C ist nicht-strukturell, wenn f¨ur alle Aste B1 und B2 u¨ ber  , f¨ur die Form (B1 ) = Form (B2) gilt,



E ()(B1) = E ()(B2) : 2 3.3.7 Gutartige Tableaukalk�ule Wir nennen einen Tableaukalk¨ul gutartig, wenn er (a) ein Kalk¨ul mit Erweiterungsregel ist, (b) monoton ist und (c) nicht-strukturell ist. Gutartige Kalk¨ule zeigen ein gewisses – zumindest syntaktisches – Wohlverhalten. Die Eigenschaft der Gutartigkeit wird sich in den nachfolgenden Kapiteln als sehr wichtig erweisen. Definition 3.3.10 Ein Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel, der nicht-strukturell und monoton ist, heiße gutartig. 2



3.3 Syntaktische Eigenschaften
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Wenn ein Tableaukalk¨ul gutartig ist, dann kann seine Erweiterungsregel als Funktion auf endlichen Mengen von Tableauformeln dargestellt werden (eine Funktion auf Pr¨amissen). Lemma 3.3.11 Sei C ein gutartiger Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel E f¨ur eine Logik . Dann gibt es f¨ur alle Signaturen  von eine (eindeutig bestimmte) Funktion E~(), die jeder endlichen Menge   TabForm ( ) von Tableauformeln (jeder Pr¨amisse) eine Menge E~()() (m¨oglicher) Konklusionen zuweist, so daß



L



L



E ()(B ) = E~()(Form (B ))



f¨ur alle Tableau¨aste B u¨ ber  .



Lemma 3.3.11 impliziert, daß die Funktion E~() auf Mengen von Tableauformeln (Pr¨amissen) als eine alternative Charakterisierung der Erweiterungsregel E angesehen werden kann – vorausgesetzt, der Kalk¨ul ist gutartig. Wir identifizieren darum im Falle gutartiger Kalk¨ule die beiden Funktionen, bezeichnen sie beide mit E und nennen sie Erweiterungsregel“. ” Eine weitere wichtige Eigenschaft gutartiger Kalk¨ule (Def. 3.3.8) ist, daß sie alle beweiskonfluent sind (Def. 3.3.3). Satz 3.3.12 Wenn ein Tableaukalk¨ul gutartig ist, dann ist er beweiskonfluent.



L



Beweis: Sei C ein gutartiger Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; sei F  Form () eine Menge von Formeln u¨ ber einer Signatur  von , f¨ur die ein Tableaubeweis T00 ; : : : ; Tm0 (m  0) existiert; und sei T0 ; : : : ; Tk (k  0) eine Folge von Tableaus f¨ur F.



L



Ein Tableaubeweis, der eine Fortsetzung von T0 ; : : : ; Tk ist, kann wie folgt konstruiert werden: f¨ur jeden Ast Bi (1  i  r ) von Tk werden die gleichen m Tableauregelanwendungen, die ausgef¨uhrt wurden, um Tm0 aus T00 zu konstruieren, angewendet, um Bi so zu erweitern, daß Tm0 als ein Teiltableau an das Ende von Bi angef¨ugt wird. Das ist m¨oglich, weil die initialen Tableaus T0 und T00 die gleichen Formeln enthalten (wenn auch m¨oglicherweise in anderer Reihenfolge) und weil der Kalk¨ul nicht-strukturell und monoton ist. Der resultierende Tableaubeweis ist von der L¨ange 1 + k + mr . 2 Erweiterungsregeln gutartiger Kalk¨ule werden h¨aufig mit Hilfe von Regelschemata beschrieben (siehe Abschnitte 3.6 und 3.7 f¨ur Beispiele). In diesen Schemata sind die Elemente der minimalen Pr¨amisse, die vorhanden sein m¨ussen, um die Ableitung einer gewissen Konklusion zu gestatten, sowie diese Konklusion durch eine horizontale Linie getrennt, w¨ahrend vertikale Linien in der Konklusion deren verschiedene Extensionen trennen. Die Benutzung von Schemata zur Definition von Erweiterungsregeln paßt in unseren allgemeinen Rahmen, jedoch werden verschiedene Schemata sonst u¨ blicherweise als Definitionen verschiedener Regeln angesehen, w¨ahrend wir sie hier nur als Definition verschiedener Teilf¨alle der (einzelnen) Erweiterungsregel eines Kalk¨uls ansehen.
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L



Definition 3.3.13 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei  eine Signatur von .



L



Eine Menge   TabForm () ist eine minimale Pr¨amisse einer Konklusion C , wenn sie eine Pr¨amisse von C ist, d. h., C 2 E ()(), und es keine echte Teilmenge 0  ,  6= 0 , gibt, so daß C 2 E ()(0 ). 2



Intuitiv schließt Gutartigkeit aus, daß sich Kalk¨ule seltsam“ verhalten. Wie sich in ” den folgenden Kapiteln erweisen wird, ist Gutartigkeit eine sehr wichtige Eigenschaft von Tableaukalk¨ulen. Sie ist eine Vorbedingung f¨ur die Anwendbarkeit vieler der uniformen Methoden, die im folgenden beschrieben werden. Auch schon leichte“ Nicht” Gutartigkeit sollte darum als sch¨adlich angesehen werden. Ungl¨ucklicherweise sind viele der Kalk¨ule, die in der Literatur beschrieben und in der Praxis verwendet werden, ¨ ein wenig“ nicht-gutartig. Solche Kalk¨ule k¨onnen aber oft mit kleineren Anderun” gen repariert“ werden. Ein typisches Beispiel sind Kalk¨ule, die Erweiterungsregeln ” benutzen, die neue Symbole einf¨uhren, d. h., Symbole, die nicht schon auf dem Ast vorkommen d¨urfen oder nicht einmal im ganzen Tableau. Wie das folgende Beispiel zeigt, kann dieser Typ von Erweiterungsregeln h¨aufig durch eine a¨ hnliche Regel ersetzt werden, die die Monotonie nicht verletzt. Beispiel 3.3.14 In Kalk¨ulen f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe wird h¨aufig eine Erweiterungsregel verwendet, die es erlaubt, aus einer Formel der Form (9x)(F (x)) die Formel F ( ) abzuleiten, wobei eine neue Konstante ist, die noch nicht im Tableau (oder noch nicht auf dem Ast) vorkommt. Ein Kalk¨ul, der eine solche Regel verwendet ist nicht monoton (und also nicht gutartig), weil die Regel die Abwesenheit von Formeln fordert, die enthalten.



F¨uhrt man statt dessen ein spezielles Konstantensymbol F ein, das nicht notwendigerweise neu ist, dann ist der Kalk¨ul monoton. Die Korrektheit des Kalk¨uls bleibt erhalten, wenn F nicht auf andere Weise in Tableaus eingef¨uhrt werden kann als durch Skolemisierung von (9x)(F (x)) (insbesondere d¨urfen die Skolem-Konstanten F nicht im initialen Tableau auftreten); siehe Abschnitt 4.4. 2 Gutartige Kalk¨ule existieren f¨ur die meisten Logiken. Es gibt jedoch einige nichtklassische Logiken, deren inh¨arente Eigenschaften es schwierig oder gar unm¨oglich machen, einen gutartigen Tableaukalk¨ul zu definieren; dies sind nicht-monotone Logiken (da ihre Kalk¨ul in der Regel nicht-monoton sind) und Logiken mit RessourcenBeschr¨ankungen, wie beispielsweise Relevanzlogik (da bei diesen Kalk¨ulen Regelanwendungen nicht-lokale Auswirkungen haben). Die Gutartigkeitseigenschaft und besonders Monotonie wird oft fallen gelassen und verletzt, um Redundanzen zu beseitigen, wenn ein Kalk¨ul in eine Beweisprozedur umgesetzt wird (siehe Kapitel 5). Das ist unsch¨adlich, solange es die zus¨atzlichen Suchraumbeschr¨ankungen sind, die die Gutartigkeit verletzen, und diese klar von der Definition des urspr¨unglichen Kalk¨uls getrennt bleiben.



3.4 Semantik von Tableaus
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3.3.8 Stetigkeit Ein gutartiger Kalk¨ul ist insbesondere monoton. Darum k¨onnen alle Konklusionen, die aus zwei (separaten) Pr¨amissen abgeleitet werden k¨onnen, auch aus deren Vereinigung abgeleitet werden, d. h.,



E () [ E (0)  E ( [ 0) : Gilt außerdem und also



E () [ E (0)  E ( [ 0 ) E () [ E (0) = E ( [ 0 ) ;



dann nennen wir den Kalk¨ul stetig (f¨ur ; 0 ).



Praktisch kein Kalk¨ul ist f¨ur alle Pr¨amissen stetig. Hat eine Konklusion C eine minimale Pr¨amisse , die aus mehr als einer Tableauformel besteht, ist also  = 0 [ 00 wobei 0 und 00 beide nicht-leer sind, dann ist der Kalk¨ul nicht stetig f¨ur die Teilmengen 0 und 00 (denn C 62 E (0 ) [ E (00 ), da die Pr¨amisse  minimal ist). Darum wird der Begriff der Stetigkeit bez¨uglich einer bestimmten Pr¨amisse definiert.



L



Definition 3.3.15 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; sei gnatur; und sei   TabForm ( ) eine Pr¨amisse. Die Tableauregel von C ist stetig bzgl. , wenn f¨ur alle Pr¨amissen 0 gilt:



E ( [ 0 )  E () [ E (0) :



 2 Sig eine Si-



 TabForm ( ) 2



Beispiel 3.3.16 Die Tableauregel des Kalk¨uls f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe, der in Abschnitt 3.6 definiert wird, ist stetig bez¨uglich aller Pr¨amissen, die keine atomaren Formeln enthalten. Die Regel ist nicht stetig bez¨uglich Pr¨amissen, die Atome enthal¨ ten, weil am Abschluß von Asten zwei komplement¨are Atome beteiligt sind; d. h., die minimale Pr¨amisse der Konklusion ff?gg besteht aus mehr als einer Tableauformel. Eine Tableauregel, die die Anwendung“ einer Gleichheit gestattet, also erlaubt, aus ” der Formel F (t) und der Gleichheit s  t die Formel F (s) abzuleiten, ist bez¨uglich keiner Pr¨amisse stetig. 2 Stetigkeit ist eine sehr n¨utzliche Eigenschaft, weil eine Pr¨amisse, bzgl. der eine Tableauregel stetig ist, gel¨oscht“ werden kann, sobald alle ihre Konklusionen zu einem ” Ast B hinzugef¨ugt worden sind, d. h., die Pr¨amisse muß nicht weiter zur Erweiterung von B ber¨ucksichtigt werden. Stetigkeit steht in enger Beziehung zur semantischen Eigenschaft der Invertierbarkeit (Def. 3.5.11).
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3.4



Semantik von Tableaus



L



Die Semantik der Tableaus eines Kalk¨uls f¨ur eine Logik basiert auf der Semantik von , die durch die Menge M() von Kripke-Modellen f¨ur jede Signatur  gegeben ist. Die Markierungen, die Teil der Tableauformeln sind, werden als (m¨ogliche) Welten in Modellen interpretiert, und die Vorzeichen kodieren, daß eine Tableauformel wahr bzw. falsch ist.



L



L



Definition 3.4.1 Sei C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig eine Signatur von . Eine Tableauinterpretation f¨ur C () ist ein Paar h ; I i, wobei



L



m



 m 2 M( ) ein Modell f¨ur die erweiterte Signatur  ist und  I eine partielle Funktion ist, die den Markierungen  2 Lab () Welten in m



zuweist, so daß I ( 0 ) = w 0 (d. h., I weist der initialen Markierung  0 die initiale Welt w 0 von zu).



m



Eine Tableauformel S: :F 1.



2 TabForm () wird genau dann von hm; I i erf¨ullt, wenn



I ( ) definiert und (a) S = T und F ist wahr in I ( ) oder



(b) S = F und F ist falsch in I ( ) 2. oder I ( ) undefiniert ist.



Die Tableauformel ? wird von keiner Tableauinterpretation erf¨ullt.



m; I i genau dann erf¨ullt, wenn alle Tableauformeln auf B



Ein Tableauast B wird von h von h ; I i erf¨ullt werden.



m



m



¨ Ein Tableau wird von h ; I i genau dann erf¨ullt, wenn wenigstens einer seiner Aste von h ; I i erf¨ullt werden. 2



m



Man beachte, daß eine Tableauformel immer erf¨ullt ist, wenn die Interpretationsfunktion I f¨ur ihre Markierung undefiniert ist. Es macht in der Regel keinen Sinn, alle m¨oglichen Tableauinterpretationen zu verwenden, um die Semantik von Tableaus zu definieren. Eine angemessene Teilmenge aller Tableauinterpretationen muß gew¨ahlt werden; diese Wahl h¨angt sowohl von der Logik als auch dem jeweiligen Kalk¨ul ab. Einerseits darf die Teilmenge nicht zu groß sein, damit man mit ihr die Korrektheit des Kalk¨uls beweisen kann, indem man nachweist, daß alle Tableauregelanwendungen die Erf¨ullbarkeit in dieser Teilmenge erhalten. Andererseits muß die Teilmenge groß genug sein, damit man mit ihr die Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls beweisen kann, was erfordert, daß jedes u¨ berhaupt erf¨ullbare Tableau von einer Interpretation in der Teilmenge erf¨ullt wird.



3.5 Semantische Eigenschaften
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L



Definition 3.4.2 Sei C ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik . Die Semantik von C ist f¨ur alle Signaturen  von durch eine Menge TabInterp ( ) von Tableauinterpretationen definiert. 2



L



Beispiel 3.4.3 Um die Semantik der Tableaus von Kalk¨ulen f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe zu definieren, werden meist nur Tableauinterpretationen verwendet, deren erster Teil ein Herbrand-Modell ist. 2



3.5



Semantis he Eigens haften



3.5.1 Der Vorteil semantis her Eigens haften Die Ber¨ucksichtigung semantischer Eigenschaften ist unverzichtbar, weil selbst starke syntaktische Beschr¨ankungen wie Gutartigkeit immer noch zulassen, daß ein Kalk¨ul sich seltsam oder unerwartet verh¨alt. Formeln k¨onnten zu einem Tableau hinzugef¨ugt werden, die zwar das aus einer Pr¨amisse  abgeleitete Wissen syntaktisch kodieren, deren Semantik (also Wahrheitswert) aber in keiner Beziehung zu dem der Formeln in  steht. Ein extremes Beispiel w¨are ein Kalk¨ul, der zwei Symbole der Signatur verwendet, um die Formeln in  in einer Bin¨ardarstellung zu kodieren, und dessen Tableauregel auf dieser Bin¨ardarstellung operiert. Es ist unm¨oglich, uniforme Methoden auf solche Kalk¨ule anzuwenden – auch wenn sie vollst¨andig und korrekt sein m¨ogen – , weil daf¨ur ein Verst¨andnis der Kodierung notwendig w¨are. Um ein konservativeres Verhalten zu erzwingen, k¨onnte man den Kalk¨ulen weitere syntaktische Beschr¨ankungen auferlegen, beispielsweise verlangen, daß sie analytisch seien. Die Eigenschaften von Tableauregeln, die es erm¨oglichen, Techniken wie das Fasern (Kapitel 6) in uniformer Weise anzuwenden, sind jedoch essentiell von semantischer Natur; die Konklusion einer Regelanwendung muß in gewisser semantischer Beziehung zur Pr¨amisse stehen. Zwei wichtige semantische Eigenschaften sind bereits Teil der Definition von Tableauinterpretationen (Def. 3.4.1), n¨amlich, daß die Markierungen in Tableauformeln Welten in Modellen repr¨asentieren und daß die Vorzeichen f¨ur Wahrheitswerte stehen; Markierungen und Vorzeichen enthalten keine andere Information. Die Definition einer Semantik f¨ur Tableaus ist nicht nur wichtig, um Korrektheit und Vollst¨andigkeit eines Kalk¨uls nachweisen zu k¨onnen; daneben sind die Vorbedingungen vieler Suchraumbeschr¨ankungen und anderer n¨utzlicher Techniken von semantischer Natur. Solche semantischen Vorbedingungen durch uniforme syntaktische Vorbedingungen zu ersetzen ist oft schwierig (oder sogar unm¨oglich). Nichtsdestotrotz kann ein Tableaukalk¨ul auch dann n¨utzlich und sinnvoll sein, insbesondere korrekt und vollst¨andig, wenn keine Semantik f¨ur seine Tableaus zur Verf¨ugung steht.
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3.5.2 Korrektheit und Vollst�andigkeit Die wichtigsten semantischen Eigenschaften von Tableaukalk¨ulen sind Korrektheit und Vollst¨andigkeit:



L



Definition 3.5.1 Ein Kalk¨ul C f¨ur eine Logik ist korrekt, wenn f¨ur alle Signaturen  2 Sig von und alle endlichen Mengen F  Form () von Formeln folgendes gilt:



L



Wenn es einen Tableaubeweis f¨ur F gibt, dann ist F unerf¨ullbar.



L



Ein Kalk¨ul C f¨ur eine Logik ist vollst¨andig, wenn f¨ur alle Signaturen  2 Sig von und alle endlichen Mengen F  Form () von Formeln folgendes gilt:



L



Wenn F unerf¨ullbar ist, dann gibt es einen Tableaubeweis f¨ur F.



2 3.5.3 Korrektheit zusi hernde Eigens haften Es gibt drei wichtige Korrektheitseigenschaften; zusammen sichern sie die Korrektheit eines Kalk¨uls. 1. Ein initiales Tableau f¨ur eine erf¨ullbare Menge von Formeln ist erf¨ullbar; 2. Tableauregelanwendungen erhalten die Erf¨ullbarkeit; 3. ein geschlossenes Tableau ist unerf¨ullbar. Zusammen implizieren diese Eigenschaften, daß es keinen Tableaubeweis f¨ur eine erf¨ullbare Formelmenge geben kann. Die dritte der Eigenschaften muß nicht u¨ berpr¨uft werden, da sie – gem¨aß unserer Definition eines geschlossenen Tableaus und der Unerf¨ullbarkeit der Tableauformel ? – jeder Kalk¨ul hat. Lemma 3.5.2 Ein geschlossenes Tableau ist unerf¨ullbar. ¨ Beweis: Wenn ein Tableau T geschlossen ist, dann sind alle seine Aste geschlossen, was bedeutet, daß sie alle die Tableauformel ? enthalten. Da ? unerf¨ullbar ist, ist kein Ast von T von irgendeiner Tableauinterpretation erf¨ullt. Darum ist auch T unerf¨ullbar.



2



L



Definition 3.5.3 Sei C ein Kalk¨ul f¨ur eine Logik . Die folgenden Korrektheitseigenschaften von C seien definiert:



3.5 Semantische Eigenschaften
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Korrektheitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß es f¨ur jede erf¨ullbare Formelmenge F  Form () eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ), die die initialen Tableaus f¨ur F erf¨ullt.



L



Korrektheitseigenschaft 2 ([schwache] Korrektheit der Erweiterung): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß es, wenn es eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ) gibt, die ein Tableau T erf¨ullt, und T 0 ein Nachfolgetableau von T ist, es auch eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ), die T 0 erf¨ullt. 2



L



Ein Tableaukalk¨ul, der die beiden Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 besitzt, kann als korrekt (Def. 3.5.1) nachgewiesen werden (ob er gutartig ist oder nicht). Satz 3.5.4 Ein Tableaukalk¨ul, der die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erweiterung) hat, ist korrekt. Beweis: Sei F  Form () eine endliche erf¨ullbare Menge von Formeln. Wir beweisen durch Widerspruch, daß es keinen Tableaubeweis f¨ur F geben kann, was die Korrektheit des Kalk¨uls impliziert. Angenommen, es gebe einen Tableaubeweis T0 ; : : : ; Tn (n  0) f¨ur F. Da das Tableau Tn geschlossen ist, ist es unerf¨ullbar (Lemma 3.5.2). Da jedoch F erf¨ullbar ist, muß gem¨aß Eigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen) eine Tableauinterpretation h ; I i 2 TabInterp ( ) existieren, die das initiale Tableau T0 erf¨ullt. Darum sind – nach Induktion u¨ ber i und unter Verwendung von Eigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung) – alle Tableaus Ti (1  i  n) von einer Tableauinterpretation in TabForm ( ) erf¨ullt, was der Tatsache widerspricht, daß Tn unerf¨ullbar ist.



m



Also ist die Annahme falsch, und es gibt keinen Tableaubeweis f¨ur F.



2



3.5.4 Vollst�andigkeit zusi hernde Eigens haften Bevor Eigenschaften formuliert werden k¨onnen, die die Vollst¨andigkeit eines Kalk¨uls mit sich bringen, muß der Begriff des voll expandierten Astes definiert werden. Die Definition beruht darauf, daß der Kalk¨ul eine Erweiterungsregel hat (Def. 3.3.4) und monoton ist (Def. 3.3.8); ohne diese Eigenschaften ist es schwierig, den Begriff des voll expandierten Astes in uniformer Weise zu definieren. Intuitiv ist ein Ast B voll expandiert, wenn jede m¨ogliche Regelanwendung zumindest einen Nachfolgeast B 0 erzeugt, der die gleichen Formeln wie B enth¨alt.
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Definition 3.5.5 Sei C ein monotoner Tableaukalk¨ul mit Erweiterungsregel f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig eine Signatur.



L



Ein (ggf. unendlicher) Tableauast B ist voll expandiert, wenn E  Form (B ) f¨ur mindestens eine Extensionen E in jeder Konklusion C 2 R()(B ) gilt. 2



L



Definition 3.5.6 Sei C ein Kalk¨ul f¨ur eine Logik . Die folgenden Vollst¨andigkeitseigenschaften von C seien definiert: Vollst¨andigkeitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß, wenn es eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ) gibt, die die initialen Tableaus f¨ur eine Menge F von Formeln erf¨ullt, es auch ein Modell M() gibt, das F erf¨ullt.



L



¨ Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 (Erf¨ullbarkeit voll expandierter Aste): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß, wenn ein Ast B voll expandiert ist und nicht geschlossen, es auch eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ) gibt, die B erf¨ullt. 2



L



Die Vollst¨andigkeitseigenschaften aus Definition 3.5.6 sind hinreichend, um die Vollst¨andigkeit eines gutartigen Kalk¨uls sicherzustellen. Wie aber schon am Ende von Abschnitt 3.3.7 gesagt, wird Gutartigkeit oft fallen gelassen, wenn ein gutartiger Kalk¨ul C in eine effiziente Beweisprozedur umgesetzt wird. Das ist nicht sch¨adlich, weil die Vollst¨andigkeit dieser nicht-gutartigen Prozeduren aus derjenigen des Kalk¨uls C folgt, wenn die uniformen Methoden zur Umsetzung eines Kalk¨uls in eine Beweisprozedur angewendet werden, die in Kapitel 5 beschrieben sind. Satz 3.5.7 Ein Tableaukalk¨ul, der gutartig ist und die Vollst¨andigkeitseigenschaft aus Definition 3.5.6 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen und Erf¨ull¨ barkeit voll expandierter Aste) hat, ist vollst¨andig. Beweis: Sei F  Form () eine endliche unerf¨ullbare Menge von Formeln; wir beweisen, daß es einen Tableaubeweis f¨ur F gibt. Sei (Tn )n0 eine (m¨oglicherweise unendliche) Folge von Tableaus f¨ur F, so daß 1.



T0 ein initiales Tableau f¨ur F ist,



2.



Ti ein Nachfolgetableau von Ti 1 ist (i  0),



3. die Folge in fairer Weise konstruiert ist, d. h., jede m¨ogliche Konklusion in E () f¨ur alle Pr¨amissen , die auf einem Ast in einem der Ti auftreten, ist fr¨uher oder sp¨ater benutzt worden, um jeden nicht geschlossenen Ast zu erweitern, auf ¨ in Ti und Ti+j identifiziert dem  vorkommt (wobei sich entsprechende Aste werden).



3.5 Semantische Eigenschaften
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Da C monoton und nicht-destruktiv ist, kann eine solche Folge f¨ur alle Formelmenge F konstruiert werden. Die Folge (Tn )n0 approximiert einen unendlichen Baum T1 ; gem¨aß seiner Konstruktion ist jeder nicht geschlossene Ast in T1 voll expandiert (Def. 3.5.5). Angenommen, es gibt einen nicht geschlossenen (und also voll expandierten) Ast B in T1 . Dann ¨ wird B gem¨aß der Erf¨ullbarkeit voll expandierter Aste (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.6)  von einer Tableauinterpretation h ; I i 2 TabInterp ( ) erf¨ullt. Da alle im initialen Tableau T0 auftretenden Formeln auf B sind, wird auch T0 von h  ; I i erf¨ullt. Darum gibt es gem¨aß der Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen (Eigenschaft 1 in Def. 3.5.6) ein Modell 2 M(), das F erf¨ullt, – im Widerspruch zur Voraussetzung, daß F unerf¨ullbar ist. Also ist die Annahme falsch, daß es einen nicht ¨ geschlossenen Ast in T1 gibt, und tats¨achlich enthalten alle Aste eine Knoten, der mit ? markiert ist. Nun impliziert aber K¨onigs Lemma, weil Pr¨amissen per Definition endlich sind, daß es ein n  0 gibt, so daß schon das endliche Teiltableau Tn von T1 geschlossen ist. Damit ist der Beweis des Theorems abgeschlossen, denn Tn ist per Konstruktion ein geschlossenes Tableau f¨ur F. 2



m



m



m



3.5.5 Starke Korrektheit und Vollst�andigkeit zusi hernde Eigens haften Es ist m¨oglich, st¨arkere Versionen der Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 zu formulieren. Die schwachen Eigenschaften verlangen Erf¨ullbarkeit der initialen Tableaus und, daß Tableauregelanwendungen die Erf¨ullbarkeit erhalten; sie erlauben aber, daß bei jedem Schritt ein anderes Modell bzw. eine andere Tableauinterpretation gew¨ahlt wird. Wenn ein Kalk¨ul die weiter unten definierten st¨arkeren Eigenschaften hat und die Formeln, f¨ur die ein Tableaubeweis konstruiert werden soll, ein Modell haben, dann wird das initiale Tableau und alle Nachfolgetableaus von ein und derselben Tableauinterpretation erf¨ullt, die eine Erweiterung von ist.



m



m



Diese st¨arkeren Korrektheitseigenschaften sind nicht notwendig, um die Korrektheit eines Kalk¨uls beweisen zu k¨onnen, aber sie sind wichtig f¨ur die Methode des Faserns (Kapitel 6).



L



Definition 3.5.8 Sei C ein Kalk¨ul f¨ur eine Logik . Die folgenden starken Korrektheitseigenschaften von C seien definiert: Starke Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß, wenn eine Menge F  Form () von einem Modell 2 M() erf¨ullt wird, es auch eine Tableauinterpretation  h ; I i 2 TabInterp( ) gibt, die die initialen Tableaus f¨ur F erf¨ullt, wobei  eine Erweiterung von ist.



L



m



m



m



m



Starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß ein Nachfolgetableau T 0 eines Tableaus T von denselben Tableauinterpretationen in TabInterp ( ) erf¨ullt wird wie T . 2



L
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Ein Kalk¨ul hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung), wie sie oben definiert ist (und also die schwache Eigenschaft aus Def. 3.5.3) genau dann, wenn die Konklusionen C in E ()(B ) logische Konsequenzen der Formeln auf dem erweiterten Ast B sind. Ein gutartiger Kalk¨ul hat diese Eigenschaft genau dann, wenn alle Konklusionen eine logische Konsequenz ihrer minimalen Pr¨amisse sind.



L



Lemma 3.5.9 Ein gutartiger Kalk¨ul C f¨ur eine Logik hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 genau dann, wenn f¨ur alle Signaturen  2 Sig von , alle Pr¨amissen   TabForm ( ) und alle Konklusionen C , so daß  eine (minimale) Pr¨amisse von C ist, das folgende gilt:



L



Wenn  von einer Tableauinterpretation erf¨ullt wird, dann wird eine Extension E 2 C von dieser Tableauinterpretation erf¨ullt.



m



Beweis: Um den wenn“-Teil des Lemmas zu beweisen, sei h ; I i 2 TabInterp ( ) ” eine Tableauinterpretation, die ein Tableau T erf¨ullt, und sei T 0 ein Nachfolgetableau von T ; sei B der Ast in T , der erweitert wird, und sei   Form (B ) die minimale Pr¨amisse der Konklusion C , die benutzt wird, um B zu erweitern. Wir haben angenommen, daß T von h ; I i erf¨ullt wird; darum wird ein Ast B 0 in T von dieser Tableauinterpretation erf¨ullt. Falls B 0 von B verschieden ist, dann ist B 0



m



auch ein Ast in T 0 , und wir sind fertig. Andernfalls, wenn B 0 = B und also die Tableauinterpretation h ; I i die Pr¨amisse   Form (B ) erf¨ullt, dann erf¨ullt sie auch eine der Extensionen in E 2 C ; darum erf¨ullt h ; I i denjenigen Ast in T 0 , der durch die Erweiterung von B mit den Formeln in E entstanden ist, und erf¨ullt also das Tableau T 0 .



m



m



Um den genau dann“-Teil des Lemmas zu beweisen, betrachten wir ein Tableau T , ” das aus einem einzigen Ast besteht, der die Formeln in  enth¨alt. Falls  erf¨ullt ist, dann ist auch T erf¨ullt, was impliziert, daß das Nachfolgetableau T 0 erf¨ullt ist, das aus T mit Hilfe der Konklusion C konstruiert wird. Nach Konstruktion kann aber T 0 nur erf¨ullt sein, wenn eine der Extensionen in C erf¨ullt ist. 2 Eine st¨arkere Version der Vollst¨andigkeitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen) kann ebenfalls definiert werden.1



L



Definition 3.5.10 Sei C ein Kalk¨ul f¨ur eine Logik . Die folgende starke Vollst¨andigkeitseigenschaft von C sei definiert: 1 Eine st¨arkere Version der Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 kann nicht in gleicher Weise definiert wer¨ den, da diese Eigenschaft nicht den Ubergang von einem Modell zu einem anderen oder von einer Tableauinterpretation zu einer anderen involviert. In Abschnitt 3.5.7 wird die Eigenschaft seman” tisch analytisch“ definiert, die die Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 in anderer Weise versch¨arft.



3.5 Semantische Eigenschaften
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Starke Vollst¨andigkeitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen): F¨ur alle Signaturen  von gilt, daß, wenn eine Tableauinterpretation h  ; I i 2 TabForm ( ) die initialen Tableaus f¨ur eine Formelmenge F  Form () erf¨ullt,  zu einem Modell 2 M() eingeschr¨ankt werden kann, das F erf¨ullt. 2



m



L



m



m



3.5.6 Invertierbare Erweiterungsregeln Wenn die Umkehrung der Vorbedingung von Lemma 3.5.9 gilt, d. h., wenn jede Konklusion ihre minimale Pr¨amisse logisch impliziert, dann nennen wir eine Tableauregel invertierbar.



L



Definition 3.5.11 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; sei gnatur von ; und sei   TabForm ( ) eine Pr¨amisse.



L



 2 Sig eine Si-



Die Tableauregel von C heiße bez¨uglich  invertierbar, wenn f¨ur alle Konklusionen C 2 E ()(), so daß  eine minimale Pr¨amisse von C ist, das folgende gilt: Wenn eine Tableauinterpretation eine Extension E dann erf¨ullt sie auch .



2 C erf¨ullt,



Der Kalk¨ul C heiße invertierbar, wenn seine Tableauregel f¨ur alle Signaturen alle Pr¨amissen   TabForm ( ) invertierbar ist.



 und



2



Es ist von Vorteil, wenn eine Tableauregel invertierbar ist, weil dann Regelanwendungen nicht nur die Erf¨ullbarkeit des Tableaus erhalten, sondern auch seine Unerf¨ullbarkeit. Das ist wichtig f¨ur die Konstruktion effizienter Beweisprozeduren, weil es erlaubt, die minimale Pr¨amisse einer Konklusion C von einem Ast zu l¨oschen“, der ” mit C erweitert worden ist. Beispiel 3.5.12 Die Tableauregel eines Kalk¨uls f¨ur PL1, die erlaubt, die Konklusion ffT: :F g; fT: :Ggg aus der Pr¨amisse 1 = fT: :(F _ G)g abzuleiten, ist invertierbar bzgl. 1 , weil jede pr¨adikatenlogische Interpretation, die eine der Formeln F und G erf¨ullt, auch F _ G erf¨ullt. Andererseits ist die Tableauregel, die erlaubt, die Konklusion ffT: :p(t)gg aus der Pr¨amisse 2 = fT: :(8x)(p(x))g abzuleiten, nicht invertierbar bzgl. 2 , weil eine Interpretation, die p(t) erf¨ullt, nicht notwendig auch (8x)(p(x)) erf¨ullt. 2
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3.5.7 Semantis h Analytis he Tableaukalk�ule Eine sch¨arfere Version der Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6 (Erf¨ull¨ barkeit voll expandierter Aste) kann formuliert werden, die sicherstellt, daß ein Kalk¨ul analytisch bis auf die atomare Ebene“ ist. Dies ist keine syntaktische Eigenschaft und ” sie impliziert nicht, daß der Kalk¨ul im klassischen Sinne analytische ist (Def. 3.3.7).



L



Definition 3.5.13 Ein Kalk¨ul C f¨ur eine Logik heiße (schwach) semantisch analytisch, wenn f¨ur alle Signaturen  von das folgende gilt: Wenn ein Tableauast B voll expandiert und nicht geschlossen ist, dann erf¨ullt jede Tableauinterpretation, die die Atome auf B erf¨ullt, alle Formeln auf B – und mindestens eine solche Tableauinterpretation existiert. 2



L



Beispiel 3.5.14 Wenn ein Tableaukalk¨ul f¨ur eine Modallogik semantisch analytisch sein soll, dann muß es m¨oglich sein, einen Ast, der die Formel T: :2p enth¨alt, mit der Formel T: :p f¨ur alle Markierungen  zu erweitern, die Welten repr¨asentieren, die von der Welt erreichbar sind, die von  repr¨asentiert wird. 2 Beispiel 3.5.15 Soll ein Tableaukalk¨ul f¨ur klassische Aussagenlogik semantisch analytisch sein, dann muß es m¨oglich sein, einen Ast, der die Formel T:(p _ q ) enth¨alt durch Teil¨aste zu erweitern, die T:p bzw. T:q enthalten. Darum ist der Kalk¨ul nicht semantisch analytisch, wenn die Einschr¨ankung aus Abschnitt 5.5 benutzt wird, die es verbietet, Formeln f¨ur die Erweiterung zu verwenden, die keine Konnektion zu einer anderen Formel auf dem Ast haben. 2 Wenn ein Kalk¨ul semantisch analytisch ist, dann repr¨asentieren die Atome auf einem voll expandierten Ast B explizit die gesamte Information u¨ ber B erf¨ullende Tableauinterpretationen, die aus den (komplexen) Formeln auf B abgeleitet werden kann. Es gibt jedoch in manchen Logiken versteckte (implizite) Einschr¨ankungen bzgl. der Form von Modellen, die nicht f¨ur die Modelle, die einen bestimmten Ast erf¨ullen, spezifisch sind, sondern alle Tableauinterpretationen betreffen, die verwendet werden, um die Semantik von Tableaus zu definieren. Wenn ein Kalk¨ul beispielsweise zum Fasern (Kapitel 6) benutzt wird, dann ist es wichtig, daß auch solche versteckten Informationen von den Atomen auf einem voll expandierten Ast explizit repr¨asentiert werden. Diese Eigenschaft wird wie folgt formalisiert:



L



Definition 3.5.16 Ein Kalk¨ul C f¨ur eine Logik heiße stark semantisch analytisch, wenn f¨ur alle Signaturen  von das folgende gilt:



L



Wenn 1.



B ein voll expandierter, nicht geschlossener Tableauast ist und



3.6 Ein gutartiger Tableaukalk¨ul f¨ur PL1 2.
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  TabForm ( ) eine Menge atomarer Tableauformeln ist, so daß f¨ur kein  in  sowohl  als auch  Elemente von Form (B ) [  sind,



m; I i in TabInterp(), so daß



dann gibt es eine Tableauinterpretation h 1.



hm; I i die Menge Form (B ) [  erf¨ullt und



2. es f¨ur alle Welten w in



m eine Markierung  in C mit I () = w gibt.



2



Beispiel 3.5.17 Kripke-Modelle, die benutzt werden, um die Semantik intuitionistischer Logik zu definieren, m¨ussen die (versteckte) Einschr¨ankung erf¨ullen, daß, wenn eine Formel in einer Welt w wahr ist, sie auch in allen Nachfolgewelten von w wahr ist (wenn eine Formel falsch ist in einer Welt w , dann folgt daraus nichts u¨ ber ihren Wahrheitswert in den Nachfolgewelten). Wenn also ein Kalk¨ul f¨ur intuitionistische Logik stark semantisch analytisch sein soll, dann muß es m¨oglich sein, T: :G aus T: :G f¨ur alle Markierungen  abzuleiten, die 2 eine Nachfolgewelt der von  repr¨asentierten Welt repr¨asentieren. F¨ur die meisten Logiken, einschließlich klassischer Logik und Modallogiken, sind die beiden Eigenschaften, stark bzw. schwach semantisch analytisch zu sein, a¨ quivalent. 3.6



Ein gutartiger Tableaukalk� ul f� ur PL1



3.6.1 Syntax Um unseren Kalk¨ul CPL1 f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe zu beschreiben, m¨ussen wir f¨ur jede Signatur  2 Sig PL1 die Erweiterung  definieren, die f¨ur die Konstruktion von Tableaus verwendet werden soll, außerdem die Menge der Markierungen, die initiale Markierung und nat¨urlich die Tableauregel. Zum Skolemisieren benutzen wir eine Menge F sko () von Funktionssymbolen, die disjunkt von F () ist und unendlich viele Symbole jeder Stelligkeit n  0 enth¨alt. Die Erweiterung einer Signatur  = hP (); F (); ()i ist also



Erweiterte Signaturen



 = hP (); F () [ F sko (); () [ sko ()i :



Markierungen



Die Modelle der Pr¨adikatenlogik erster Stufe bestehen aus nur einer Welt. Wir verwende die Markierung , um diese einzelne Welt zu repr¨asentieren. Also ist Lab () = fg f¨ur alle Signaturen , und  ist die initiale Markierung. Um die Notation zu vereinfachen, benutzen wir die k¨urzere Schreibweise S:G f¨ur Tableauformeln in PL1-Kalk¨ulen, d. h., die (immer gleiche) Markierung  wird weggelassen.
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1 ; T::(F ^ G) T::F; F ::(F _ G) F ::F; F ::(F ! G) T::F; T:::F F ::F; F :::F T::F;



2 T::G F ::G F ::G F ::F T::F 



(x)



1 (x) T::(8x)(F (x)) T::F (x) F ::(9x)(F (x)) F ::F (x)







1 ; T::(F _ G) T::F; F ::(F ^ G) F ::F; F ::(F ! G) F ::F;



2 T::G F ::G T::G



Æ (x) Æ1 (x) F ::(8x)(F (x)) F ::F (x) T::(9x)(F (x)) T::F (x)



Tabelle 3.1: Die vier Formeltypen der Pr¨adikatenlogik erster Stufe.



Tableauregel gel E hat.



Wir definieren einen gutartigen Kalk¨ul, der also eine Erweiterungsre-



Die Menge der nicht atomaren Formeln in Form ( ) = Form 0PL1 ( ) wird in vier Klassen eingeteilt (Tabelle 3.1): die Klasse  der konjunktiven Formeln, die Klasse der disjunktiven Formeln, die Klasse der universell quantifizierten Formeln und die Klasse Æ der existentiell quantifizierten Formeln (unifying notation). Notation 3.6.1 Die Buchstaben , , und Æ werden ausschließlich benutzt, um Tableauformeln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. Im Falle der - und Æ -Formeln wird die von dem (¨außersten) Quantoren gebundene Objektvariable x explizit gemacht, indem die Schreibweise (x) und 1 (x) (bzw. Æ (x) und Æ1 (x)) benutzt wird; entsprechend bezeichnet 1 (t) das Ergebnis der Ersetzung aller Vorkommen von x in 1 durch t. 2 In Tabelle 3.2 ist die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CPL1 f¨ur die vier Formeltypen schematisch dargestellt. Damit der Kalk¨ul monoton ist, benutzen wir ein Schema f¨ur Æ -Formeln, das zur Konstruktion eines Skolem-Terms kein neues Skolem-Funktionssymbol verwendet. Statt ¨ dessen wird jeder Aquivalenzklasse von Æ -Formeln, die bis auf Umbenennung gebundener Objektvariablen und Ersetzung von Grundtermen gleich sind, das gleiche Funktionssymbol zugewiesen. (Dies ist eine Anpassung der in (Beckert et al., 1993) + beschriebenen Æ + -Regel f¨ur den Fall, daß keine freien Variablen auftreten.) Definition 3.6.2 Sei eine Signatur  2 Sig PL1 von PL1 gegeben. Eine Skolem-TermZuweisung ist eine Funktion sko , die jeder Æ -Formel  2 TabForm PL1 ( ) einen Term



sko () = f (t1; : : : ; tk ) 2 Term 0PL1 ( ) zuweist, so daß



3.6 Ein gutartiger Tableaukalk¨ul f¨ur PL1 1.



47



f 2 F sko (), sko (f ) und (b) k =  (c) t1 ; : : : ; tk in  auftretende (Teil-)Terme sind,2 (a)



2. wenn ein f 0 2 F sko () in  vorkommt, f feste Ordnung auf F sko () ist, und



> f 0 gilt, wobei > eine beliebige aber



3. f¨ur alle Æ -Formeln 2 Form 0PL1 ( ) gilt: wenn sko ( ) = f (t01 ; : : : t0k ), dann sind  und gleich bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablen und die Ersetzung von Vorkommen von Termen ti durch t0i (1  i  k ). 2 Der Zweck von Bedingung 2 in der obigen Definition von folgenden zu verhindern: –



sko () = f (t1; : : : ; tk ),



– das Symbol f kommt in –



sko ist, Zyklen wie den



vor,



sko ( ) = f 0(t01 ; : : : ; t0l ) und das Symbol f 0 kommt in  vor.



¨ Gem¨aß Bedingung 3 ist es erlaubt, dasselbe Skolem-Symbol f¨ur eine Aquivalenzklasse von Æ -Formeln zu verwenden, die gleich sind bis auf (a) die Umbenennung gebundener Objektvariablen und (b) die Ersetzung variablenfreier Terme; die variablenfreien Terme, die ersetzt werden k¨onnen, m¨ussen zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden. Tats¨achlich ist es nicht notwendig, komplexe Terme f¨ur die Skolemisierung zu verwenden. Es reicht aus, in eindeutiger Weise jeder Æ -Formel (bzw. Klasse von Æ -Formeln, die bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablen identisch sind) eine Skolem-Konstante zuzuweisen (unter Beachtung von Bedingung 2 in Def. 3.6.2). Die M¨oglichkeit, Skolem-Terme zu verwenden, spielt jedoch ein wichtige Rolle f¨ur das Liften, d. h., die Konstruktion einer Version des Kalk¨uls CPL1 , die freie Variablen verwendet; dies wird von dem folgenden Beispiel illustriert: Beispiel 3.6.3 Den Æ -Formeln Æ t = T:(9x)(p(t; x)) kann das gleiche Skolem-Funktionssymbol f zugewiesen werden, wenn man die Skolem-Terme sko (Æ t ) = f (t) (f¨ur alle Terme t) benutzt; in diesem Fall kann die Erweiterungsregel f¨ur Pr¨amissen, die aus diesen Æ -Formeln bestehen, geliftet werden.



Wenn statt dessen Skolem-Konstanten sko (Æ t ) = t benutzt werden, dann kann die Erweiterungsregel nicht geliftet werden, weil Æ t [t 7! t0 ℄ = Æ t aber Æ1t [t 7! t0 ℄ 6= Æ1t . 2 0



0



Wir definieren nun formal die Erweiterungsregel EPL1 des Kalk¨uls CPL1 : 2 Man beachte, daß die Terme ti (1  i  k ) Elemente von Term 0 () sein m¨ussen, also keine PL1 Objektvariablen enthalten.
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 1 2







(x)



1 (t) wobei t ein



1 2



variablenfreier Term ist



Æ (x) Æ1 (t) wobei t = sko (Æ )



T::G F ::G



?



wobei G atomar ist



Tabelle 3.2: Erweiterungsregel-Schemata f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe.



Definition 3.6.4 F¨ur alle Signaturen  und alle Pr¨amissen   TabForm PL1 ( ), sei die Menge EPL1 ()() m¨oglicher Konklusionen die kleinste Menge, die die folgenden Konklusionen enth¨alt (wobei ; ; ; Æ Formeln des entsprechenden Typs bezeichnen): – ff1 ; 2 gg f¨ur alle  2 , – ff 1 g; f 2 gg f¨ur alle 2 , – ff 1 (t)gg f¨ur alle 2  und alle Terme t 2 Term 0PL1 ( ), – ffÆ (t)gg f¨ur alle Æ 2 , wobei t = sko (Æ ) (Def. 3.6.2), – ff?gg falls T: :G; F : :G 2  f¨ur ein Atom G 2 Atom PL1 ( ).



2



Man beachte, daß die Formeln in Form PL1 () = Form 0PL1 () pr¨adikatenlogische S¨atze sind, also keine freien Objektvariablen enthalten und daß die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CPL1 auch keine freien Objektvariablen einf¨uhrt.



3.6.2 Semantik Um die Semantik der Tableaus von CPL1 zu definieren, benutzen wir die aus allen kanonischen Tableauinterpretationen bestehende Menge TabInterp PL1 ( ). Sie sind wie folgt definiert: Definition 3.6.5 Eine Tableauinterpretation ist kanonisch, wenn folgendes gilt: 1.



m = hhD; Ii; I i f¨ur eine PL1-Signatur 



D = Term 0PL1 ( ).



2. F¨ur alle Æ -Formeln Æ (x) 2 TabForm ( ) gilt: Wenn val I (Æ (x)) = true , dann val I (Æ1 (t)) = true , wobei t = sko (Æ ).



3.



I () = w0 = hD; Ii.



2



Intuitiv weist in einer kanonischen Tableauinterpretation die Interpretationsfunktion I den Skolem-Termen t = sko (Æ ) ein Element des Universums zu, f¨ur das die durch Æ ausgedr¨uckte Eigenschaft gilt; außerdem wir die Markierung  von I in der richtigen Weise interpretiert.



3.6 Ein gutartiger Tableaukalk¨ul f¨ur PL1
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3.6.3 Korrektheit und Vollst�andigkeit Benutzt man die Menge TabInterp PL1 ( ) der kanonischen Tableauinterpretationen, wie sie in Def. 3.6.5 definiert sind, dann hat der Kalk¨ul CPL1 die Korrektheits- und Vollst¨andigkeitseigenschaften aus den Definitionen 3.5.3 und 3.5.6. Insbesondere werden alle Nachfolgetableaus eines Tableaus T von den gleichen kanonischen Tableauinterpretationen wie T erf¨ullt; und jeder voll expandierte, nicht geschlossene Ast wird von einer kanonischen Tableauinterpretation erf¨ullt. Bevor wir unter Verwendung der Kriterien aus den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 zeigen, daß der Kalk¨ul CPL1 korrekt und vollst¨andig ist, formulieren und beweisen wir die entsprechende Version von Hintikkas Lemma. Definition 3.6.6 Eine Menge   TabForm PL1 ( ) von Tableauformeln ist eine Hintikka-Menge, wenn sie die folgenden Bedingungen erf¨ullt: 1. Es gibt keine komplement¨aren atomaren Formeln T:G; F :G in . 2. Wenn  2 , dann sind 1 und 2 in .



2 , dann ist 1 oder 2 in . Wenn (x) 2 , dann ist 1 (t) in  f¨ur alle Grundterme t in Term 0PL1 ( ). Wenn Æ (x) 2 , dann ist Æ1 (t) in , wobei t = sko (Æ ). 2



3. Wenn 4. 5.



Lemma 3.6.7 Wenn  eine Hintikka-Menge ist (Def. 3.6.6), dann 1. wird  von einer Tableauinterpretation in TabInterp ( ) erf¨ullt; 2. wird  von jeder Tableauinterpretation  erf¨ullt, die die atomaren Formeln in  erf¨ullt. Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktion u¨ ber die Struktur der Tableauformeln in  bewiesen werden.



Eine kanonische Tableauinterpretation hhD; Ii; I i, die die atomaren Formeln in  erf¨ullt, kann wie folgt definiert werden, was – mit Hilfe des zweiten Teil des Lemmas – den ersten Teil des Lemmas beweist:



 hD; Ii ist eine Herbrand-Struktur, d. h., D = Term 0PL1( ), und I (t) = t f¨ur alle Terme t 2 Term 0PL1 ( ).  F¨ur alle Atome p(t1 ; : : : ; t(p) ) u¨ ber  sei pI (t1 ; : : : ; t(p) ) = true genau dann, wenn T:p(t1 ; : : : ; t(p) ) 2 , und sonst pI (t1 ; : : : ; t(p) ) = false .
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 I () = hD; Ii. Die Tableauinterpretation I ist wegen Bedingung 1 in der Definition von HintikkaMengen (Def. 3.6.6) wohldefiniert. 2 Lemma 3.6.8 Der Tableaukalk¨ul CPL1 hat die starke Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen). Beweis: Sei hD; Ii eine pr¨adikatenlogische Herbrand-Struktur, die eine Menge F von Formeln erf¨ullt. Da die Skolem-Symbole in F sko () nicht in F vorkommen, gen¨ugt es, ihre Interpretation so zu w¨ahlen, daß die entstehende Struktur hD; I  i Bedingung 2 in der Definition kanonischer Tableauinterpretationen entspricht, w¨ahrend zugleich die Interpretation der in  vorkommenden Symbole unver¨andert bleibt. Eine kanonische Tableauinterpretation, die die initialen Tableaus f¨ur F erf¨ullt, kann dann konstruiert werden, indem man hD; I  i mit der Interpretation I von Markierungen kombiniert, die durch I () = hD; Ii definiert ist. Der Rang rk (f ) der Symbole f



2 F sko () sei wie folgt definiert:



 rk (f ) = 0, wenn kein Æ 2 TabForm ( ) mit sko (Æ) = f (t1; : : : ; tk ) f¨ur irgendwelche t1 ; : : : ; tk 2 Term 0PL1 ( ) existiert;  rk (f ) = 1, wenn sko (Æ) = f (t1; : : : ; tk ) f¨ur ein Æ 2 TabForm () und gewisse Terme t1 ; : : : ; tk 2 Term 0PL1 ();  rk (f ) = 1 + maxfrk (f 0) j f 0 2 F g, wobei F die Menge aller f 0 2 F sko () ist, die in einem Æ 2 TabForm ( ) vorkommen, so daß sko (Æ ) = f (t1 ; : : : ; tk ) f¨ur irgendwelche Terme t1 ; : : : ; tk 2 Term 0PL1 ( ). Die Funktion rk ist wegen Bedingung 2 in Definition 3.6.2 wohldefiniert.



Wir definieren induktiv eine Folge (hD; I n i)n0 von pr¨adikatenlogischen Strukturen, die alle das Universum D haben, wobei hD; I n i eine Struktur u¨ ber der Signatur n ist, die die Einschr¨ankung von  auf Funktionssymbole vom Rang nicht gr¨oßer als n ist; die Interpretation I n+1 stimmt mit I n auf allen Symbolen in n [  u¨ berein. 0 Die initiale Interpretation I 0 sei durch f I = f I f¨ur alle f 2 F () definiert, und f¨ur



2 F sko () vom Rang 0 sei der Wert von f I 0 beliebig gew¨ahlt. Die Symbole f 2 F sko () vom Rang r  n sind schon durch I n interpretiert. Sei f 2 F sko () ein Symbol vom Rang n + 1; wir definieren f I n+1 (b1 ; : : : ; bk ) f¨unr alle b1 ; : : : ; bk 2 D durch: Wenn es Terme t1 ; : : : ; tk 2 Term 0 ( ) gibt, so daß tIi = bi (1  i  k ), und es eine Formel Æ (x) 2 TabForm ( ) mit f (t1 ; : : : ; tk ) = sko (Æ (x)) und val I n (Æ ) = true gibt, dann w¨ahle ein e 2 D mit val I n ;fx7!eg (Æ1 (x)) = true und n+1



alle f



definiere f I (b1 ; : : : ; bk ) = e (da f vom Rang n + 1 ist, stammen die Symbole in Æ alle aus der Signatur n ). Andernfalls, wenn keine solchen Terme t1 ; : : : ; tk und eine



3.6 Ein gutartiger Tableaukalk¨ul f¨ur PL1 Formel Æ existieren, dann lege als Wert von f I von D fest.
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(b1 ; : : : ; bk ) ein beliebiges Element



Wenn andere Terme t01 ; : : : ; t0k und eine andere Æ -Formel Æ 0 existieren, die die obigen Bedingungen erf¨ullen, dann gilt



val I n (Æ(x)) = val I n (Æ0(x)) und



val I n;fx7!eg(Æ1 (x)) = val I n;fx7!eg(Æ10 (x)) ;



weil I n (ti ) = I n (t0i ) = bi (1  i  k ) und die Formeln Æ und Æ 0 identisch bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablen und die Ersetzung von Termen ti durch t0i sind (Bedingung 3 in Def. 3.6.2).



Man kann sich die Folge (hD; I n i)n0 als eine Approximation an die pr¨adikatenlogische Interpretation hD; I  i u¨ ber  denken, wobei die Interpretation I  auf den Symbolen in n mit I n ; I n+1 ; : : : u¨ bereinstimmt. Sie erf¨ullt Bedingung 2 in Definition 3.6.2 per Konstruktion. 2 Lemma 3.6.9 Der Tableaukalk¨ul CPL1 hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 (Korrektheit der Erweiterung). Beweis: Da der Kalk¨ul gutartig ist, k¨onnen wir Lemma 3.5.9 anwenden.



Sei   TabForm PL1 ( ) eine minimale Pr¨amisse einer Konklusion C . Und  werde von einer Tableauinterpretation h ; I i = hhD; Ii; I i 2 TabInterp PL1 ( ) erf¨ullt. Wir zeigen, daß h ; I i eine der Extensionen in C erf¨ullt, dabei werden die folgenden durch den Typ der Formeln in  bestimmten F¨alle unterschieden:



m



m



 = fg: In diesem Fall ist C = ff1 ; 2 gg, und da  von hm; I i erf¨ullt wird, folgt aus der Eigenschaft von -Formeln (Def. 2.3.2), daß hm; I i sowohl 1 als auch 2 erf¨ullt.



m



 = f g: In diesem Fall ist C = ff 1 g; f 2 gg, und da von h ; I i erf¨ullt wird, folgt aus der Eigenschaft von -Formeln (Def. 2.3.2), daß h ; I i mindestens eine der Formeln 1 und 2 erf¨ullt.  = f g: In diesem Fall ist C = ff 1(t)gg f¨ur ein t 2 Term 0PL1 ( ), und da (x) von h ; I i erf¨ullt wird, folgt aus der Eigenschaft von -Formeln, daß h ; Ii die Formel 1 (t) erf¨ullt.



m



m



m



 = fÆ g: In diesem Fall ist C = ffÆ1 (t)gg mit t = sko (Æ ), und da Æ von hm; Ii erf¨ullt wird und hm; Ii kanonisch ist, erf¨ullt hm; Ii die Formel Æ1 (t).



 = fT: :F; F : :F g: Eine Pr¨amisse  von dieser Form wird von keiner Tableauinterpretation erf¨ullt, was der Annahme widerspricht, daß  von hm; Ii erf¨ullt wird; dieser Fall kann also nicht eintreten.



2
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Lemma 3.6.10 Der Tableaukalk¨ul CPL1 hat die starke Vollst¨andigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen).



m



Beweis: Wenn h  ; Ii 2 TabForm ( ) ein initiales Tableau f¨ur F erf¨ullt, dann erf¨ullt jede Einschr¨ankung von  auf  die Formeln in F, weil die Symbole in F sko (), die die einzigen zus¨atzlichen Symbole in  sind, nicht in F vorkommen. 2



m



Lemma 3.6.11 Der Tableaukalk¨ul CPL1 hat Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 (Erf¨ullbar¨ keit voll expandierter Aste) aus Definition 3.5.6; und er ist semantisch analytisch. Beweis: Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; und sei  eine Menge atomarer Formeln aus TabForm ( ), so daß f¨ur kein  in  sowohl  als auch  ein Element von Form (B ) [  ist.



Dann ist Form (B ) [  eine Hintikka-Menge, und Lemma 3.6.7 impliziert, daß es eine Tableauinterpretation h ; I i gibt, die Form (B ) [  erf¨ullt. Also hat der Kalk¨ul CPL1 Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6. Weil die initiale Welt w 0 die einzige Welt in ist, und per Definition I () = w 0 , ist



m



m



auch die zweite Bedingung in Definition 3.5.16 erf¨ullt; und der Kalk¨ul ist tats¨achlich stark semantisch analytisch. 2



Satz 3.6.12 Der Tableaukalk¨ul CPL1 f¨ur PL1 ist korrekt und vollst¨andig. Beweis: Nach S¨atzen 3.5.4 und 3.5.7 ist es ausreichend zu zeigen, daß CPL1 die beiden Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und die beiden Vollst¨andigkeitseigenschaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofort aus Lemmata 3.6.8, 3.6.9, 3.6.10 und 3.6.11. 2 3.7



Gutartige Tableaukalk� ule f� ur Modallogiken



3.7.1 Einf�uhrung Die ersten nicht-strukturellen Kalk¨ule f¨ur Modallogiken wurden in (Fitting, 1983) beschrieben; sie verwenden Markierungen, um die Erreichbarkeitsrelation zwischen m¨oglichen Welten zu repr¨asentieren (anstatt sie implizit in der Struktur der Tableaus zu kodieren). An Fittings Arbeiten anschließend wurden nicht-strukturelle Tableau¨ kalk¨ule f¨ur viele Modallogiken definiert, siehe (Gor´e, 1998) f¨ur eine Ubersicht. Alle diese Kalk¨ule sind nicht monoton, weil sie Tableauregeln verwenden, die, wenn sie auf eine  -Formel angewendet werden (eine Formeln, die die Existenz einer erreichbaren Welt zusichern, in der eine bestimmte Formel wahr ist), zur Skolemisierung der  -Formel eine Markierung einf¨uhren, die neu bzgl. des Astes oder sogar des Tableaus
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sein muß. Außerdem sind viele dieser Kalk¨ule nicht gutartig, weil bei einer Erweite¨ rungsregelanwendung alle Aste erweitert werden, auf denen die verwendete Pr¨amisse liegt. In Abschnitt 3.7.2 wird eine Tableaukalk¨ul vorgestellt, der gutartig ist, weil jeder Formel F ihre eigene Markierung (eine G¨odelisierung von F ) zugewiesen wird. Diese wird zur Skolemisierung der  -Formel  :T3F verwendet. Dieser Kalk¨ul ist eine Grundversion (d. h., eine Version ohne freie Variablen) des Kalk¨uls, der in (Beckert & Gor´e, 1997) beschrieben ist. Er kann als Beispiel dienen f¨ur die in Abschnitt 3.3.7 ¨ aufgestellte Behauptung, daß es oft nur kleine Anderungen erfordert, einen leicht“ ” nicht-gutartigen Kalk¨ul in einen gutartigen Kalk¨ul zu verwandeln. Da in Kripke-Modellen f¨ur Modallogiken Welten nicht notwendig eine Nachfolgewelt haben, darf die Konklusion einer  -Formel (die die Wahrheit einer Formel in allen erreichbaren Welten zusichert) nur solche Markierungen enthalten, die Welten repr¨asentieren, deren Existenz bekannt ist. Dieses Wissen wird aus den Markierungen anderer Formeln auf dem Ast abgeleitet, was zu einer Unstetigkeit der Tableauregel bzgl. aller Pr¨amissen f¨uhrt, die eine  -Formel enthalten. In Abschnitt 3.7.4 wird eine Variante des Kalk¨uls definiert, dessen Regel stetig ist bzgl.  -Formeln; dort werden bedingte Markierungen verwendet, die nicht die Existenz der Welt, die sie darstellen, implizieren. Ein zus¨atzlicher Vorteil der Verwendung bedingter Markierungen ist, daß sie es erleichtern, eine Version des Kalk¨uls, die freie Variablen verwendet, zu definieren. Die ¨ Uberpr¨ ufung der Existenz von Welten wird dann Teil des Abschlusses eines Astes.



3.7.2 Markierungen f�ur modallogis he Kalk�ule In diesem Abschnitt werden Markierungen definiert, die aus nat¨urlichen Zahlen bestehen; sie werden h¨aufig als Markierungen in Tableaukalk¨ulen verwendet. Markierungen, die aus anderen Grundbausteinen aufgebaut sind, k¨onnen in analoger Weise definiert werden. Definition 3.7.1 Sei N die Menge der nat¨urlichen Zahlen. Die Menge Lab (N ) der (nicht bedingten) aus nat¨urlichen Zahlen bestehenden Markierungen ist wie folgt definiert:



 



Das Wort 1 ist ein Element von Lab (N ). Wenn



 2 Lab (N ) , dann ist das Wort :n ein Element von Lab (N ) f¨ur alle



n 2 N.



Die Menge CondLab (N ) der bedingten aus nat¨urlichen Zahlen bestehenden Markierungen ist wie folgt definiert:







Das Wort 1 ist ein Element von CondLab (N );
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 2 CondLab (N ) , dann sind die W¨orter :n und :(n) Elemente von CondLab (N ) f¨ur alle n 2 N .



Wenn



Die initiale Markierung von Lab (N ) und CondLab (N ) ist 1.



Die L¨ange einer Markierung  ist die Zahl der Punkte, die sie enth¨alt, plus eins; sie sei mit j j bezeichnet.



Die Komponenten einer Markierung  heißen Positionen in  . Eine Position ist bedingt, wenn sie von der Form (n) ist, und eine Markierung ist bedingt, wenn sie eine bedingte Position enth¨alt. ¨ Die Aquivalenklasse aller Markierungen in CondLab (N ), die mit einer Markierung  bis auf das Vorhandensein von Klammerungen u¨ bereinstimmen, sei mit [ ℄ bezeichnet. Die Menge aller nicht-leeren initialen Pr¨afixe einer Markierung  , die  selbst nicht einschließt, sei mit ipr ( ) bezeichnet. 2 Man beachte, daß Lab (N )  CondLab (N ) und daß (1) kein Element von CondLab (N ) ist, weil 1 die initiale Welt in Modellen repr¨asentiert, die immer existiert. Im folgenden unterscheiden wir manchmal nicht zwischen den Markierungen :n and :(n); in diesen F¨allen benuzten wir :[n℄, um anzudeuten, daß die Markierung beide Formen haben kann. Definition 3.7.2 Eine Menge folgendes gilt:



 Lab (N ) von Markierungen ist stark erzeugt, wenn



1. die initiale Markierung 1 ist ein Element von ; und 2.



 2 impliziert 



2



f¨ur alle 



2 ipr ().



2



Die Markierungen in Lab (N ) stellen die Erreichbarkeitsrelation zwischen den Welten dar, f¨ur die sie stehen, indem eine Welt, die mit :[n℄ bezeichnet ist, von der Welt erreichbar ist, die mit  bezeichnet ist. Eine Menge stark erzeugter Markierungen kann man als Baum ansehen, dessen Wurzel 1 ist und in dem  ein unmittelbarer Elternknoten von :[n℄ ist.



L



Definition 3.7.3 Sei eine Modallogik und eine stark erzeugte Menge  Lab (N ) von Markierungen gegeben. Eine Markierung  2 ist von einer Markierung  2 aus -zug¨anglich, in Zeichen    , wenn die in Tabelle 3.3 aufgef¨uhrten Bedingungen erf¨ullt sind.



L



Eine Markierung  ist.



2



L



ist eine -Sackgasse, wenn kein 



2



L



von  aus -zug¨anglich



2
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   genau dann, wenn  = :[n℄  = :[n℄ oder  = :[m℄  = :[n℄, oder jj  2, j j  2 K-Bedingung, oder  ist eine K-Sackgasse und  =  K4-Bedingung, oder  ist eine K-Sackgasse und  = 



KD45 K45-Bedingung, oder j j = 1,  =  = 1 B  =  , oder  = :[n℄, oder  = :[m℄ S5 f¨ur alle ; 



Logik KT K4 K45 KDB KD5



55



   genau dann, wenn  = :[n℄ oder  =   = :  = :, oder jj  2, j j  2 KB-Bedingung, oder j j = 1 und  =  = 1 K5-Bedingung, oder j j = 1 und  =  = 1



KB4



j j2



S4



 = : oder  = 



Tabelle 3.3: Die Zug¨anglichkeitsrelation auf Markierungen f¨ur die einfachen Modallogiken.



L



Das folgende Lemma zeigt, daß die -Zug¨anglichkeitsrelation  auf Markierungen genau der Erreichbarkeitsrelation R auf -Rahmen entspricht (siehe (Gor´e, 1998) f¨ur einen Beweis). Insbesondere hat  die Eigenschaften wie Reflexivit¨at, Transitivit¨at usw., die von den Axiomen der Logik ausgedr¨uckt werden (siehe Tabelle 2.1).



L



L



L



Lemma 3.7.4 Sei eine der einfachen Modallogiken. Wenn  Lab (N ) eine stark erzeugte Menge von Markierungen ist, dann ist h ; i ein -Rahmen, wobei  die -Zug¨anglichkeitsrelation ist.



L



L



3.7.3 Syntax und Semantik der Kalk�ule f�ur Modallogiken



L



Die gutartigen Kalk¨ule CL f¨ur die einfachen Modallogiken , die in diesem Abschnitt vorgestellt werden, gr¨unden auf den Markierungen verwendenden Kalk¨ulen aus (Fitting, 1983). Der wesentliche Unterschied ist, daß wir, um die Kalk¨ule monoton zu machen, ein Erweiterungsregel-Schema f¨ur  -Formeln verwenden, das keine neuen Markierungen einf¨uhrt, sondern – a¨ hnlich dem Schema f¨ur Æ -Formeln in Abschnitt 3.6 – ein Symbol verwendet, das in eindeutiger Weise der Formel zugeordnet ist, auf die die Regel angewendet wird.



Erweiterte Signaturen Es ist nicht notwendig, die Signaturen zu erweitern; also ist  =  f¨ur alle Modallogiken und alle Signaturen  2 Sig mod .
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1 ; T: :(F ^ G) T: :F; F : :(F _ G) F : :F; T: ::F F : :F; F : ::F T: :F;



2 T: :G F : :G F : :F T: :F







1 ; 2 T: :(F _ G) T: :F; T: :G F : :(F ^ G) F : :F; F : :G



S: : S::n:K S::n:4 S: :T T: :2F T::n:F T::n:2F T: :F F : :3F F ::n:F F ::n:3F F : :F S::n: S: :4r S: :B S: :5 T::n:2F T: :2F T: :F T: :22F F ::n:3F F : :3F F : :F F : :33F S: : S::n:1 T: :3F T::n:F F : :2F F ::n:F Tabelle 3.4: Die vier Formeltypen der Modallogiken.



Markierungen Die Menge Lab () von Markierungen ist f¨ur alle Signaturen  die Menge Lab (N ) der (unbedingten) aus nat¨urlichen Zahlen bestehenden Markierungen (Def. 3.7.1).



Erweiterungsregel Es gibt vier Typen komplexer (nicht atomarer) Tableauformeln: -Formeln (konjunktiv) und -Formeln (disjunktiv) wie in Kalk¨ulen f¨ur klassische Logik,  -Formeln (die die Wahrheit einer Formel in allen erreichbaren Welten ausdr¨ucken) und  -Formeln (die die Wahrheit einer Formel in zumindest einer erreichbaren Welt ausdr¨ucken); siehe Tabelle 3.4. Notation 3.7.5 Die Buchstaben  and  werden ausschließlich verwendet, um Formeln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. 2 Die Erweiterungsregeln f¨ur die verschiedenen Modallogiken unterscheiden sich im wesentlichen in dem Regelschema f¨ur  -Formeln, d. h., in den Konklusionen von Pr¨amissen, die  -Formeln enthalten. In Tabelle 3.5 ist die Erweiterungsregel f¨ur die verschiedenen Formeltypen schematisch dargestellt. Tabelle 3.6 faßt zusammen, welche Tableauformeln Teil der Konklusion einer Pr¨amisse ffS: : gg sind, die aus einer  Formel besteht; in dieser Tabelle bedeutet 4d , daß 4 enthalten ist, falls j j  2. Wir geben die Definition der Erweiterungsregel f¨ur eine der Modallogiken formal an, n¨amlich f¨ur die Logik K; die formalen Definitionen der Erweiterungsregeln f¨ur die an-
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 1 2







1 2
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T: :F F : :F



S: :



S::d e:1



wobei n = dF e, falls  und n = d:F e, falls 



?



= T: :3F , = F : :2F



S: : S::n:K



S: : S::n:4



S: : S: :T



wobei :n auf dem Ast vorkommt; f¨ur alle Logiken



wobei :n auf dem Ast vorkommt; f¨ur K4, KD4, S4, S5, und, falls j j  2, f¨ur K5, KD5



f¨ur T, B, S4, S5.



S::n: S: :4r



S::n: S: :B



S::n: S: :5



f¨ur K5, KD5, K45 KD45, KB4, S5.



f¨ur KB, KDB, KB4, B.



falls 



= 1, f¨ur K5, KD5.



Tabelle 3.5: Erweiterungsregel-Schemata f¨ur Modallogiken.



Logik K, D T KB, KDB K4, KD4 K5, KD5



L f¨ur L = K K; T K, B K, 4 K , 4 d , 4r , 5



Logik K45, KD45 KB4 B S4 S5



L f¨ur L = K , 4, 4r K , B , 4, 4r K, T , B K, T , 4 K , T , 4, 4r



Tabelle 3.6: Elemente L der Konklusionen einer  -Formel.
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deren Modallogiken kann leicht in analoger Weise aus ihren schematischen Beschreibungen gewonnen werden. Definition 3.7.6 F¨ur alle Pr¨amissen   TabForm mod () enthalte EK ()() die folgenden Konklusionen (wobei de eine beliebige aber feste Bijektion der Menge aller Formeln in die Menge der nat¨urlichen Zahlen ist):



– ff1 ; 2 gg f¨ur alle  2 , – ff 1 g; f 2 gg f¨ur alle 2 ,



– ffT::n:F gg f¨ur alle T: :2F 2  und alle Markierungen der Form :n, die in  vorkommen, – ff F ::n:F gg f¨ur alle F : :3F 2  und alle Markierungen der Form :n, die in  vorkommen, – ff F ::n:F gg f¨ur alle F : :2F – ffT::n:F gg f¨ur alle T: :3F



2 , wobei n = d:F e, 2 , wobei n = dF e, – ff?gg falls T: :F; F : :F 2  f¨ur ein F 2 Form mod ().



2



L



Semantik



Um die Semantik von Tableaus f¨ur eine Modallogik zu definieren, benutzen wir die Menge TabInterp L ( ), die aus Tableauinterpretationen besteht, die (a) -Interpretationen und (b) kanonisch sind; Interpretationen sind kanonisch, wenn sie die durch Erweiterungsregelanwendungen auf  -Formeln erzeugte Markierungen in der richtigen Weise interpretieren.



L



L



Definition 3.7.7 Sei eine der einfachen Modallogiken; sei  2 Sig eine Signatur; und sei Lab die Menge CondLab (N ) der (bedingten und unbedingten) aus nat¨urlichen Zahlen bestehenden Markierungen (Def. 3.7.1).



m



L



m



= hW; R; V i Eine Tableauinterpretation h ; I i heiße eine -Interpretation, wenn ein -Modell ist und die die Markierungen interpretierende Funktion I die folgenden Eigenschaften hat:



L



1.



I (1) = w0 ist die initiale Welt in m;



2.



I (:(n)) = I (:n) f¨ur alle :n und :(n) in Lab ;



3. f¨ur alle  2 Lab gilt, daß, wenn I ( ) undefiniert ist f¨ur ein  undefiniert ist; 4. f¨ur alle ; 



2 ipr (), auch I ()



2 Lab gilt, daß, wenn (a)    und (b) I () und I ( ) definiert sind,



I ( ) R I ( ) gilt.



L



Eine -Interpretation ist kanonisch, wenn zus¨atzlich folgendes gilt:
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= :n 2 Lab :



5. F¨ur alle Markierungen 



Wenn I ( ) definiert ist und I ( ) j= 3F , dann ist I ( ) definiert und I ( ) j= F , wobei F die Formel ist f¨ur welche n = dF e (de ist die Bijektion der Formeln in die nat¨urlichen Zahlen, die von der Erweiterungsregel verwendet wird). 2 Da alle vorkommenden Mengen von Markierungen stark erzeugt sind, stellen die beiden Zusicherungen, daß jede -Interpretation h ; Ii die Markierung 1 definiert, und Bedingung 3 in der obigen Definition sicher, daß die Interpretationsfunktion I so viele Markierungen wie m¨oglich in ipr ( ) definiert“. Jedoch ist es absolut zul¨assig, ” daß I (:(n)) f¨ur eine bedingte Markierung :(n) undefiniert ist, und zwar selbst dann, wenn I ( ) definiert ist.



L



m



Beispiel 3.7.8 Die Interpretationsfunktion I muß f¨ur die Markierungen 1 und 1:1 definiert sein. F¨ur 1:(1) braucht sie nicht definiert zu sein; aber wenn sie es ist, dann muß 2 auch I (1:(1):1) definiert sein.



L



Benutzt man die Menge TabInterp L ( ) kanonischer -Interpretationen um die Semantik von Tableaus zu definieren, dann hat der Kalk¨ul CL die Korrektheits- und Vollst¨andigkeitseigenschaften aus Definitionen 3.5.3 und 3.5.6 (wobei eine der einfachen Modallogiken ist). Wenn ein Tableau von einer Tableauinterpretation erf¨ullt wird, dann werden auch alle seine Nachfolgetableaus von derselben Tableauinterpretation erf¨ullt; und jeder voll expandierte, nicht geschlossene Ast wird von einer kanonischen -Interpretation erf¨ullt. ¨ Wiederum basiert der Beweis, daß voll expandierte Aste erf¨ullbar sind, auf einer geeigneten Version von Hintikkas Lemma:



L



L



L



Definition 3.7.9 Sei eine der einfachen Modallogiken; und sei  2 Sig mod eine Signatur. Eine Menge   TabForm mod ( ) von Tableauformeln, die keine bedingten Markierungen enth¨alt, ist eine -Hintikka-Menge, wenn sie die folgenden Bedingungen erf¨ullt:



L



1. Es gibt keine komplement¨aren atomaren Formeln T: :p und F : :p in . 2. Wenn  2 , dann sind 1 und 2 in .



2 , dann ist zumindest eine der Formeln 1 und 2 in . Wenn S: : 2 , dann ist S: :K in  f¨ur alle  2 Lab , f¨ur die    gilt. Wenn S: : 2 , dann ist S: :1 in  f¨ur wenigstens ein  2 Lab , f¨ur das    gilt. 2



3. Wenn 4. 5.
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L L



Lemma 3.7.10 Sei eine der einfachen Modallogiken; und sei gnatur. Wenn  eine -Hintikka-Menge ist (Def. 3.7.9), dann



 2 Sig mod eine Si-



1. wird  von einer Tableauinterpretation in TabInterp L ( ) (d. h., einer kanonischen -Interpretation) erf¨ullt und



L



2. wird  von jeder Tableauinterpretation erf¨ullt, die die atomaren Formeln in erf¨ullt.







Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktion u¨ ber die Struktur der Tableauformeln in  bewiesen werden. Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mengen (Def. 3.7.9) kann eine kanonische Tableauinterpretation hhW; R; V i; I i, die die atomaren Formeln in  erf¨ullt, wie folgt definiert werden, was – mit Hilfe des zweiten Teil des Lemmas – den ersten Teil des Lemmas beweist:



   



Sei W die Menge Lab aller Markierungen, die in  vorkommen;



2 W ; und sei I () andernfalls undefiniert; f¨ur alle ;  2 W gelte  R  genau dann, wenn    ; sei V (p) = f j T: :p 2 g. sei I ( ) =  , falls 



2



L



Lemma 3.7.11 F¨ur alle einfachen Modallogiken hat der Tableaukalk¨ul CL die starke Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen).



m



L



Beweis: Sei = hW; R; V i ein -Modell, das die Formelmenge F erf¨ullt. Wir wissen, daß w 0 j= F f¨ur alle F 2 F, wobei w 0 die initiale Welt in W ist.



Nun sei Fn f¨ur alle n 2 N die Formel f¨ur die n = dF e (wobei de die Bijektion der Menge der Formeln in die Menge der nat¨urlichen Zahlen ist, die von der Erweiterungsregel verwendet wird), und I sei wie folgt definiert: Es gelte I (1) = w 0 , und f¨ur jede Markierung der Form :n gelte:







Wenn es eine Welt w 2 W gibt, die von I ( ) erreichbar ist, mit w setze I (:n) = I (:(n)) = w;







sonst, wenn es keine solche Welt gibt, dennoch aber eine Welt w 0 existiert, die von I ( ) erreichbar ist, dann setze I (:n) = I (:(n)) = w 0 ;







andernfalls, wenn es keine Welt gibt, die von I (:n) und I (:(n) undefiniert.



j= Fn, dann



I ( ) erreichbar ist, dann seien
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Die -Interpretation h ; I i ist per Konstruktion kanonisch, und außerdem erf¨ullt sie die Tableauformeln auf initialen Tableaus f¨ur F, weil I (1) = w 0 j= F f¨ur alle F 2 F.



2



L



Lemma 3.7.12 F¨ur alle einfachen Modallogiken hat der Tableaukalk¨ul CL die starke Korrektheitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 (Korrektheit der Erweiterung). Beweis: Da der Kalk¨ul gutartig ist, k¨onnen wir Lemma 3.5.9 anwenden. Sei   TabForm mod ( ) eine minimale Pr¨amisse einer Konklusion C ; und eine kanonische -Interpretation h ; I i 2 TabInterp L ( ) erf¨ulle . Es ist leicht zu u¨ berpr¨ufen (getrennt nach F¨allen entsprechend der Form von ), daß h ; I i eine der Extensionen in C erf¨ullt. 2



L



m



m



L



Lemma 3.7.13 F¨ur alle einfachen Modallogiken hat der Tableaukalk¨ul CL die starke Vollst¨andigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen). Beweis: Der Kalk¨ul hat diese Eigenschaft trivialerweise, weil die Signaturen nicht erweitert worden sind (also  = ), und darum jedes -Modell in M( ) eine Ein2 schr¨ankung seiner selbst auf  ist.



L



L



Lemma 3.7.14 F¨ur alle einfachen Modallogiken hat der Kalk¨ul CL die Vollst¨andig¨ keitseigenschaft 2 (Erf¨ullbarkeit voll expandierter Aste) aus Definition 3.5.6; und er ist stark semantisch analytisch. Beweis: Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; und sei  eine Menge atomarer Formeln aus TabForm mod ( ), so daß f¨ur kein  in  sowohl  als auch  ein Element von Form (B ) [  ist.



L m



Dann ist Form (B ) [  eine -Hintikka-Menge, und Lemma 3.7.10 impliziert, daß es eine Tableauinterpretation h ; I i gibt, die Form (B ) [  erf¨ullt. Also hat CPL1 Vollst¨andigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6.



Gem¨aß der Konstruktion dieser Tableauinterpretation (siehe den Beweis des Lemmas 3.7.10) gilt I ( ) =  f¨ur alle  2 W , und die zweite Bedingung in Definition 3.5.16 ist also erf¨ullt; und der Kalk¨ul ist tats¨achlich stark semantisch analytisch.



2



Satz 3.7.15 F¨ur alle einfachen Modallogiken und vollst¨andig.



L ist der Tableaukalk¨ul CL f¨ur L korrekt
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Beweis: Gem¨aß S¨atzen 3.5.4 und 3.5.7 reicht es aus, zu zeigen, daß CL die beiden Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und die beiden Vollst¨andigkeitseigenschaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofort aus Lemmata 3.7.11, 3.7.12, 2 3.7.13 und 3.7.14. Beispiel 3.7.16 Wir beweisen, daß



G = 2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p) in der Modallogik K unerf¨ullbar ist (und also ihre Negation :G eine K-Tautologie ist). Abbildung 3.1 zeigt ein (voll expandiertes) geschlossenes Tableau, das Teil eines Tableaubeweises f¨ur (die K-Unerf¨ullbarkeit von) G ist. Die Knoten des Tableaus sind numeriert; ein Paar [i; j ℄ ist an den i-ten Knoten angef¨ugt, die Nummer j deutet an, daß der Knoten i durch eine Anwendung der Erweiterungsregel auf eine Pr¨amisse erzeugt wurde, die die Formel des Knotens j enth¨alt. Man beachte, daß, nachdem Formel 5 zum Tableau hinzugef¨ugt ist, die einzige m¨ogliche Konklusion (die nicht schon auf dem Tableau ist) diejenige ist, die aus Formel 5 ableitbar ist und aus den Formeln 6 und 7 besteht; die beiden  -Formeln 3 und 4 k¨onnen zu diesem Zeitpunkt nicht benutzt werden, weil das Tableau keine Markierungen der Form 1:n enth¨alt. Die Markierungen, die durch die Anwendung der Tableauregel auf die aus den  Formeln 5 bzw. 6 bestehenden Pr¨amissen eingef¨uhrt werden, sind 1:1 = 1:d:q e und 1:2 = 1:d:pe. 2



3.7.4 Ein Kalk�ul f�ur die Modallogik tigen Erweiterungsregel



K mit einer bez�ugli h  -Formeln ste-



Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Erweiterungsregel f¨ur Modallogiken ist nicht stetig bez¨uglich Pr¨amissen, die  -Formeln enthalten, weil die Bedingung beachtet werden muß, daß Markierungen, die durch Regelanwendungen auf eine  Formeln eingef¨uhrt werden, in der Pr¨amisse schon vorkommen m¨ussen. Beispielsweise kann aus der Pr¨amisse  = fT:1:2pg keine Konklusion abgeleitet werden, und ebenso kann nichts aus 0 = fT:1:1:q g abgeleitet werden; aus der Vereinigung von  und 0 kann jedoch T:1:1:p abgeleitet werden. Der wesentliche Nachteil einer bez¨uglich  -Formeln nicht stetigen Erweiterungsregel ist, daß es unm¨oglich ist, eine Version des Kalk¨uls zu definieren, die freie Variablen verwendet. Die  -Formeln erlauben die Ableitung vieler a¨ hnlicher Konklusionen, wie beispielsweise der Tableauformel T:1:n:p f¨ur alle Markierungen der Form 1:n, die auf dem Ast vorkommen; alle diese Formeln durch eine einzige Formel T:1:X :p darzustellen, die eine freie Variable X enth¨alt, ist nur m¨oglich, wenn alle Instanzen von
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T:1:2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p) [2;1] [3;1]



T:1:2(:p _ q )



T:1:2p ^ (3:q _ 3:p) [4;3] [5;3]



[6;5] [8;6]



T:1:3:q



[11;10]



T:1:1::p



[13;11]



F :1:1:p



[14;4]



T:1:1:p



[15;13,14]



T:1:2p



T:1:3:q _ 3:p [7;5]



T:1:1::q



[9;8] [10;2]
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[17;7]



F :1:1:q



T:1:1::p _ q [12;10]



T:1:1:q



[16;9,12]



T:1:3:p



T:1:2::p



[18;17]



F :1:2:p



[19;4]



T:1:2:p



[20;18,19]



?



?



?



Abbildung 3.1: Das Tableau aus Beispiel 3.7.16.



T:1:X :p zul¨assige Konklusionen sind (in unserem Beispiel ist das nicht der Fall f¨ur Instanzen T:1:n:p, so daß 1:n nicht auf dem Ast vorkommt). Dieses Problem kann vermieden werden, wenn man die Vorbedingung fallen l¨aßt, daß alle Markierungen, die durch Regelanwendungen auf  -Formeln eingef¨uhrt werden, schon in der Pr¨amisse vorkommen m¨ussen. Dann kann im obigen Beispiel, die Tableauformel T:1:(1):p aus  abgeleitet werden – ob die Markierung 1:1 auf dem Ast vorkommt oder nicht. Dann wird es aber notwendig, um die Korrektheit des Kalk¨uls zu bewahren, die Existenz von Welten, die bedingten Markierungen entsprechen, sp¨ater zu u¨ berpr¨ufen, ¨ wenn Aste abgeschlossen werden. Zum Beispiel ist das (scheinbar) widerspr¨uchliche Paar T:1:(1):p und F :1:(1):p nicht notwendig inkonsistent, weil die Welt I (1:(1)) in einer Tableauinterpretation m¨oglicherweise nicht existiert. Bevor wir dieses Paar als inkonsistent bezeichnen k¨onnen, m¨ussen wir also sicherstellen, daß I (1:(1)) in allen -Interpretationen definiert ist, die den Tableauast B erf¨ullen, der geschlossen werden soll. Gl¨ucklicherweise kann dieses Wissen aus anderen Tableauformeln auf B abgeleitet werden. In unserem Beispiel w¨urde eine Formel auf B wie beispielsweise G = T:1:1:q es ”rechtfertigen“, das Paar T:1:(1):p und F :1:(1):p zum Abschluß von B zu verwenden; denn jede -Interpretation h ; I i, die B erf¨ullt, muß auch G erf¨ullen, und also muß I (1:(1)) = I (1:1) eine Welt in dem Modell sein. Der wesentliche Punkt ist hier, daß die Markierung 1:1 von G gerade in der Position unbedingt ist,



L



L



m



m
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 : K (:(n)) f¨ur alle n 2 N



T: :F F : 0 :F



?



wobei [ ℄ = [ 0 ℄, und ;  0 sind durch Formeln auf dem Ast gerechtfertigt 



on f¨ur die Logik K. Tabelle 3.7: Die neuen Regelschemata des Kalk¨uls CK



¨ in der 1:(1) bedingt ist. Diese Uberlegungen werden nun auf den allgemeinen Fall beliebiger Markierungen aus CondLab (N ) verallgemeinert. Definition 3.7.17 Eine Markierung  2 CondLab (N ) mit j -ter Position [nj ℄ (wobei 1  j  j j) ist durch eine Menge  2 TabForm mod modaler Tableauformeln gerechtfertigt, wenn es eine Teilmenge von  gibt, so daß f¨ur jedes j : 1. eine in vorkommende Markierung hat eine unbedingte aber sonst gleiche j -te Position nj ; und 2. f¨ur alle Markierungen  , die in vorkommen, gilt: wenn j -te Position in  entweder nj oder (nj ).



j j  j , dann ist die 2



Die Bedingung, daß die Markierungen komplement¨arer atomarer Formeln gerechtfertigt sein m¨ussen, um mit ihnen einen Ast abschließen zu k¨onnen, macht die Erweiterungsregel unstetiger f¨ur Pr¨amissen, die Paare solcher komplement¨aren atomaren Formeln enthalten. Das ist aber nicht sonderlich problematisch, weil die Regel f¨ur solche Pr¨amissen ohnehin unstetig ist. Abgesehen von der abweichenden Erweiterungsregel und davon, daß CondLab (N ) statt Lab (N ) als Menge der Markierungen verwendet wird, stimmen Syntax und Semantik des neuen Kalk¨uls CK on f¨ur die Modallogik K mit Syntax und Semantik des Kalk¨uls CK u¨ berein, der im vorangegangenen Abschnitt definiert worden ist. Die Signaturen werden nicht erweitert; und die Menge TabInterp der Tableauinterpretationen, die die Semantik von Tableaus beschreiben, besteht aus den kanonischen -Interpretationen (Def. 3.7.7).



L



Tabelle 3.7 zeigt die neuen Regelschemata f¨ur  -Formeln und zum Astabschluß; alle Schemata der Erweiterungsregel des Kalk¨uls CK on sind in Tabelle 3.8 zusammengefaßt. Die Erweiterungsregel EK on von CK on ist wie folgt formal definiert. Definition 3.7.18 F¨ur alle Pr¨amissen   TabForm mod sei EK on () die kleinste Menge, die die folgenden m¨oglichen Konklusionen enth¨alt (wobei de eine Bijektion von Form mod() in die Menge der nat¨urlichen Zahlen ist):
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 1 2 F : :2F F ::n:F







1 2



wobei n = d:F e



T: :2F T::(n):F
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F : :3F F ::(n):F



f¨ur alle n 2 N



T: ::F F : :F



F : ::F T: :F



T: :3F T::n:F



wobei n = dF e



T: :F F : 0 :F



?



wobei [ ℄ = [ 0 ℄, und ;  0 sind durch Formeln auf dem Ast gerechtfertigt



on . Tabelle 3.8: Regelschemata des Kalk¨uls CK



– ff1 ; 2 gg f¨ur alle  2 , – ff 1 g; f 2 gg f¨ur alle 2 , – ffT::(n):F gg f¨ur alle T: :2F 2  und alle n 2 N , – ff F ::(n):F gg f¨ur alle F : :3F 2  und alle n 2 N , – ff F ::n:F gg f¨ur alle F : :2F 2 , wobei n = d:F e, – ffT::n:F gg f¨ur alle T: :3F 2 , wobei n = dF e, – ff?gg falls es T: :F; F : :F 2  gibt, so daß [ ℄ = [ 0 ℄ und durch  gerechtfertigt sind.



;  0



2



Die neuen Regelschemata f¨ur  -Formeln und zum Astabschluß k¨onnen auch f¨ur andere der einfachen Modallogiken verwendet werden, die (a) seriell sind (in diesem Fall ist der Rechtfertigungstest nicht notwendig, weil die Interpretation aller Markierungen definiert ist) oder die (b) weder symmetrisch noch euklidisch sind. Kalk¨ule f¨ur symmetrische und euklidische Logiken sind problematisch, weil ihre Erweiterungsregeln Markierungen verk¨urzen k¨onnen. Beispielsweise kann die Tableauformel T:1:p aus T:1:(1):2p abgeleitet werden, wenn die Logik symmetrisch ist. Die Semantik serieller Logiken garantiert, daß alle Markierungen tats¨achlich Welten darstellen, aber in nicht-seriellen Logiken ist es m¨oglich, daß die Markierung 1 definiert ist, die Markierung 1:(1) aber nicht. Darum wird ein zus¨atzlicher Mechanismus ben¨otigt, um sicherzustellen, daß die Tableauformel T:1:p nur dann am Abschluß eines Astes beteiligt ist, wenn die Markierung 1:(1) tats¨achlich definiert ist. Dies kann man erreichen, indem man eine zus¨atzliche Menge von Markierungen an jede Tableauformel anheftet, die alle gerechtfertigt sein m¨ussen, wenn die Formel benutzt wird, um einen Ast abzuschließen (siehe (Beckert & Gor´e, 1997)). Um die Vollst¨andigkeit von CK on zu beweisen, muß die Definition von Hintikka-Mengen so ver¨andert werden, daß sie die M¨oglichkeit ber¨ucksichtigt, daß Markierungen bedingt sind (nur Bedingung 1 weicht von der Definition modaler Hintikka-Mengen
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ohne bedingte Markierungen ab, siehe Def. 3.7.9). Definition 3.7.19 Eine Menge   TabForm mod ( ) von Tableauformeln ist eine KHintikka-Menge mit bedingten Markierungen, wenn sie die folgenden Bedingungen erf¨ullt: 1. Es gibt keine komplement¨aren atomaren Formeln T: :p und F : 0 :p in , so daß [ ℄ = [ 0 ℄ und ;  0 sind durch  gerechtfertigt. 2. Wenn  2 , dann sind 1 und 2 in .



2 , dann ist mindestens eine der Formeln 1 und 2 in . Wenn S: : 2 , dann ist S::(n):K in  f¨ur alle n 2 N . Wenn S: : 2 , dann ist S::n:1 2  f¨ur wenigstens ein n 2 N .



3. Wenn 4. 5.



2



Lemma 3.7.20 Wenn  eine K-Hintikka-Menge mit bedingten Markierungen ist, dann 1. wird  von einer Tableauinterpretation in TabInterp K ( ) (d. h., einer kanonischen K-Interpretation) erf¨ullt und 2. wird  von jeder Tableauinterpretation erf¨ullt, die die atomaren Formeln in erf¨ullt.







Beweis: Wiederum kann der zweite Teil des Lemmas leicht durch Induktion u¨ ber die Struktur der Tableauformeln in  bewiesen werden. Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mengen mit bedingten Markierungen (Def. 3.7.19) kann eine kanonische Tableauinterpretation hhW; R; V i; I i, die die atomaren Formeln in  erf¨ullt, wie folgt definiert werden, was – mit Hilfe des zweiten Teil des Lemmas – den ersten Teil des Lemmas beweist:



  



Sei W



= f[ ℄ j  2 Lab ist durch  gerechtfertigg;







sei V (p) = f[ ℄ j T: :p 2 g.



sei I ( ) = [ ℄, falls [ ℄ 2 W , und sei I ( ) andernfalls undefiniert;



;  2 W sei [ ℄ genau dann von [ ℄ erreichbar, wenn  = :n oder  = :(n) f¨ur ein n 2 N ;



f¨ur alle



2



Satz 3.7.21 Der Tableaukalk¨ul CK on f¨ur die Modallogik K ist korrekt und vollst¨andig.
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Beweis: Dieser Satz kann in der gleichen Weise wie Korrektheit und Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls CK (Theorem 3.7.15) bewiesen werden. Der Beweis der Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen) bleibt unver¨andert. Zu zeigen, daß der Kalk¨ul die starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung) hat, ist etwas schwieriger, weil nun bedingte Markierungen in einem Tableau auftreten k¨onnen. Aber nur in dem Fall, daß eine Pr¨amisse erlaubt, einen Ast abzuschließen, kann das zu Komplikationen f¨uhren. Dann muß das folgende Lemma angewendet werden (das unmittelbar aus den Definitionen folgt): Sei h ; I i eine kanonische -Interpretation, und sei  eine Markierung, die durch eine Menge  von Tableauformeln gerechtfertig ist. Wenn h ; I i die Formeln in  erf¨ullt, dann ist I ( ) definiert.



L



m



m



Die Vollst¨andigkeitseigenschaften k¨onnen in gleicher Weise bewiesen werden wie f¨ur den Kalk¨ul CK – mit dem einzigen Unterschied, daß der Begriff der Hintikka-Menge aus Definition 3.7.19 und das entsprechende Lemma 3.7.20 verwendet werden, die die bedingte Markierungen ber¨ucksichtigen. 2 Beispiel 3.7.22 Wir setzen Beispiel 3.7.22 fort und zeigen die Unerf¨ullbarkeit derselben Formel G wie dort, nun allerdings mit dem neuen Kalk¨ul CK on . Abbildung 3.2 zeigt ein geschlossenes Tableau T on f¨ur G, das mit Hilfe der Erweiterungsregel von CK on konstruiert ist. Da die Bedingung fallen gelassen wurde, daß die Markierungen, die durch Anwendungen der Erweiterungsregel auf  -Formeln eingef¨uhrt werden, schon auf dem Ast vorkommen, ist es nun m¨oglich, die Formeln 6 und 7 zum Tableau hinzuzuf¨ugen, obwohl ihre Markierung 1:(1) noch nicht auf dem Ast vorkommt (sie ist jedoch in ihrer zweiten Position bedingt). Der linke Ast B1 von T on wird geschlossen, indem die Erweiterungsregel auf die Pr¨amisse angewendet wird, die aus dem komplement¨aren Paar T:1:(1):p und F :1:(1):p in den Knoten 7 bzw. 14 besteht. Die Markierung 1:(1) dieser Atome ist auf B1 durch die Formeln 10 und 11 gerechtfertigt, deren Markierung 1:1 ist. In diesem Fall enthalten die komplement¨aren Formeln bedingte Markierungen, die nur durch eine dritte Formel auf dem Ast gerechtfertigt sind, so daß der Rechtfertigungstest tats¨achlich unverzichtbar ist. Der mittlere Ast B2 enth¨alt die komplement¨aren Formeln F :1:1:q und T:1:(1):q in den Knoten 11 bzw. 13. Deren Markierung ist wiederum durch die Formeln 10 und 11 gerechtfertigt; letztere ist in diesem Fall Teil des komplement¨aren Paares. Der rechte Ast B3 enth¨alt das Paar F :1:2:p und T:1:(2):p komplement¨arer Atome in den Knoten 18 bzw. 19. Die Markierung 1:(2) der Formel in Knoten 19 ist durch Formel 18 gerechtfertigt. 2
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T:1:2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p) [2;1] [3;1]



T:1:2(:p _ q )



T:1:2p ^ (3:q _ 3:p) [4;3] [5;3]



T:1:3:q _ 3:p



[6;2]



T:1:(1)::p _ q



[7;4] [8;5]



T:1:3:q



[10;8]



T:1:(1)::p



[14;12]



[9;5] [17;9]



F :1:1:q



F :1:(1):p



[15;7,14]



T:1:(1):p



T:1:1::q



[11;10] [12;6]



T:1:2p



?



T:1:3:p



T:1:2::p



[18;17]



[13;6]



T:1:(1):q



[16;11,13]



?



[19;4]



F :1:2:p



T:1:(2):p



[20;18,19]



?



Abbildung 3.2: Das Tableau T on aus Beispiel 3.7.22. 3.8



Gutartige Kalk� ule f� ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie



3.8.1 Einf�uhrung In diesem Abschnitt wird ein gutartiger Tableaukalk¨ul CMLSS f¨ur die Logik MLSS vorgestellt, die ein entscheidbares Fragment der Mengentheorie ist. Außerdem wird eine Erweiterung CMLSSF des Kalk¨uls f¨ur das gr¨oßere Fragment MLSSF beschrieben, das durch Anreicherung von MLSS mit freien (uninterpretierten) Funktionssymbolen entsteht (Abschnitt 2.6). Die gutartigen Kalk¨ule CMLSS und CMLSSF sind leichte Variationen der in (Beckert & Hartmer, 1998; Hartmer, 1997) beschriebenen Kalk¨ule, die nicht gutartig sind. Sie bauen auf den Tableaukalk¨ulen f¨ur MLSS aus (Cantone, 1997) auf.



Der Kalk¨ul CMLSS kann benutzt werden, um eine korrekte und vollst¨andige Entscheidungsprozedur f¨ur MLSS zu konstruieren. Formeln m¨ussen nicht in Normalform sein, w¨ahrend die Erweiterungsregel des von Cantone definierten Kalk¨uls nur normalisierte MLSS-Atome handhaben kann (die keine komplexen Terme enthalten) und eine Vorverarbeitung erfordert, die die Eingabeformeln in normalisierte Formeln transformiert. Der erweiterte Kalk¨ul CMLSSF f¨ur MLSSF verwendet E -Unifikationstechniken, um Termpaare zu finden, die erlauben einen Ast abzuschließen, wenn es gelingt zu
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zeigen, daß sie die gleiche Menge repr¨asentieren; auf diese Weise kann der Suchraum deutlich reduziert werden. Mehrere andere Verfahren Behandlung der Mengentheorie mit Tableaukalk¨ulen oder Sequenzenkalk¨ulen sind vorgeschlagen worden (ohne Beschr¨ankung auf ein bestimmtes Fragment): Brown (1978) stellte einen pr¨adikatenlogischen Sequenzenkalk¨ul vor, der Spezialregeln f¨ur viele mengentheoretische Symbole enth¨alt. De Nivelle (1997) und Pastre (1978) pr¨asentierten Sequenzenkalk¨ule f¨ur Mengentheorie; Shults (1997) beschreibt einen Tableaukalk¨ul mit speziellen mengentheoretischen Regeln. Alle diese Kalk¨ul sind jedoch unvollst¨andig (d. h., keine Semi-Entscheidungsverfahren).



3.8.2 Die Menge der Markierungen und die Erweiterung der Signaturen Markierungen



Die Modelle von MLSS und MLSSF bestehen aus nur einer Welt. Wir benutzen die Markierung , um diese einzelne Welt zu repr¨asentieren. Also ist Lab = fg, und  ist die initiale Markierung. Wie in Kalk¨ulen f¨ur PL1 verwenden wir die Kurzschreibweise S:G f¨ur Tableauformeln, d. h., die Markierung  wird weggelassen.



Eine Ungleichung F :(s  t) impliziert die Existenz eines Elementes, das in einer der beiden Mengen s und t nicht aber in der anderen vorkommt. Die Erweiterungsregel unseres Kalk¨uls nutzt diese Tatsache f¨ur die Einf¨uhrung einer Skolem-Konstanten, die das existierende Element darstellt, wenn sie auf eine Ungleichung angewendet wird. F¨ur die Skolemisierung verwenden wir eine unendlichen Menge F sko () von Konstanten, die disjunkt ist von F ().



Erweiterung des Signaturen



Die Erweiterung einer MLSS- oder MLSSF-Signatur  = hP (); F (); ()i, die zur Konstruktion von Tableauformeln verwendet wird, ist also



 = hP (); F () [ F sko (); () [ sko ()i ; wobei sko ()( ) = 0 f¨ur alle 2 F sko ().



3.8.3 Die Erweiterungsregel f�ur MLSS S hemata f�ur ni ht-atomare Formeln Die nicht-atomaren MLSS- und MLSSFFormeln werden wie gew¨ohnlich in - und -Formeln eingeteilt. Die Erweiterungsregel EMLSS von CMLSS ist f¨ur aus - und -Formeln bestehende Pr¨amissen durch die Schemata aus Tabelle 3.9 definiert (wir benutzen eine Verallgemeinerung, bei der die aus - und -Formeln abgeleiteten Konklusionen aus einer beliebigen Zahl von Tableauformeln bzw. Extensionen bestehen k¨onnen).
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 1 .. .



1











n



n Tabelle 3.9: Verallgemeinerte Schemata f¨ur - und -Formeln. Name



(R1) (R2) (R3) (R4) (R5) (R6)



 1 ; : : : ;  n T:(s v t) T:(s  s u t) F :(s v t) F :(s  s u t) T:(s  t1 u t2 ) T:(s  t1 ); T:(s  t2 ) T:(s  t1 n t2 ) T:(s  t1 ); F :(s  t2 ) F :(s  t1 t t2 ) F :(s  t1 ); F :(s  t2 ) F :(s ft1 ; : : : ; tn gn) F :(s  t1 ); : : : ; F :(s  tn )



1 ; : : : ; n (R7) T:(s  t1 t t2 ) T:(s  t1 ); T:(s  t2 ) (R8) F :(s  t1 u t2 ) F :(s  t1 ); F :(s  t2 ) (R9) F :(s  t1 n t2 ) F :(s  t1 ); T:(s  t2 ) (R10) T:(s ft1 ; : : : ; tn gn ) T:(s  t1 ); : : : ; T:(s  tn ) Name



Tabelle 3.10: Regelschemata f¨ur das Aufspalten komplexer Mengenterme.



S hemata f�ur das Aufspalten komplexer Mengenterme



Es gibt zehn verschiedene Erweiterungsregel-Schemata f¨ur das Aufspalten komplexer Mengenterme; sie wenden einfache mengentheoretische Lemmata an, wie z. B. wenn s 2 t1 [ t2 , dann ” s 2 t1 oder s 2 t2 ”, um (a) Atome, die das Ist-Teilmenge-von-Pr¨adikat v enthalten, zu eliminieren und durch (Un-)Gleichungen zu ersetzen und (b) komplexe Terme auf der rechten Seite des Ist-Element-von-Pr¨adikates  in ihre Bestandteile aufzuspalten. Diese Schemata k¨onnen als Instanzen der verallgemeinerten Schemata f¨ur - und Formeln aus Tabelle 3.10 beschrieben werden; sie sind in Tabelle 3.10 aufgelistet.



S hemata f�ur Glei hungen und Unglei hungen



Es gibt drei Typen spezieller Erweiterungsregel-Schemata f¨ur Handhabung der Gleichheit und Ungleichheit von Mengen. Erstens gibt es zwei Schemata ((EQ1) und (EQ2) in Tabelle 3.11), die die Anwen” dung“ einer Gleichung T:(t1  t2 ) auf andere Atome erlauben – allerdings nur in sehr eingeschr¨ankter Weise: eine Gleichung kann nur auf die oberste Ebene (also nicht auf Teilterme) der rechten Seite eines positiven Atoms mit dem Pr¨adikatensymbol  angewendet werden. Das heißt, eine Gleichung kann nur angewendet werden, um eines der Atome T:(s  t1 ) und T:(s  t2 ) aus dem jeweils anderen abzuleiten. Diese Ein-
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T:(t1  t2 ) T:(s  t1 ) T:(s  t2 )



T:(t1  t2 ) T:(s  t2 ) T:(s  t1 )



T:(s1  t) F :(s2  t) F :(s1  s2 )



(EQ1)



(EQ2)



(R11)



F :(t1  t2 ) T:(  t1 ) F :(  t1 ) F :(  t2 ) T:(  t2 )



wobei = sko MLSSF ( F :(t1 (R12)



 t2 ))
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T:(s  t) F :(s  t)



wobei s bzw. f: : : ; s; : : :g und t bzw. f: : : ; t; : : :g Top-level-Terme auf dem Ast sind (Cut)



Tabelle 3.11: Regelschemata f¨ur Gleichungen und Ungleichungen und das Schnittregel-Schema.



schr¨ankung ist wichtig, da die M¨oglichkeit, Gleichungen wahllos auf andere Atome anzuwenden, zu einem sehr viel gr¨oßeren Suchraum f¨uhren w¨urde. Zweitens ist es m¨oglich, die Ungleichung F :(s1  s2 ) aus T:(s1  t) und F :(s2  t) abzuleiten ((R11) in Tabelle 3.11). Dieses Erweiterungsregel-Schema beruht auf der Tatsache, daß zwei Objekte verschieden sein m¨ussen, wenn eines von ihnen in einer Menge vorkommt das andere aber nicht. Drittens gilt auch das umgekehrte: Wenn zwei Mengen t1 und t2 verschieden sind, dann enth¨alt eine von ihnen ein Element e, das nicht auch Element der anderen Menge ist. Ungl¨ucklicherweise f¨uhrt dies zu einem verzweigenden Regelschema ((R12) in Tabelle 3.11), weil e eine Element von t1 (und nicht von t2 ) oder ein Element von t2 (und nicht von t1 ) sein kann. Statt ein neues Symbol einzuf¨uhren, das das unbekannte Element e repr¨asentiert, verwende wir eine Skolem-Konstanten-Zuweisung, die jeder Ungleichung auf eindeutige Weise eine Konstante zuordnet (¨ahnlich wie die SkolemTerm-Zuweisung aus Definition 3.6.2, die Æ -Formeln einen Skolem-Term zuweist); auf diese Weise wird die Monotonie und also die Gutartigkeit der Erweiterungsregel bewahrt. Definition 3.8.1 Sei eine MLSS- oder MLSSF-Signatur  gegeben. Eine SkolemKonstanten-Zuweisung (f¨ur MLSS bzw. MLSSF) ist eine Funktion sko MLSSF , die jeder Ungleichung  = F :(t1  t2 ) in TabForm ( ) eine Konstante



sko MLSSF() = 2 F sko () zuweist, so daß f¨ur alle 0 2 F sko () folgendes gilt: wenn 0 in  vorkommt, dann



> 0 , wobei > eine beliebige aber feste Ordnung auf F sko () ist. 2
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Das S hnittregel-S hema



Das Schnittregel-Schema ((Cut) in Tabelle 3.11) kann angewendet werden, um einen Ast B zu erweitern, wobei nur solche Atome der Form s  t als Schnittformel verwendet werden k¨onnen, deren Terme s und t



 



Top-level-Terme (nicht nur Teilterme) eines Atoms auf B sind, oder direkte Teilterme von Termen der Form f: : : ; s; : : :g bzw. f: : : ; t; : : :g sind, die wiederum Top-level-Term eines Atoms auf B sind.



Das Schnittregel-Schema wird nur selten ben¨otigt, um einen Beweis zu konstruieren; ben¨otigt wird es beispielsweise, um implizite Enthaltenseins-Zyklen auf einem Ast aufzusp¨uren, siehe Abschnitt 3.8.3. Beispiel 3.8.2 Wenn T:(t1 ft2 ; t3 u t4 g) und T:(t5 u t6  t7 ) Atome auf einem Ast sind, dann d¨urfen t1 ; t2 ; (t3 u t4 ); (t5 u t6 ); t7 als Terme in Schnittformeln verwendet werden, und t3 ; t4 ; t5 ; t6 d¨urfen nicht verwendet werden (es sei denn, das w¨are durch andere Atome auf dem Ast gerechtfertigt) 2



S hemata f�ur den Astabs hlu Eine Anwendung der Erweiterungsregel des Kalk¨uls CMLSS f¨ugt Formeln zu einem Tableauast hinzu, die in allen Mengenstrukturen wahr sind, die Modelle des Astes sind; der Zweck der Regelschemata f¨ur den Astabschluß ist es, Inkonsistenzen aufzudecken, also Formeln oder Formelmengen, die in allen Mengenstrukturen falsch sind. Es gibt vier Arten solcher Inkonsistenzen, die ber¨ucksichtigt werden m¨ussen: 1. In keiner Mengenstruktur k¨onnen eine Formel  und ihr Komplement  wahr sein; darum erlaubt eine Pr¨amisse, die ein Paar ;  enth¨alt, – wie in allen Kalk¨ulen – die Ableitung der Konklusion ff?gg (es ist f¨ur die Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls ausreichend, nur komplement¨are Atome zu ber¨ucksichtigen). 2. Kein Objekt ist ein Element der leeren Menge; darum ist jedes Atom der Form T:(t ;) unerf¨ullbar.



3. Da kein Objekt von sich selbst verschieden ist, sind Atome der Form F :(t  t) unerf¨ullbar.



4. Die Existenz eines Enthaltenseins-Zyklus, d. h., von Menge u1 ; : : : ; uk , so daß ui 2 ui+1 (1  i < k) und uk 2 u1 , w¨urde dem Fundierungs-Axiom der Mengentheorie widersprechen. Tats¨achlich gibt es per Konstruktion in der von-Neumann-Hierarchie keine Mengen, die einen Enthaltenseins-Zyklus bilden. Also erlauben Atome, die einen Enthaltenseins-Zyklus definieren, einen Ast abzuschließen; insbesondere ist T:(t  t) unerf¨ullbar. Im folgenden ist die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CMLSS formal definiert:



3.8 Gutartige Kalk¨ule f¨ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie
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Definition 3.8.3 Sei  eine MLSS-Signatur.



F¨ur alle Pr¨amissen   TabForm MLSS ( ) sei EMLSS ( )() die kleinste Menge, die die folgenden Konklusionen enth¨alt: – – – – –



ff1; : : : ; ngg f¨ur alle  2  (Tabellen 3.1 und 3.10); ff 1g; : : : ; f ngg f¨ur alle 2  (Tabellen 3.1 und 3.10); ffT:(s  t2)gg f¨ur alle (a) T:(s  t1 ) und (b) T:(t1  t2 ) oder T:(t2  t1 ) in ; ff F :(s1  s2)gg f¨ur alle T:(s1  t) und F :(s2  t) in ; ffT:(s  t)g; f F :(s  t)gg f¨ur alle Mengenterme s und t, so daß



s oder f: : : ; s; : : :gn und 2. t oder f: : : ; t; : : :gn



1.



als Top-level-Terme in Atomen in  auftreten;



– –



ffT:(  t1) ; F :(  t2 )g, f F :(  t1) ; T:(  t2 )gg f¨ur alle F :(t1  t2 ) in , wobei = sko MLSSF ( F :(t1  t2 )); ff?gg, falls



1. T: :G; F : :G 2  f¨ur ein Atom G, 2. T:(t ;) 2 ,



3. F :(t  t) 2 , 4. es f¨ur ein k



2 N Atome T:(ti  ti+1) (1  i < k) und T:(tk  t1 ) in  gibt. 2



3.8.4 Korrektheit, Vollst�andigkeit, Terminierung Der im vorangegangenen Abschnitt definierte Kalk¨ul C MLSS ist korrekt und vollst¨andig (ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)). Er hat die Korrektheits- und Vollst¨andigkeitseigenschaften aus Definitionen 3.5.6 und 3.5.8. Satz 3.8.4 Der Kalk¨ul C MLSS f¨ur MLSS ist korrekt und vollst¨andig.
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Ohne weitere Einschr¨ankungen ist der Kalk¨ul C MLSS jedoch keine Entscheidungsprozedur. Das Regelschema f¨ur Ungleichungen ((R12) in Tabelle 3.11) f¨uhrt zus¨atzliche Konstanten ein und das Schnittregel-Schema kann – in Verbindung mit Schema (R11) – benutzt werden, um neue Ungleichungen aus diesen zus¨atzlichen Konstanten zu konstruieren; die Wechselwirkung dieser Erweiterungsregel-Schemata kann zu unendli¨ chen Asten f¨uhren. Gl¨ucklicherweise kann der Kalk¨ul leicht in eine Entscheidungsprozedur verwandelt werden, indem man die die Vollst¨andigkeit bewahrende Einschr¨ankung hinzuf¨ugt, daß solche Ketten 1 ; 2 ; : : : niemals unendlich sein d¨urfen, bei denen die Konstante i zum Ast hinzugef¨ugt wird, indem das Regelschema (R12) auf eine Ungleichung angewendet wird, die die Konstante i 1 enth¨alt; die maximale L¨ange solcher Ketten ist die Zahl der (Teil-)Terme in der Formelmenge deren Erf¨ullbarkeit u¨ berpr¨uft werden soll. Definition 3.8.5 Sei T1 ; : : : ; Tk eine Folge von Tableaus f¨ur eine Menge F von MLSSFormeln, die mit Hilfe der Erweiterungsregel EMLSS (Def. 3.8.3) konstruiert worden ist.



Der Rang rk (s) eines Mengenterms s in der Folge von Tableaus ist wie folgt definiert: Wenn s in F vorkommt oder durch eine Anwendung eines der Regelschemata (R1) und (R2) eingef¨uhrt wurde, dann sei rk (s) = 0; andernfalls, wenn also s eine Konstante ist, die dadurch eingef¨uhrt worden ist, daß das Regelschema (R12) auf eine Ungleichung F :(t1  t2 ) angewendet worden ist, dann ist sein Rang



rk (s) = 1 + maxfrk (t1 ); rk (t2 )g :



2



Definition 3.8.6 Ein Tableau T f¨ur eine Menge F von MLSS-Formeln ist ersch¨opft, wenn keine Erweiterungsregelanwendung auf T m¨oglich ist, ohne daß



 



eine Konstante eingef¨uhrt wird, deren Rang gr¨oßer als die Zahl der (Teil-)Formeln in F ist oder ausschließlich Formeln zu einem Ast auf B vorkommen.



B von T hinzugef¨ugt werden, die schon



Man beachte, das ein Tableau, das ersch¨opft ist (Def. 3.8.6), nicht immer auch voll expandiert ist (Def. 3.5.5). Satz 3.8.7 Es gibt genau dann ein ersch¨opftes, nicht geschlossenes CMLSS -Tableau f¨ur eine Menge F von MLSS-Formeln, wenn F erf¨ullbar ist. Wenn also eine Folge von Tableaus f¨ur eine Menge F von MLSS-Formeln in fairer Weise konstruiert wird (d. h., alle m¨oglichen Regelanwendungen werde fr¨uher oder sp¨ater ausgef¨uhrt), dann wird die Konstruktion nach endlich vielen Schritten mit einem Tableau terminieren, das (a) geschlossen ist – dann ist F unerf¨ullbar – oder das (b) ersch¨opft ist – dann ist F erf¨ullbar.



3.8 Gutartige Kalk¨ule f¨ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie
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3.8.5 Eins hr�ankungen des Su hraums Auch wenn der Suchraum des Kalk¨uls CMLSS mit der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Einschr¨ankung endlich ist, ist er doch sehr groß – wegen des Indeterminismus des Schnittregel-Schemas und weil die Zahl der Konstanten, die eingef¨uhrt werden k¨onnen, exponentiell ist in der Gr¨oße der Formelmenge deren Erf¨ullbarkeit u¨ berpr¨uft werden soll. Gl¨ucklicherweise ist es m¨oglich, die Anwendung des Schnittregel-Schemas stark einzuschr¨anken, was gleichzeitig auch die Zahl der neu eingef¨uhrten Konstanten reduziert, weil eine Konstante k vom Rang k nur aus einer Ungleichung erzeugt werden kann, die eine Konstante k 1 vom Rang k 1 enth¨alt. nachdem das SchnittregelSchema mit einem Atom als Schnittformel angewendet worden ist, das k 1 enth¨alt. Die Idee ist nun, zuerst alle Regelschemata außer dem Schnittregel-Schema so lange anzuwenden, bist keine weiteren Regelanwendungen mehr m¨oglich sind, die neue ¨ Formeln zu Asten hinzuf¨ugen, und dann eine Realisation eines offenen Astes zu konstruieren. Die Realisation eines Astes B approximiert eine Mengenstruktur, die die Formeln auf B erf¨ullt (falls B erf¨ullbar ist); sie erf¨ullt zumindest alle Atome der Form T:(t1  t2 ) auf B . Wenn die Realisation nicht auch alle anderen Atome auf B erf¨ullt, dann kann sie verwendet werden, um Schnittregelanwendungen zu finden, die (zumindest teilweise) n¨utzlich und sinnvoll sind. Das Umschalten zwischen der Erweiterung von Tableau¨asten und der Konstruktion m¨oglicher Modelle und die Art und Weise, wie diese Modelle konstruiert werden, a¨ hnelt der Methode, die in (Cantone, 1997) beschrieben ist. Definition 3.8.8 Sei  eine MLSS-Signatur; und sei  eine Menge von MLSS-Tableauformeln u¨ ber  . Wir definieren folgende Bezeichnungen:



 G bezeichne die Menge aller Mengenterme u¨ ber , die in  als (Teil-)Terme vorkommen;



 V bezeichne die Menge (a) aller Terme t 2 G , so daß T:(t  s) ein Atom in  ist, und (b) aller Konstanten aus , die in  vorkommen;



T



bezeichne die Menge aller Konstanten, die in  vorkommen, aber nicht Element von V sind;



¨   bezeichne die Aquivalenzrelation auf G [ T , die durch die Gleichungen in  induziert wird;



 T 0 bezeichne die Menge aller 2 T , so daß 6 s f¨ur alle s 2 G ;  V 0 bezeichne die Menge (V [ T ) n T 0;  u sei f¨ur jedes 2 T 0 ein Element der von-Neumann-Hierarchie V, das von allen u mit = 6 0 verschieden ist. 2 0
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Man beachte, daß T 0 die Konstanten enth¨alt, die durch Anwendungen des Regelschemas (R12) f¨ur Ungleichungen eingef¨uhrt worden sind und die nicht gleich anderen Termen sind (bzgl. der Gleichungen auf dem Ast). Die Interpretation dieser Konstanten muß von der Interpretation aller anderer Terme verschieden sein; w¨ahrend Terme in V 0 die gleiche Interpretation haben k¨onnen. Definition 3.8.9 Sei  eine MLSS-Signatur; sei  eine Menge von Tableauformeln u¨ ber  ; und sei t ein Mengenterm . Dann ist die Menge P (t) der impliziten Vorg¨anger von t wie folgt definiert: 1. 2. 3. 4. 5. 6.



P(;) = ;; P( ) = fs 2 V [ T j T:(s  ) 2 g f¨ur Konstanten ; P(t1 t t2 ) = P (t1) [ P (t2 ); P(t1 u t2 ) = P (t1) \ P(t2 ); P(t1 n t2 ) = P(t1 ) n P(t2 ); und P(ft1 ; : : : ; tngn) = fs 2 V [ T j T:(s ft1; : : : ; tngn) 2 g [ ft1 ; : : : ; tng. 2



Die Mengen impliziter Vorg¨anger k¨onnen benutzt werden, um implizite Enthaltenseins-Zyklen aufzudecken. Wenn beispielsweise s 2 P (t); t 2 P (s) f¨ur Terme s; t gilt, dann kann der Ast geschlossen werden, und es ist nicht notwendig, die Erweiterungsregel (und besonders das Schnittregel-Schema) anzuwenden, um den Zyklus explizit zu machen. Also kann der Kalk¨ul mit Hilfe der Vorg¨anger-Mengen st¨arker ge¨ macht werden, indem ein weiteres Regelschema zum Abschluß von Asten hinzugef¨ugt wird:



0 stimme mit dem Kalk¨ul CMLSS bis auf seine ErDefinition 3.8.10 Der Kalk¨ul CMLSS 0 weiterungsregel EMLSS u¨ berein, die wie folgt definiert ist:



F¨ur alle MLSS-Signaturen  und alle Pr¨amissen   TabForm MLSS ( ) bestehe die 0 ()() aus Menge EMLSS – den Konklusionen in EMLSS ()() (Def. 3.8.3) und



– der Konklusion ff?gg, falls die Mengen der impliziten Vorg¨anger der Terme in  einen Zyklus enthalten, d. h., falls es Mengenterme t1 ; : : : ; tn gibt, die als (Teil-) 2 Terme in  auftreten, so daß t1 2 P (t2 ), . . . , tn 1 2 P (tn ), tn 2 P (t1 ).



0 Satz 3.8.11 Der Kalk¨ul CMLSS f¨ur MLSS ist korrekt und vollst¨andig.



3.8 Gutartige Kalk¨ule f¨ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie



77



Die Menge P (t) impliziter Vorg¨anger enth¨alt diejenigen Terme, die Elemente der Menge repr¨asentieren, die von t repr¨asentiert wird, und deren Enthaltensein aus den Atomen der Form T:(s  a) in  (wobei a eine Konstante ist) und durch Anwendung der Definitionen der Mengenoperationen abgeleitet werden kann, Die Realisation einer Menge von Tableauformeln geht dar¨uber noch hinaus: sie ist eine partielle Definition einer Mengenstruktur, in der verschiedene Terme durch die gleiche Menge interpretiert werden k¨onnen. Definition 3.8.12 Sei  eine MLSS-Signatur; und sei  eine Menge von Tableauformeln u¨ ber  mit ? 62 . Die Realisation R (t) eines Terms t, der in  vorkommt, ist wie folgt definiert: 1. 2. 3.



R(t) = ;, falls t = ;, R(t) = fR(s) j s 2 P (t)g [ futg, falls t 2 T 0,3 und R(t) = fR(s) j s 2 P (t)g sonst.



2



Die Realisation ist effektiv berechenbar und kann benutzt werden, um die Anwendungen des Schnittregel-Schemas einzuschr¨anken: vorausgesetzt, ein Ast B ist ersch¨opft bez¨uglich aller anderer Erweiterungsregel-Schemata, muß das Schnittregel-Schema nur auf solche Terme angewendet werden, die in Atomen vorkommen, die nicht von der Realisation R erf¨ullt werden, wobei  = Form (B ) (wenn es kein solches Atom gibt, dann ist der Ast erf¨ullbar, und die Suche nach einem Tableaubeweis terminiert). Wenn beispielsweise F :(t1  t2 ) ein Atom in  ist, aber R (t1 ) 2 R (t2 ), dann muß es einen Term s geben, so daß (a) R (s) = R (t1 ) (d. h., die Realisation von s ist dieselbe wie die von t1 ) und (b) s ist ein implizites Element von t2 (d. h., s 2 P (t2 )) – aber dieses implizite Enthaltensein ist (noch) nicht explizit dargestellt (es gibt kein Atom T:(s  t2 ) in ). In diesem Fall, wird das Schnittregel-Schema mit dem Atom T:(s  t2 ) als Schnittformel angewendet. 0 erhalten bleibt, Der folgende Satz sagt aus, daß die Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls CMLSS wenn Realisationen verwendet werden, um die Anwendung des Schnittregel-Schemas einzuschr¨anken (ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)). Man beachte, daß der Kalk¨ul nicht abgeschw¨acht wird, sondern daß die Einschr¨ankung eine Technik ist, um 0 Beweisprozeduren, die auf CMLSS basieren, effizienter zu machen.



Definition 3.8.13 Wenn F eine unerf¨ullbar Menge von MLSS-Formeln ist, dann gibt es einen Tableaubeweis T1 ; : : : ; Tn f¨ur F, der unter Beachtung folgender Einschr¨ankungen konstruiert ist: Das Schnittregel-Schema wird nur dann angewendet, um ein Tableau Ti+1 aus Ti abzuleiten, wenn der Ast B von Ti , der erweitert wird, 3 Man muß sicherstellen, daß die u f¨ur alle Terme t von R (t) verschieden sind; es ist immer m¨oglich, solche u zu w¨ahlen.
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Kapitel 3: Tableaukalk¨ule 1. nicht geschlossen ist und 2. mit keinem anderen Erweiterungsregelschema eine Formeln zu werden kann, die nicht schon auf B ist;



B hinzuzuf¨ugt



und die Schnittformel T:(s  t), die f¨ur die Erweiterung verwendet wird, eine der folgenden Bedingungen erf¨ullt, wobei  = Form (B ): 1.



(a) T:(t  t0 ) 2 , (b) (c)



2.



(a) (b) (c)



3.



(a) (b) (c)



R (t) 6= R (t0), und = P (t0 ), und F :(s  t) 62 , oder i. s 2 P (t), s 2 ii. s 2 P (t0 ), s 2 = P (t), und T:(s  t0 ) 2= , F :(t  t0 ), F :(  t), und T:(  t0 ) 2  (f¨ur eine Konstante ), R (t) = R (t0), R(s) = R ( ), und s 2 P (t), s 2= P (t0 ), und T:(s  t) 2= , F :(t0  t) 2 , R (t0) 2 R (t), R (s) = R(t0 ), und s 2 P (t), und T:(s  t) 2= .



2



3.8.6 Ein Verglei h mit Cantones Kalk�ul Der im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Kalk¨ul CMLSS f¨ur MLSS hat gewisse Gemeinsamkeiten mit dem von Cantone (1997) beschriebenen. Ein wesentlicher Unterschied ist, daß Cantones Kalk¨ul auf normalisierte Atome beschr¨ankt ist, d. h., auf Atome, die keine komplexen Mengenterme enthalten. Definition 3.8.14 Eine atomare MLLS-Tableauformel  ist genau dann normalisiert, wenn sie von der Form – S:(a  b),



– S:(a  b),



– T:(a  b t ), – T:(a  b u ),



– T:(a  b n ) oder



– T:(a  fb1 ; : : : ; bn gn ) (n  1) ist, wobei a; b; und b1 ; : : : ; bn Konstanten sind.



2



3.8 Gutartige Kalk¨ule f¨ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie
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Es gibt eine erf¨ullbarkeitserhaltende Transformation beliebiger endlicher Mengen von MLSS-Tableauformeln in Mengen normalisierter Atome, die darauf beruht, neue Konstanten als Abk¨urzungen“ f¨ur komplexe Terme einzuf¨uhren. Beispielsweise wird ”



T:(a  (b u b0 ))



durch



T:(  (b u b0 )) und T:(a  )



ersetzt, wobei eine neue Konstante ist. Der Overhead f¨ur die Ausf¨uhrung dieser Transformation ist vernachl¨assigbar, weil ihre Berechnungskomplexit¨at polynomiell in der Gr¨oße der zu transformierenden Menge ist. Allerdings f¨uhrt die Einf¨uhrung neuer Konstanten zu einem sehr viel gr¨oßeren Suchraum – um so mehr, als diese neuen Konstanten in Gleichungen auftreten. Die Regelschemata (R7), (R3), (R4) und (R10) unseres Kalk¨uls sind – in Verbindung mit den Regelschemata (EQ1) und (EQ2) – Erweiterungen f¨ur komplexe Mengenterme der entsprechenden Schemata in Cantones Kalk¨ul. Beispielsweise entspricht unser Regelschema (R3), das erlaubt,



T:(a  b) und T:(a  b0 ) aus T:(a  (b u b0 )) abzuleiten, Cantones Regelschema, das erlaubt,



T:(a  b) und T:(a  b0 ) aus T:(  (b u b0 )) und T:(a  ) abzuleiten (f¨ur alle a; b; ). Es gibt in Cantones Kalk¨ul kein Regelschema, das unseren Schemata f¨ur Atome, die Nichtenthaltensein ausdr¨ucken ((R5), (R8) und (R9)), entspricht. Betrachten wir die drei Atome



 = F :(  (b1 t b2 ) n b3 );



1



= T:(  b1 );



2



= F :(  b3 ) ;



deren Konjunktion unerf¨ullbar ist. Um einen Ast, der diese Atome enth¨alt, zu schließen, werden unsere Regelschemata (R9) und (R5) angewendet, um das Atom  aufzuspalten und abzuleiten, daß eines der Komplemente 1 und 2 wahr sein muß, was erlaubt, die zwei entstehenden Teil¨aste zu schließen (siehe das Tableau4 in Abbildung 3.3 (a)). Da in Cantones Kalk¨ul kein Regelschemata zum Aufspalten von  existiert, m¨ussen statt dessen Schemata f¨ur Atome, die Enthaltensein ausdr¨ucken, verwendet werden, um  aus 1 und 2 abzuleiten. Zuerst muß  normalisiert werden; das Ergebnis sind die Atome



F :(  d1 ); T:(d1  d2 n b3 ); T:(d2  b1 t b2 ) ;



4 An den i-te Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichnung [i; j ; (R)℄ angeheftet, was andeutet, daß seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (R) von CMLSSF auf eine Pr¨amisse erzeugt wurde, die aus der Formel des j -ten Knotens besteht.
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F :(  (b1 t b2 ) n b3 )



 b1 ) [3; 2 ] T:(  b3 ) [4;1;(R9)] F :(  (b1 t b2 )) [5;1;(R9)] T:(  b3 ) [6;4;(R5)] F :(  b2 ) [9;(3,5);(Compl)] ? [8;(2,6);(Compl)] ? [2;



1 ] T:(



(a)



[1;]



F :(  (b1 t b2 ) n b3 )



 b1 ) [3; 2 ] T:(  b3 ) [4;1;(Norm)] F :(  d1 ) [5;1;(Norm)] T:(d1  d2 n b3 ) [6;1;(Norm)] T:(d2  b1 t b2 ) [7;(2,6)] T:(  d2 ) [8;(3,5)] T:(  d1 ) [9;4,8);(Compl)] ? [2;



1 ] T:(



(b) Abbildung 3.3: Konstruktion eines geschlossenen Teiltableaus mit (a) dem Kalk¨ul CMLSS und (b) Cantones Kalk¨ul.



wobei d1 den Term (b1 t b2 ) n b3 abk¨urzt und d2 den Term b1 t b2 . Dann k¨onnen mit zwei Regelanwendungen T:(  d2 ) und T:(  d1 ) abgeleitet werden. Das letztere dieser beiden Atome kann verwendet werden, um den Ast abzuschließen; es entspricht der Normalisierung des Atoms  (siehe das Tableau in Abbildung 3.3 (b)). Die Notwendigkeit (und M¨oglichkeit), komplexere Terme aus einfacheren zu konstruieren, f¨uhrt zu einem gr¨oßeren Suchraum. Unser Kalk¨ul, der komplexe Terme in einfacherer aufspaltet, ist zielgerichteter.



3.8.7 Ein gutartiger Kalk�ul f�ur MLSSF Um den im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Kalk¨ul CMLSS f¨ur MLSS zu einem Kalk¨ul CMLSSF f¨ur das gr¨oßere Fragment MLSSF zu erweitern, gen¨ugt es,



 



die Vorbedingung f¨ur die Anwendbarkeit der Gleichheitsregel-Schemata abzuschw¨achen (die neuen Schemata (EQ1’) und (EQ2’) sind in Tabelle 3.12 enthalten) und ein Schnittregel-Schema hinzuzuf¨ugen, daß Gleichungen als Schnittformeln verwendet (das Schema (Cut’) in Tabelle 3.12).



Die neuen Regelschemata m¨ussen nur auf funktionale Mengenterme angewendet werden. Nicht-funktionale Terme (auch wenn sie nicht reine Mengenterme sind), k¨onnen die Erweiterungsregel-Schemata des Kalk¨uls CMLSS handhaben. Die Erweiterungsregel EMLSSF von CMLSSF ist unten formal definiert.



3.8 Gutartige Kalk¨ule f¨ur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie



T:(s  t)



[s℄ [t℄



T:(t  s)



[s℄ [t℄



wobei das Vorkommen von s in  innerhalb eines funktionalen Terms ist (EQ1’) (EQ2’)
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T:(t1  t2 ) F :(t1  t2 )



wobei t1 ; t2 Terme auf dem Ast sind, von denen wenigstens einer funktional ist (Cut’)



Tabelle 3.12: Zus¨atzliche Erweiterungsregel-Schemata f¨ur MLSSF.



Definition 3.8.15 Sei  eine MLSSF-Signatur.



F¨ur alle Pr¨amissen   TabForm MLSSF ( ) sei EMLSSF ( )() die kleinste Menge, die die folgenden Konklusionen enth¨alt: – – –



ff1; : : : ; ngg f¨ur alle  2  (Tabellen 3.1 und 3.10); ff 1g; : : : ; f ngg f¨ur alle 2  (Tabellen 3.1 und 3.10); ff[t℄gg f¨ur alle (a) [s℄ und (b) T:(s  t) oder T:(t  s) in , so daß s ein echter Teil-



term eines funktionalen Terms in [s℄ ist, wobei Vorkommen von s durch t ersetzt wird; – –



[t℄ aus [s℄ entsteht, indem ein



ff F :(s1  s2)gg f¨ur alle T:(s1  t) und F :(s2  t) in ; ffT:(s  t)g; f F :(s  t)gg f¨ur alle Mengenterme s und t, so daß



s oder f: : : ; s; : : :gn und 2. t oder f: : : ; t; : : :gn



1.



als Top-level-Terme in Atomen in  auftreten;



–



– –



ffT:(t1  t2 )g; f F :(t1  t2 )gg



f¨ur alle Mengenterme t1 und t2 , die in einer ein funktionaler Term ist;



 vorkommen und von denen wenigstens



ffT:(  t1) ; F :(  t2 )g, f F :(  t1) ; T:(  t2 )gg f¨ur alle F :(t1  t2 ) in , wobei = sko MLSSF ( F :(t1  t2 )) ff?gg, falls



1. T: :G; F : :G 2  f¨ur ein Atom G, 2. T:(t ;) 2 ,
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4. es f¨ur ein k



2 N Atome T:(ti  ti+1) (1  i < k) und T:(tk  t1 ) in  gibt. 2



Der Kalk¨ul CMLSSF f¨ur MLSSF ist korrekt und vollst¨andig (ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)); er ist jedoch keine Entscheidungsprozedur. Satz 3.8.16 Der Kalk¨ul CMLSSF f¨ur MLSSF ist korrekt und vollst¨andig.



3.8.8 Eins hr�ankung des S hnittregel-S hemas mit Hilfe von Starrer E Uni kation Die im vorangegangenen Abschnitt eingef¨uhrten zus¨atzlichen Regelschemata des Kalk¨uls CMLSSF sind hochgradig nicht-deterministisch. In diesem Abschnitt beschreiben wir ein Erweiterungsregel-Schema f¨ur MLSSF, das sehr viel zielgerichteter ist, und zu einem kleineren Suchraum f¨uhrt. Es basiert auf dem Konzept der starren E -Unifikation. Definition 3.8.17 Sei  eine MLSSF-Signatur. Eine Gleichung mit starren Variablen ist eine Formel mit starren Variablen u¨ ber von der Form t  t0 .



fv



Ein starres E -Unifikationsproblem hE; s; ti besteht aus einer endlichen Menge E starrer Gleichungen und aus Termen s und t u¨ ber fv .



Eine Substitution  2 Subst (fv ) ist genau dann eine L¨osung des Problems hE; s; ti, wenn s und t gleich sind in der freien Algebra, die durch E definiert wird, wobei die freien Variablen in E als Konstanten behandelt werden. 2 Das Problem zu entscheiden, ob ein gegebenes starres E -Unifikationsproblem eine L¨osung besitzt, ist entscheidbar (es ist NP-vollst¨andig). Im allgemeinen ist die Zahl ¨ der L¨osungen unendlich. Ein Uberblick u¨ ber Methoden zur L¨osung starrer E -Unifikationsprobleme findet sich in (Beckert, 1998b). Die Idee ist nun, starre E -Unifikation f¨ur die Behandlung des funktionalen Anteils von MLSSF zu verwenden, und die MLSS-Erweiterungsregel f¨ur die Behandlung des nicht-funktionalen (also mengentheoretischen) Anteils. Das zus¨atzliche Erweiterungsregel-Schema, das wir im folgenden beschreiben, ist das Bindeglied zwischen diesen beiden Teilen. Betrachten wir z. B. einen Ast B , der die beiden Atome



T:(f (a)  b) und T:(g (f (a u (b t a)))  g (b))
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enth¨alt. Der Ast B ist unerf¨ullbar, weil a \ (b [ a) = a und also



g (f (a \ (b [ a))) = g (f (a)) = g (b) ; das impliziert g (b) 2 g (b), was ein Enthaltenseins-Zyklus ist. Um den Ast B mit Hilfe der Erweiterungsregel von CMLSSF um ein geschlossenes Teiltableau zu erweitern, muß man zun¨achst die mengentheoretischen Gleichungen finden, die bewiesen werden m¨ussen (eine solche Gleichung wird bewiesen, indem man sie als Schnittformel benutzt; nachdem der Ast, der das Komplement der Gleichung enth¨alt, abgeschlossen ist, steht sie auf dem verbliebenen offenen Ast zur Verf¨ugung). Im obigen Beispiel ist a \ (b [ a) = a die Gleichung, die man beweisen muß. Die Frage, welche mengentheoretischen Gleichungen bewiesen werden m¨ussen, damit ein Ast B geschlossen werden kann, wird wie folgt in starre E -Unifikationsprobleme u¨ bersetzt: f¨ur jedes Paar s; t von Termen, die, w¨aren sie gleich, den Abschluß des Astes gestatten w¨urden (z. B. die Terme s; t, wenn F :(s  t) auf B ist), wird ein starres E Unifikationsproblem erzeugt. In s und t werden alle (maximalen) nicht-funktionalen Teilterme durch starre Variablen ersetzt; die daraus resultierenden Terme srv und trv und die Gleichungen des Astes bilden ein starres E -Unifikationsproblem. Jede L¨osung des Problem entspricht einer Gleichung zwischen nicht-funktionalen Teiltermen, die, wenn man sie beweisen kann, es erlaubt, den Ast abzuschließen. Die den L¨osungen entsprechenden Ungleichungen werden als Konklusion verwendet, d. h., sie k¨onnen (disjunktiv verkn¨upft) zum Ast hinzugef¨ugt werden. Definition 3.8.18 Sei  eine Menge atomare MLSSF-Tableauformel. Die Menge rv werde aus  konstruiert, indem alle nicht-funktionalen (Teil-)Terme t in  durch eine starre Variable Xt ersetzt werden.



Sei die Substitution  wie folgt definiert:  (Xt ) = t f¨ur alle Terme t, die in  vorkommen und ersetzt worden sind (d. h.,  ist die inverse Operation der Transformation, die rv aus  konstruiert: rv  = ). 2



Beispiel 3.8.19 Sei



 = fT:((a u ) t b  ); T:[f ( )  g (a u ; f (d n e))℄g ; dann ist



rv = fT:(X1  X2 ); T:[f (X2 )  g (X3; f (X4 ))℄g



das Ergebnis der Transformation.



2



Definition 3.8.20 Sei  eine MLSSF-Signatur; sei   TabForm MLSSF ( ) eine Pr¨amisse; sei  die Menge aller Atome in , die von der Form T:(t1  t2 ), T:(t1  t2 ) oder F :(t1  t2 ) sind; und sei Erv die Menge aller Gleichungen mit starren Variablen in rv .
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Weiterhin sei  = fx1



r1 ; : : : ; x n



rn g (n  1) eine simultane L¨osung5



1. starrer E -Unifikationsprobleme hErv ; s1 ; t1 i und hErv ; s2 ; t2 i, so daß T:(s1 und F :(s2  t2 ) in rv  vorkommen, oder



 t1 )



2. starrer E -Unifikationsprobleme hErv ; t1 ; t01 i, . . . , hErv ; tn ; t0n i (n  1), so daß Atome T:(t1  t02 ; : : : ; tn 1  t0n ) und T:(tn  t01 ) in rv  einen potentiellen Enthaltenseins-Zyklus bilden.



Dann ist die Konklusion



ff F :( (X1 )  r1 B )g; : : : ; f F :(B (Xn)  rnB )g eine EU-Konklusion von .



2



Mit Hilfe des Begriffs der EU-Konklusion kann die verbesserte Erweiterungsregel EU EU EMLSSF des Kalk¨uls CMLSSF wie folgt definiert werden: Definition 3.8.21 Sei  eine MLSSF-Signatur.



EU ( )() aus F¨ur alle Pr¨amissen   TabForm MLSSF ( ) bestehe die Menge EMLSSF den Konklusionen in EMLSS ( )() (Def. 3.8.3) und (zus¨atzlich) allen EU-Konklusionen von . 2



Beispiel 3.8.22 Wir setzen das Beispiel vom Anfang dieses Abschnittes fort und wenEU den die Erweiterungsregel des neuen Kalk¨uls CMLSSF an, um ein geschlossenes Teiltableau unter einem Ast zu konstruieren, der die Atome



T:(f (a)  b) und T:(g (f (a u (b t a)))  g (b)) enth¨alt. Das einzige E -Unifikationsproblem, das aus diesen Atomen extrahiert werden kann, ist hff (Xa)  Xb g; g(f (Xau(bta))); g(Xb)i :



Eine allgemeinste L¨osung dieses Problems ist die Substitution fXa 7! Xau(bta) g. DaEU , den Ast mit dem Atom her erlaubt das neue Erweiterungsregel-Schema von CMLSSF F :(a  a u (b t a)) zu erweitern; er kann dann zu einem geschlossenen Teiltableau erweitert werden (siehe Abbildung 3.4). 2 5 Die Substitution  muß eine simultane L¨osung mehrerer E -Unifikationsprobleme sein, d. h., ein



simultanes starres E -Unifikationsproblem muß gel¨ost werden. Im allgemeinen ist die simultane starre E -Unifikation unentscheidbar. Aber die simultanen Probleme, die hier gel¨ost werden m¨ussen, geh¨oren zu einer entscheidbaren Teilklasse, n¨amlich der Klasse simultaner starrer E Unifikationsprobleme von der FormfhE; s1 ; t1 i; : : : ; hE; sn ; tn ig, bei denen die Gleichungsmengen identisch sind. In diesem Fall ist jede Substitution, die (a) eine L¨osung des nicht-simultanen Problems hE; f (s1 ; : : : ; sn ); f (t1 ; : : : ; tn )i ist und (b) keine Variable mit einem Term instantiiert, der f enth¨alt, eine L¨osung des urspr¨unglichen Problems (das Funktionssymbol f darf nicht im urspr¨unglichen Problem vorkommen).
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T:(f (a)  b)



T:(g (f (a u (b t a)))  g (b)) T:(a 6 a u (b t a)) T:(  a) F :(  a u (b t a)) F :(  a)



?



F :(  b) F :(  a)



?



F :(  a) T:(  a u (b t a)) T:(  a)



T:(  b t a)



?



Abbildung 3.4: Ein geschlossenes Teiltableau, das mit der Erweiterungsregel des EU Kalk¨uls CMLSSF konstruiert ist ( 3.8.22).



Das neue Erweiterungsregel-Schema u¨ berschneidet sich teilweise mit anderen Regelschemata. Es erlaubt beispielsweise, F :(s1  s2 ) aus T:(s1  t) und F :(s2  t) abzuleiten, falls s1 und s2 nicht-funktionale Terme sind. Das gleiche ist auch durch Anwendung des Regelschemas (R11) m¨oglich. Es ist nicht notwendig, starre E -Unifikationsprobleme zu ber¨ucksichtigen, die aus Ungleichungen F :(s  t) in Lrv  konstruiert werden k¨onnen. Weil n¨amlich, nachdem das Regelschema (R11) angewendet worden ist, der Ast entweder die Atome T:(  s), F :(  t) oder die Atome F :(  s), T:(  t) enth¨alt. EU Die Erweiterungsregel von CMLSSF ist korrekt, und das neue Schema hilft, den SuchEU auch vollst¨andig ist, raum zu verkleinern. Es besteht die Vermutung, daß CMLSSF daß also die auf starrer E -Unifikation basierende Regelschema die Schemata (EQ1’), (EQ2’), und (Cut’) es Kalk¨uls CMLSSF tats¨achlich ersetzen kann, dies ist aber bis jetzt unbewiesen. EU Satz 3.8.23 Der Kalk¨ul CMLSSF f¨ur MLSSF ist korrekt. EU f¨ur MLSSF ist vollst¨andig. Vermutung 3.8.24 Der Kalk¨ul CMLSSF



Beispiel 3.8.25 Wir beweisen, daß die Formel



G = [a  [(f (a) n f (a t (b u a))) t d t e℄



^ e t b  a℄ ! a  d



eine MLSSF-Tautologie ist; sie enth¨alt das freie Funktionssymbol f . Intuitiv ist wie folgt einzusehen, daß die Formel G eine Tautologie ist: Wir machen die Annahme, daß a ein Element von wenigstens einer der drei Mengen u = f (a) n f (a [ (b \ a)), d und e ist und daß e [ b ein Element von a ist. Nun kann a nicht in der Menge u enthalten sein, weil a = (a [ (b \ a)) und darum u die leere Menge ist (f¨ur alle Interpretationen von f ); die Menge e kann a nicht enthalten, denn andernfalls g¨abe es einen Enthaltenseins-Zyklus a 2 (e [ b) 2 a. Also muß a in der Menge d enthalten sein.
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Abbildung 3.5 zeigt ein geschlossenes Tableau f¨ur :G.6 Die Unerf¨ullbarkeit von :G impliziert die Allgemeing¨ultigkeit von G. Formel (11) ist aus den Formeln (9) und (10) durch Anwendung des EU-Regelschemas abgeleitet. Die Substitution fxa xat(bua) g ist eine L¨osung der starren E -Unifikationsprobleme h;; Xa ; Xa i und h;; hf (Xa ); f (Xat(bua) )i, die aus 9 und 10 entstehen. Dementsprechend ist die Ungleichung F :(a  a t (b u a)) zum Ast hinzugef¨ugt. Bei der Anwendung des Regelschemas (R12) auf die Formel (11), durch die die Formeln (12)–(15) zum Tableau hinzugef¨ugt werden, wird die Skolem-Konstante 



1 = sko MLSSF ( F :(a  a t (b u a))) eingef¨uhrt.



Der Ast, der in dem Knoten (30) endet, ist durch den Enthaltenseins-Zyklus e t b  a ¨ und a  e t b (Formeln (6) und (28)) geschlossen. Alle anderen Aste sind durch Paare komplement¨arer Atome geschlossen. ¨ Wenn das Regelschema zum Abschluß von Asten verwendet wird, das auf der Berechnung von Mengen impliziter Vorg¨anger zum Auffinden impliziter EnthaltenseinsZyklen beruht (Def. 3.8.10), dann wird die Schnittregelanwendung, die die Formeln (28) und (29) erzeugt, nicht ben¨otigt, sondern der Teilast, dessen Blatt der Knoten (26) ist, kann sofort geschlossen werden; er enth¨alt einen impliziten Zyklus, weil aus a 2 e folgt, daß a 2 e [ b (dieser Zyklus wird durch die Schnittregelanwendung explizit gemacht). Die Menge aller m¨oglichen impliziten Vorg¨anger von Termen auf dem Teilast, der in Knoten (26) endet, ist fa; b; d; e; f (a); f (a t (b u a)); (e t b)g. Die Vorg¨angerMengen der Konstanten sind:



P(a) P(b) P (d) P(e)



= = = =



fe t bg ; ; fag



Die Vorg¨anger-Menge von e t b ist



P (e t b) = P(e) [ P(b) = fag : Damit haben wir a 2 P (e t b) und e t b 2 P (a), was das Vorhandensein eines impliziten Enthaltenseins-Zyklus anzeigt. 2 6 An den i-ten Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichnung [i; j ; (R)℄ angeheftet, was andeutet, daß EU auf eine Pr¨amisse erzeugt wurde, seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (R) von CMLSSF die aus der Formel des j -ten Knotens besteht.



[1;–;(Init)]



[2;1;()]



T:: [a  [f (a) n f (a t (b u a))℄ t d t e







F : [a  [f (a) n f (a t (b u a))℄ t d t e



[3;2;()]



[7;5;(R7)]



[9;7;(R4)]



F :(a  a t (b u a))



[8;5;(R7)] [25;8;(R7)]



T:(a  d t e)



T:(a  d)



[27;(4,25);(Compl)] [28;–;(Cut)]



?



[26;8;(R7)]



T:(a  e t b)



[30;(6,28);(Cycle)]



?



 a) [13;11;(R12)] F :( 1  a t (b u a)) [15;11;(R12)] T:( 1  a t (b u a)) [19;15;(R7)] T:( 1  a) [16;13;(R5)] F :( 1  a) [20;15;(R7)] T:( 1  b u a) [21;(14,19);(Compl)] ? [17;13;(R5)] F :( 1  b u a) [22;20;(R3)] T:( 1  b) [18;(12,16);(Compl)] ? [23;20;(R3)] T:( 1  a) [24;(14,23);(Compl)] ? [12;11;(R12)]



T:( 1  a)



T:(a  f (a))



F :(a  f (a t (b u a)))



[11;(9,10);(EU)]



^ e t b  a℄ ! a  d







T:(a  [(f (a) n f (a t (b u a))) t d t e℄ ^ e t b  a) [4;2;()] F :(a  d) [5;3;()] T:(a  [(f (a) n f (a t (b u a))) t d t e℄) [6;3;()] T:(e t b  a)



T:(a  f (a) n f (a t (b u a)))



[10;7;(R4)]



^ e t b  a℄ ! a  d







[14;11;(R12)]



F :( 1



T:(a  e) F :(a  e t b) F :(a  e) [32;30;(R5)] T:(a  b)



[29;–;(Cut)]



[31;30;(R5)]



[33;(26,31);(Compl)]



?
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Abbildung 3.5: Tableaubeweis f¨ur eine MLSSF-Formel (Beispiel 3.8.25).
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4 4.1



Erweiterungen Einf� uhrung



In diesem Kapitel werden Techniken zur Verbesserung von Tableaukalk¨ulen vorgestellt, die die auf den Kalk¨ulen basierenden Beweisprozeduren effizienter machen. Nur solche Techniken werden in diesem Kapitel behandelt, die es erfordern, den Kalk¨ul zu ver¨andern. Heuristiken und Methoden zur Organisation der Beweissuche, d. h., Techniken zur Konstruktion einer effizienten Beweisprozedur basierend auf einem gegebenen Kalk¨ul, werden im n¨achsten Kapitel behandelt.



Verst�arkung des Kalk�uls Ein Kalk¨ul wird verst¨arkt, wenn er in solcher Weise ver¨andert wird, daß (zumindest f¨ur manche Formeln) k¨urzere Beweise existieren; das kann beispielsweise dadurch geschehen, daß man die Tableauregel so erweitert, daß zus¨atzliche Konklusionen aus bestimmten Pr¨amissen abgeleitet werden k¨onnen. In den meisten F¨allen wird ein Kalk¨ul indeterministischer, wenn er verst¨arkt wird; das heißt, es gibt bei jedem Erweiterungsschritt mehr verschiedene M¨oglichkeiten fortzufahren als mit dem urspr¨unglichen Kalk¨ul. Man muß daher abw¨agen zwischen dem Vorteil, daß es k¨urzere Beweise gibt, und dem Nachteil, daß diese k¨urzeren Beweise schwieriger zu finden sein k¨onnen, weil der Suchraum mehr Verzweigungspunkte hat. Leider gibt es kein allgemeines Kriterium, um zu entscheiden, ob eine bestimmte Kalk¨ul-Verst¨arkung n¨utzlich f¨ur das Automatische Beweisen ist. Einige automatische Deduktionssysteme benutzen sogar abgeschw¨achte Kalk¨ule, die weniger Wahlm¨oglichkeiten bieten, – auf Kosten einer Vergr¨oßerung der jeweils kleinsten existierenden Beweise; dazu geh¨oren beispielsweise solche Beweisprozeduren f¨ur pr¨adikatenlogische Klausellogik, die eine starke Konnektionsbedingung verwenden (siehe Abschnitt 5.5). Die nicht-analytische Schnittregel, die erlaubt, f¨ur alle Markierungen  und Formeln  die Konklusion ff :T:g; f : F :gg aus der leeren Pr¨amisse abzuleiten, ist ein typisches Beispiel f¨ur eine Kalk¨ul-Erweiterung, bei der der Nachteil des zus¨atzlichen Indeterminismus den Vorteil, daß k¨urzere Beweise existieren, bei weitem u¨ berwiegt. In automatischen Deduktionssystemen wird die Schnittregel niemals ohne Einschr¨ankung verwendet. Es gibt jedoch eingeschr¨ankte Versionen der Schnittregel, wie beispielsweise die Erzeugung lokaler Lemmata (Abschnitt 4.5), mit der k¨urzere Beweise kon89
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struiert werden k¨onnen, ohne daß zu viele zus¨atzliche Wahlm¨oglichkeiten bei der Regelanwendung eingef¨uhrt werden. Eine Methode zur Verst¨arkung von Kalk¨ulen, die immer von Vorteil ist, ist die in Abschnitt 4.6 beschriebene Pruning-Technik, denn sie erlaubt, kleinere Tableaubeweise zu konstruieren, und f¨uhrt keinerlei neue Wahlm¨oglichkeiten ein. Eine anderer n¨utzlicher Weg, Tableaukalk¨ule zu verst¨arken, ist die Einf¨uhrung universeller Variablen (Abschnitt 4.3); diese Technik kann zu exponentiell k¨urzeren Beweisen f¨uhren und f¨uhrt nur wenige zus¨atzliche Wahlm¨oglichkeiten ein.



Aufs hieben von Ents heidungen



Oft ist es m¨oglich, mehrere verschiedene Tableaus – und damit verschiedene Teile des Suchraums – durch ein einzelnes Tableau zu repr¨asentieren, wenn man zus¨atzliche syntaktische Hilfsmittel einf¨uhrt. Ein typisches Beispiel ist die Technik der starren Variablen (Abschnitt 4.2), wobei Tableaus, die gleich sind bis auf die Ersetzung bestimmter Terme durch andere Terme, alle durch ein einziges Tableau repr¨asentiert werden, in dem eine freie (starre) Variable als Platzhalter f¨ur die verschiedenen Terme verwendet wird. In gewissem Sinne f¨uhrt das Aufschieben von Entscheidungen zu einer Breitensuche, bei der verschiedene Teile des Suchraums solange gleichzeitig durchsucht werden, bis genug Information angesammelt wurde, so daß eine informierte Entscheidung getroffen werden kann, auf welchen Teil des Suchraums sich die Suche im weiteren konzentrieren sollte. Wenn eine Tableauregelanwendung es beispielsweise erfordert, daß eine starre Variable X mit einem bestimmten Term t instantiiert wird, dann ist die Entscheidung, X mit t zu instantiieren in dem Sinne eine informierte Entscheidung, als man weiß, daß die Instantiierung sinnvoll ist, weil eine Regelanwendung existiert, die ohne die Instantiierung nicht m¨oglich ist. Techniken zum Aufschieben von Entscheidungen sind immer vorteilhaft, wenn man als G¨utemaß die Zahl der Regelanwendungen betrachtet, die ausgef¨uhrt werden, bis ein Tableaubeweis gefunden ist. Solche Techniken k¨onnen allerdings schwierig zu implementieren sein. Wenn beispielsweise eine starre Variable mit einem Term instantiiert wird, der sich sp¨ater als die falsche Wahl herausstellt, dann kann es sehr viel schwerer werden, einen Tableaubeweis zu finden (nicht aber unm¨oglich, vorausgesetzt der Kalk¨ul ist beweiskonfluent). Es ist also vorteilhaft, starre Variablen so lange nicht zu instantiieren, als es nicht absolut sicher ist, daß eine bestimmte Instantiierung n¨utzlich ist. Eine Instantiierung, die m¨oglicherweise n¨utzlich ist, m¨oglicherweise aber auch nicht, sollte statt dessen als Heuristik verwendet werden, d. h. Erweiterungsregelanwendungen, die mit solch einer Instantiierung kompatibel sind, werden bevorzugt, sind aber nicht notwendigerweise die einzigen, die betrachtet werden. Weil diese Methode aber schwierig zu implementieren ist, wenden praktisch alle tableaubasierten Deduktionssysteme f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe eine Substitution starrer Variablen durch Terme auf das ganze Tableau an, sobald festgestellt wurde, daß sie den Abschluß eines einzelnen Astes erm¨oglicht, – anstatt zuerst f¨ur jeden Ast des Tableaus



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen
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nach einer Substitution zu suchen, die erlaubt ihn abzuschließen, und dann zu versuchen, alle diese Substitutionen zu kombinieren, um so eine einzelne Substitution zu ¨ konstruieren, mit der alle Aste zugleich abgeschlossen werden k¨onnen. Ein anderer Nachteil von Techniken zum Aufschieben von Entscheidungen ist, daß sie die Interaktion zwischen dem Beweissystem und dem Benutzer erschweren (der Grund f¨ur eine solche Interaktion kann sein, daß das System nicht voll automatisiert ist oder auch daß ein gefundener Beweis dem Benutzer mitgeteilt werden soll). Menschen bevorzugen Kalk¨ule mit einer einfachen Erweiterungsregel. Jede ihrer Anwendungen sollte syntaktisch (nicht unbedingt semantisch) einfach sein, d. h., sie sollten einfach nachzuvollziehen und ihre Vorbedingungen einfach zu u¨ berpr¨ufen sein, und sie sollte keine Seiteneffekte haben. Kalk¨ul-Erweiterungen zum Aufschieben von Entscheidungen resultieren jedoch typischerweise in einem syntaktisch komplizierteren Kalk¨ul; Regelanwendungen k¨onnen nicht-lokale Seiteneffekte haben, wie beispielsweise die Instantiierung freier Variablen (das Problem der Benutzerinteraktion wird f¨ur den Fall der Pr¨adikatenlogik erster Stufe in (Stenz et al., 1999) diskutiert). 4.2



Tableaukalk� ule mit starren Variablen



4.2.1 Die Idee starrer Variablen Das Konzept der starren Variablen1 , das aus dem Automatischen Beweisen in Pr¨adikatenlogik erster Stufe bekannt ist, basiert auf der Beobachtung, daß die Erweiterungsregel vieler Kalk¨ule f¨ur Logiken mit Termen f¨ur bestimmte Pr¨amissen stabil ist bez¨uglich der Ersetzung von Termen in  durch andere Terme; insbesondere gibt es Pr¨amissen, aus der eine Konklusion C (t) f¨ur alle Terme t abgeleitet werden kann. Beispiel 4.2.1 Ein typisches Beispiel ist die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CPL1 aus Abschnitt 3.6. Sie ist stabil f¨ur Pr¨amissen, die aus -, -, - und Æ -Formeln bestehen. Zum Beispiel kann die Konklusion ff1 [t 7! t0 ℄; 2 [t 7! t0 ℄gg f¨ur alle Terme t0 aus einer Pr¨amisse abgeleitet werden, die die -Formel [t 7! t0 ℄ enth¨alt. Pr¨amissen, die eine -Formel enthalten, erlauben die Konklusion C (t) = ff 1 (t)gg f¨ur alle Terme t abzuleiten. Die Erweiterungsregel von CPL1 ist nur f¨ur Pr¨amissen instabil, aus denen ? abgeleitet werden kann, die also erlauben einen Ast abzuschließen; beispielsweise kann aus fT:(s); F :(t)g[t 7! t0℄ nur dann ? = ?[t 7! t0 ℄ abgeleitet werden, wenn t0 = s. 2



Wenn ein Kalk¨ul eine Erweiterungsregel hat, dann kann man, anstatt Terme bei ihrer Einf¨uhrung zu raten“, diese durch eine starre Variable repr¨asentieren, die sp¨ater ” 1 In der Literatur – insbesondere der u¨ ber Kalk¨ule f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe – werden verschiedene andere Namen f¨ur freie und besonders f¨ur starre Variablen verwendet, so beispielsweise Parameter, Dummy-Variable und Meta-Variable.
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bei Bedarf“ instantiiert werden, wenn die Erweiterungsregel auf eine Pr¨amisse an” gewendet wird, f¨ur die sie nicht stabil ist, wenn also die Regelanwendung ohne die Instantiierung der starren Variablen nicht m¨oglich ist. Gew¨ohnlich k¨onnen Unifikationsalgorithmen verwendet werden, um allgemeinste Substitutionen zu finden, die eine bestimmte Regelanwendung erlauben. Intuitiv steht eine Formel, die eine starre Variable X enth¨alt, f¨ur eine einzelnes (unbekanntes) Element der Menge aller Formeln, die man erh¨alt, wenn man X durch einen Term ersetzt (vgl. Abschnitt 4.3, wo freie Variablen eingef¨uhrt werden, die alle Terme repr¨asentieren und universelle Variablen genannt werden). Alle Vorkommen einer starren Variablen in einem Tableau m¨ussen immer mit dem selben Term instantiiert werden (was der Grund daf¨ur ist, daß diese Variablen starr“ genannt werden). Darum ” kann die Instantiierung einer starren Variablen um eine Erweiterungsregelanwendung m¨oglich zu machen, eine andere Regelanwendung verhindern, was besonders problematisch ist, wenn der Kalk¨ul nicht beweiskonfluent ist. Kalk¨ule mit starren Variablen werden gew¨ohnlich durch Heben“ (liften) eines Grund” kalk¨uls konstruiert. Bisher ist das jedoch zumeist ein Ad-hoc-Verfahren. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, das die Erweiterungsregel eines Kalk¨uls f¨ur einige oder die meisten Pr¨amissen stabil ist unter der Ersetzung von Termen durch andere Terme. Dann wird die Pr¨amisse in einem ersten Schritt f¨ur diejenigen Pr¨amissen gehoben, die die Ableitung einer Konklusion C (t) f¨ur alle Terme t erlauben; in der Version mit starren Variablen kann aus einer solchen Pr¨amisse die Konklusion C (X ) abgeleitet werden. In einem zweiten Schritt wird die Erweiterungsregel der Version mit starren Variablen f¨ur andere Pr¨amissen entworfen (oft in Ad-hoc-Manier), so daß der Kalk¨ul korrekt und vollst¨andig ist. Das kann jedoch schwierig sein, und es kann versteckte Fallen geben – besonders, wenn der Grundkalk¨ul nicht gutartig ist. Man muß genau u¨ berpr¨ufen, f¨ur welche Pr¨amissen die urspr¨ungliche Erweiterungsregel (ohne starre Variablen) stabil ist und f¨ur welche nicht. Beispiel 4.2.2 Die Tatsache, daß das Heben eines Grundkalk¨uls schwierig sein kann, wird durch die Geschichte der Kalk¨ule mit starren Variablen f¨ur Pr¨adikatenlogik erster Stufe veranschaulicht: Als die ersten Versionen definiert wurden, u¨ bersahen einige Autoren, daß die Grund-Erweiterungsregel, die sie benutzten, f¨ur Æ -Formeln nicht stabil war, da sie verlangte, daß die durch eine Regelanwendung auf eine aus einer Æ -Formel bestehende Pr¨amisse eingef¨uhrte Konstante neu sei. Andere Autoren l¨osten (bzw. umgingen) dieses Problem, indem sie ein korrektes ErweiterungsregelSchema f¨ur Æ -Formeln entwarfen, das jedoch nicht durch Heben des entsprechenden Schemas des Grundkalk¨uls entstand (siehe Abschnitt 4.4 f¨ur eine Diskussion, wie das Erweiterungsregel-Schema f¨ur Æ -Formeln verbessert werden kann). 2 Solche versteckten Fallen k¨onnen vermieden werden, indem man zun¨achst den Grundkalk¨ul ver¨andert, so daß er f¨ur m¨oglichst viele Pr¨amissen stabil wird, bevor man ihn hebt. Das Entwurfsproblem ist dann, die Regel des Grundkalk¨uls stabil zu machen;



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen
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ein Beispiel ist die Erweiterungsregel aus Abschnitt 3.6, die etwas unintuitiv sein mag, die aber auch f¨ur Æ -Formeln stabil ist. Wenn ein Kalk¨ul C fv mit starren Variablen durch Heben aus einem stabilen Grundkalk¨ul C gd konstruiert worden ist, dann folgen Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C fv aus Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C gd und m¨ussen nicht extra bewiesen werden. Insbesondere muß man also, da die Beziehung zwischen der Grundversion und der Version mit starren Variablen eines Kalk¨uls rein syntaktisch ist, nicht extra eine geeignete Semantik f¨ur Tableaus mit starren Variablen entwerfen. Die Semantik eines Tableaus mit starren Variablen kann in uniformer Weise, basierend auf der Semantik seiner Grundinstanzen, definiert werden (Abschnitt 4.2.9).



4.2.2 Syntax von Tableaukalk�ulen mit freien Variablen Die Ersetzung von Termen durch freie Variablen ist nicht auf den Formelteil G einer Tableauformel S: :G beschr¨ankt, sondern diese k¨onnen auch in der Markierung  und dem Vorzeichen S verwendet werden. Das heißt, wir machen die Annahme, daß die Menge der Tableauformeln eine Sprache mit Termen ist. Markierungen und Formeln k¨onnen gegebenenfalls Variablen derselben Sorte enthalten (und also auch Variablen gemeinsam haben). Freie Variablen, die in Vorzeichen verwendet werden, m¨ussen von einer besonderen Sorte s sein, so daß T und F die einzigen Terme von der Sorte s sind.



L



Definition 4.2.3 Ein Kalk¨ul C fv f¨ur eine Logik heiße ein Kalk¨ul mit freien Variablen (bzgl. der Menge Var freier Variablen), wenn f¨ur jede Signatur  2 Sig von diejenige Erweiterung fv von , die verwendet wird, um Tableauformeln aufzubauen, auch Erweiterung einer Signatur gd 2 Sig ist (die ebenfalls eine Erweiterung von  ist), so daß folgende gilt: 1. die Menge TabForm (gd ) von Tableauformeln u¨ ber Termen (Def. 2.2.1);



L



gd ist eine Sprache mit



2. die Menge TabForm (fv ) von Tableauformeln u¨ ber fv ist die (gem¨aß Definition 2.2.2) aus TabForm (gd ) und der Menge Var freier Variablen konstruiert Sprache mit freien Variablen, d. h.,



TabForm (fv ) = (TabForm (gd ))fv : Die Termmengen von TabForm (fv ) und TabForm (gd ) seien mit TabTerm (fv ) bzw. TabTerm (gd ) bezeichnet. Ein Kalk¨ul C gd ist ein Grundkalk¨ul (bzgl. der Menge Var freier Variablen), wenn seine Tableauformeln keinerlei freie Variablen aus Var enthalten.



2
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Beispiel 4.2.4 Eines der seltenen Beispiele f¨ur die N¨utzlichkeit freier Variablen in Vorzeichen ist ein Erweiterungsregel-Schema, das erlaubt, die nicht verzweigende Kon¨ fT:(F $ G)g enth¨alt, klusion ffX :F; X :Ggg aus einer Pr¨amisse, die die Aquivalenz abzuleiten. 2 Die Klasse der Tableaukalk¨ule mit freien Variablen ist nur dadurch charakterisiert, daß ihre Tableauformeln freie Variablen enthalten. Alle Definitionen aus Kapitel 3 von Begriffen wie Ast, Tableau, Tableaubeweis, Beweiskonfluenz, Monotonie, usw. bleiben unver¨andert. Die Begriffe eines Kalk¨ul mit Erweiterungsregel und der Gutartigkeit sind jedoch in dem Fall, daß ein Kalk¨ul starre Variablen verwendet, nicht angemessen und m¨ussen entsprechend angepaßt werden (siehe Abschnitte 4.2.3 und 4.2.5).



4.2.3 Starre Variablen verwendende Tableaukalk�ule mit Erweiterungsregel Der Begriff eines Kalk¨uls mit Erweiterungsregel (Abschnitt 3.3.3) – und also der eines gutartigen Kalk¨uls (Abschnitt 3.3.7) – sind f¨ur Kalk¨ule, die starre Variablen verwenden nicht angemessen, weil bei einem Kalk¨ul mit Erweiterungsregel alle Tableauformeln auf einem Tableau T unver¨andert bleiben m¨ussen, wenn es erweitert wird; es ist nicht zul¨assig, in T auftretende starre Variablen zu instantiieren. Darum f¨uhren wir den Begriff einer Erweiterungsregel mit starren Variablen ein, wobei eine Konklusion (neben einer endlichen Menge von Extensionen) eine Substitution enth¨alt, die auf das ganze Tableau angewendet wird, wenn C f¨ur die Erweiterung des Tableaus verwendet wird. Von der Anwendung dieser Substitution abgesehen, d¨urfen Tableauregelanwendungen auch weiter nur lokale Auswirkungen haben. Das heißt, eine Regelanwendung erweitert einen Ast eines Tableaus und, was die M¨oglichkeiten f¨ur die Erweiterung eines Astes B sind, h¨angt nur von B selbst ab; keine zus¨atzlichen Vorbedingungen sind er¨ laubt, wie Beispielsweise das Vorhandensein bestimmter Formeln auf anderen Asten.



L



Definition 4.2.5 Sei C ein Tableaukalk¨ul mit freien Variablen f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig eine Signatur von .



L



Eine Konklusion mit starren Variablen ist ein Paar hC;  i, das aus einer endlichen Menge C von Extensionen (Def. 3.3.4) und einer Substitution  2 Subst (fv ) besteht, so daß C = C . Eine Erweiterungsregel E () mit starren Variablen ist eine Funktion, die jedem (endlichen) Tableauast, dessen Knoten mit Formeln aus TabForm (fv ) markiert sind, eine Menge E ()(B ) (m¨oglicher) Konklusionen mit starren Variablen zuweist, die unendlich sein darf, aber aufz¨ahlbar sein muß. 2



L



Definition 4.2.6 Sei C eine Tableaukalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik ; und sei  2 Sig eine Signatur von .



L



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen
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Eine Erweiterungsregel E () mit starren Variablen charakterisiert die Tableauregel R() von C , wenn f¨ur alle Tableaus T u¨ ber fv das folgende gilt: Ein Tableau T 0 ist genau dann ein Nachfolgetableau von T (d. h., T 0 2 R()(T )), wenn es einen Ast B in T und eine Konklusion hC;  i mit starren Variablen in E ()(B ) gibt, so daß das Tableau T 0 konstruiert werden kann, indem 1. der Ast B f¨ur jede Extension E in C mit einem neuen Teilast erweitert wird, wobei die Knoten in diesem Teilast mit den Elementen von E markiert sind, und 2. die Substitution  auf das Tableau angewendet wird. Wenn die Erweiterungsregel E () mit starren Variablen die Tableauregel R() von C f¨ur alle Signaturen  charakterisiert, dann heiße E die Erweiterungsregel mit starren Variablen von C ; und C heiße ein Kalk¨ul mit starren Variablen und mit Erweiterungsregel E . 2



4.2.4 Erweiterungsregeln mit starren Variablen, die bez�ugli h Substitution monoton sind Intuitiv ist die Anwendung der Substitution  , die Teil einer Konklusion hC;  i mit starren Variablen ist, eine Vorbedingung f¨ur die Ableitung von C aus den Formeln auf dem Ast. Wenn ein (Grund-)Kalk¨ul monoton ist (wie in Abschnitt 3.3.5 definiert), dann ist die Vorbedingung f¨ur die Ableitung einer bestimmten Konklusion, daß bestimmte Formeln auf dem erweiterten Ast vorhanden sind – nicht aber die Abwesenheit von Formeln. Dementsprechend kann man den Begriff der Monotonie bzgl. der Anwendung von Substitutionen definieren: Nur, daß eine bestimmte Variable in bestimmter Weise instantiiert ist oder werden kann, ist als Vorbedingung zul¨assig – nicht aber, daß die Variable nicht in dieser Weise instantiiert ist. Jedoch kann nat¨urlich eine andere, inkompatible Instantiierung die Regelanwendung sehr wohl verhindern. Definition 4.2.7 Sei C ein Kalk¨ul mit starren Variablen und mit Erweiterungsregel E f¨ur eine Logik .



L



Die Erweiterungsregel E und der Kalk¨ul C heißen monoton bzgl. Substitution, wenn ¨ f¨ur alle Signaturen  2 Sig von und alle Aste u¨ ber  das folgende gilt:



L



Wenn hC;  i 2 E (B ) und ;  dann hC; i 2 E (B ).



2 Subst ( ) mit  =  Æ  ,



2



Beispiel 4.2.8 Angenommen, daß – in einem Kalk¨ul f¨ur PL1, der monoton ist bzgl. Substitution, – hffT:p(a; b)gg; fX 7! a; Y 7! bgi eine m¨ogliche Konklusion f¨ur eine Ast B (X; Y ) ist, dann ist hffT:p(a; b)gg; fY 7! bgi eine m¨ogliche Konklusion f¨ur B (a; Y ), und hffT:p(a; b)gg; id i ist eine m¨ogliche Konklusion f¨ur B (a; b). 2
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4.2.5 Gutartige Tableaukalk�ule mit starren Variablen Gutartigkeit, die Eigenschaft, die das Wohlverhalten“ von Tableaukalk¨ulen erzwingt, ” wird f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen in a¨ hnlicher Weise definiert wie f¨ur Grundkalk¨ule. Ein Grundkalk¨ul ist gutartig, wenn er nicht-strukturell und monoton ist und ein Kalk¨ul mit Erweiterungsregel ist. Ein Kalk¨ul mit starren Variablen ist gutartig, wenn er nicht-strukturell ist (wie im Grundfall), er monoton ist (wie im Grundfall) und dar¨uberhinaus auch monoton bzgl. Substitution und er eine Erweiterungsregel mit starren Variablen hat, also die Anwendung von Substitutionen gestattet ist (statt einer Grund-Erweiterungsregel). Definition 4.2.9 Ein Tableaukalk¨ul mit starren Variablen heiße gutartig, wenn er 1. nicht-strukturell ist, 2. monoton ist, 3. monoton ist bzgl. Substitution und 4. eine Erweiterungsregel mit starren Variablen hat.



2 Wie im Grundfall (siehe Lemma 3.3.11) kann die Erweiterungsregel E eines gutartigen Kalk¨uls mit starren Variablen als Funktion E~ auf Pr¨amissen dargestellt werden; und wir identifizieren die Erweiterungsregel E und die Funktion E~.



L



Lemma 4.2.10 Sei C ein Tableaukalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , der gutartig ist und eine Erweiterungsregel E mit starren Variablen hat. Dann gibt es f¨ur alle Signaturen  von eine (eindeutig bestimmte) Funktion E~(), die jeder (endlichen) Pr¨amisse   TabForm (fv ) eine Menge E~()() (m¨oglicher) Konklusionen mit starren Variablen zuweist, so daß



L



E ()(B ) = E~()(Form (B )) f¨ur alle Tableau¨aste B u¨ ber fv . Der Begriff der minimalen Pr¨amisse einer Konklusion mit starren Variablen ist wie im Grundfall definiert (Def. 3.3.13). Erweiterungsregeln gutartiger Kalk¨ule mit starren Variablen k¨onnen mit Hilfe von Regelschemata beschrieben werden, an die eine Erkl¨arung angef¨ugt ist, wie die Substitution zu berechnen ist, die angewendet wird, wenn eine Instanz des Schemas verwendet wird, um einen Tableauast zu erweitern (siehe Abschnitte 4.2.10 und 4.2.11 f¨ur Beispiele).



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen
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4.2.6 Eine Subsumtionsrelation auf Konklusionen mit starren Variablen Die Subsumtionsrelation (oder Ist-allgemeiner-als-Relation) W , die auf Substitutionen definiert ist, kann auf Konklusionen mit starren Variablen wie folgt erweitert werden.



L



Definition 4.2.11 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik ; seien hC;  i und hC 0 ;  0 i Konklusionen mit starren Variablen u¨ ber der gleichen Signatur fv 2 Sig ; und sei W  Var eine endliche Menge starrer Variablen. Die Konklusion hC;  i subsumiert die Konklusion hC 0 ;  0 i, in Zeichen



hC; i W hC 0; 0i ; wenn es eine Substitution  2 Subst (fv ) gibt, so daß 1.



 W  W  0 , wobei W die Subsumtionsrelation auf Substitutionen aus Definition 2.2.6 ist;



2.



C = C 0 .



2 Lemma 4.2.12 Die Subsumtionsrelation W auf Konklusionen mit starren Variablen ist transitiv. Beweis: Wir nehmen an, daß hC;  i W



hC 0; 0i und hC 0; 0i W hC 00 ; 00i. Die Substitutionen  und 0 , die gem¨aß der Definition der Relation W existieren, erf¨ullen die Bedingungen  W  W  0 und  0 W 0 W  00 ; da die Relation W auf Substitutionen transitiv ist, impliziert das  W 0 W  00 . Außerdem haben wir C0 = (C)0 = C 0 0 = C 00 . Also gilt hC;  i W hC 00 ;  00 i, denn die Substitution 0 hat die n¨otigen Eigenschaften. 2 Lemma 4.2.13 Seien hC;  i und hC;  0 i Konklusionen mit starren Variablen, die sich nur in ihren Substitutionen unterscheiden. Wenn  W  0 , dann hC;  i W hC;  0 i. Beispiel 4.2.14 Eine Konklusion mit einer allgemeineren Substitution ist allgemeiner, d. h., hff?gg; id i subsumiert hff?gg; fX 7! agi ;



26 W , dann hff?gg; fX 7! f (Y )gi



und wenn Y



subsumiert



hff?gg; fX 7! f (a)gi : 2
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Intuitiv bleibt die Vollst¨andigkeit eines gutartigen Tableaukalk¨uls mit starren Variablen erhalten, wenn aus jeder Pr¨amisse nur bzgl. W allgemeinste Konklusionen abgeleitet werden. Jedoch muß die Variablenmenge W mit Bedacht gew¨ahlt werden. Wenn der Kontext bekannt ist (d. h., ein bestimmtes Tableau), dann reicht es aus, wenn W alle starren Variablen enth¨alt, die in diesem Kontext vorkommen. Andernfalls muß man sicherstellen, daß die Vollst¨andigkeit f¨ur jede beliebige Variablenmenge W , die in dem unbekannten Kontext vorkommen k¨onnte, erhalten bleibt. Beispiel 4.2.15 Die Konklusion



CX = hffp(X )gg; id i subsumiert die Konklusion



Ct = hffp(t)gg; id i



f¨ur alle Terme t, falls X 62 W ; in diesem Fall kann die einzelne Konklusion CX alle Konklusionen Ct ersetzen.



Wenn jedoch der Kontext unbekannt ist, und also die Menge W die Variable X enth¨alt (oder auch nicht), dann muß man vorsichtig sein, denn CX subsumiert Ct nicht, falls X 2 W . In diesem Fall kann man die Menge fCX j X 2 Var g von Konklusionen benutzen, um die Menge fCt j t 2 TabTerm g zu ersetzen, weil die Zahl der Variablen in jedem beliebigen Kontext immer endlich ist und es daher immer Variablen X 2 Var gibt, die im Kontext nicht vorkommen. 2



4.2.7 Die Version mit starren Variablen eines Grundkalk�uls Wie schon zuvor gesagt, kann ein Tableaukalk¨ul C rv mit starren Variablen aus einem Grundkalk¨ul C gd durch Heben konstruiert werden. Die folgende Definition beschreibt die Beziehung zwischen C rv und C gd .



L



Definition 4.2.16 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß f¨ur alle Signaturen  2 Sig die Erweiterte Signatur gd , die von C gd benutzt wird, diejenige Signatur ist, die gem¨aß der Definition von Tableaukalk¨ulen mit freien Variablen (Def. 4.2.3) existieren muß, f¨ur die TabForm (fv ) = (TabForm (gd ))fv gilt. Der Kalk¨ul C rv ist eine Version mit starren Variablen des Kalk¨uls C gd (und C gd ist eine Grundversion von C rv ), wenn f¨ur all Pr¨amissen rv  TabForm (fv ) (mit starren Variablen), alle Pr¨amissen gd  TabForm (gd ) (ohne starren Variablen) und alle Substitutionen  2 Subst (fv ) mit endlichem Definitionsbereich, so daß



L



fv  = gd ;



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen
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das folgende gilt, wobei E gd und E rv die Erweiterungsregeln von C gd bzw. C rv sind und W = dom ( ):



E gd(gd ) = fCgd j es gibt hCrv; i 2 E rv(rv ), so daß hCrv; i W hCgd;  ig : 2 Beispiel 4.2.17 Tabelle 4.1 zeigt Beispiele aus der Pr¨adikatenlogik erster Stufe f¨ur die drei Haupttypen von Grundpr¨amissen (und ihre Konklusionen), f¨ur die die Erweiterungsregel gehoben werden kann, und die jeweilige Version mit starren Variablen. In jedem dieser F¨alle erlaubt die Grund-Erweiterungsregel (siehe Abschnitt 3.6), die Konklusion Cgd aus der Pr¨amisse gd abzuleiten, und die Erweiterungsregel mit starren Variablen (siehe Abschnitt 4.2.10) erlaubt, die Konklusion Crv aus der Pr¨amisse rv abzuleiten. Unter Verwendung der Notation aus Definition 4.2.16 ist die Beziehung durch die Substitution  , f¨ur die rv  = gd gilt, und die Substitution , f¨ur die Crv  = Cgd gilt, angedeutet. Im ersten Beispiel reicht es nicht aus, wenn hffT::p(X; Y )gg; id i f¨ur nur eine starre Variable X 2 Var eine Konklusion von fT::(8x)(p(x; Y ))g ist, weil eine andere Substitution  0 = fY 7! ; X 7! dg die Variable X instantiieren k¨onnte; dann w¨urde X ein Element von W sein und also



hffT::p(X; Y )gg; id i 6W hffT::p(t; )gg; fY 7! ; X 7! dgi : 2 Eine Grundversion eines beliebigen Kalk¨uls mit starren Variablen kann leicht angegeben werden, indem man festlegt: falls ein Paar hCrv ;  i eine Konklusion mit starren Variablen einer Pr¨amisse rv ist und  eine Substitution, die sowohl Crv als auch rv grundiert und f¨ur die    gilt, dann sei Cgd = Crv  eine Konklusion (ohne starren Variablen) der Pr¨amisse gd = rv . Der Vorteil, wenn man einen Kalk¨ul C rv mit starren Variablen aus einem Grundkalk¨ul C gd durch Heben konstruiert, ist, daß Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C rv aus der Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C gd folgen.



L



Satz 4.2.18 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist (Def. 4.2.16).



L



Dann gilt f¨ur alle Signaturen  2 Sig und alle endlichen Mengen G  Form () von Formeln, daß es genau dann einen C rv -Tableaubeweis f¨ur G gibt, wenn es einen C gd Tableaubeweis f¨ur G gibt.
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gd rv



fT::(8x)(p(x; ))g ffT::p(t; )gg fT::(8x)(p(x; Y ))g hffT::p(X; Y )gg; id i  = fY 7! g  = fY ! 7 ; X 7! tg gd rv



gd rv



C











fT::p(t) ^ q(t)g fT::p(X ) ^ q(X )g  = fX 7! tg







C ffT::p(t); T::q(t)gg hffT::p(X ); T::q(X )gg; id i  = fX 7! tg C



fT::p(t); F ::p(t)g ff?gg fT::p(t0); F ::p(t00)g hff?gg; i  mit t = t0  = t00 



=



f¨ur alle Terme t f¨ur alle X 2 Var



wobei  ein MGU von t0 ; t00 ist



Tabelle 4.1: Beispiele f¨ur die Beziehung zwischen einem Grundkalk¨ul f¨ur PL1 und seiner Version mit starren Variablen (siehe Beispiel 4.2.17).



Beweis: Wenn-Teil: Angenommen, T0gd ; : : : ; Tngd (n  0) ist ein Tableaubeweis f¨ur G, der mit Hilfe des Grundkalk¨uls C gd konstruiert ist. Durch Induktion u¨ ber i beweisen wir, daß es einen Tableaubeweis T0rv ; : : : ; Tnrv mit starren Variablen gibt, so daß Tirv i = Tigd f¨ur Substitutionen i 2 Subst (fv ).



i = 0: Der Kalk¨ul Crv ist nicht-strukturell, und in G kommen keine starren Variablen vor. Darum gilt T0rv 0 = T0gd f¨ur T0rv = T0gd und 0 = id .



gd gd i ! i + 1: Wenn Tigd +1 aus Ti durch Anwendung der Erweiterungsregel von C auf gd gd eine Pr¨amisse gd auf einem Ast Bi von Ti entstanden ist, wobei die Konklusion C gd verwendet worden ist, dann gibt es eine Pr¨amisse rv auf einem Ast Birv gd gd rv von Tirv , so daß rv i i =  und Bi i = Bi . Also gibt es gem¨aß der in Definiti-



on 4.2.16 festgelegten Beziehung zwischen der Grundversion eines Kalk¨uls und seiner Version mit starren Variablen eine Konklusion hC rv ;  i mit starren Variablen, die aus rv mit der Erweiterungsregel von C rv ableitbar ist, und es gibt eine Substitution i , so daß C rv i = C gd und i W i , wobei W der Definitionsbereich von i ist (der alle in Tirv auftretenden Variablen enth¨alt); daraus folgt, daß Tirv i = Tigd . Also erf¨ullen rv die Substitution i+1 = i und das Tableau Tirv +1 , das aus Ti durch Erweiterung des gd Astes Birv von Tirv mit der Konklusion C rv entsteht, die Bedingung Tirv +1 i+1 = Ti+1 .



Genau-dann-Teil: Angenommen, T0rv ; : : : ; Tnrv (n  0) ist ein Tableaubeweis f¨ur G, der mit Hilfe der Erweiterungsregel mit starren Variablen des Kalk¨uls C rv konstruiert ist. Durch Induktion u¨ ber i beweisen wir, daß es einen Grund-Tableaubeweis T0gd ; : : : ; Tngd gibt, so daß Tigd = Tirv i f¨ur Substitutionen i 2 Subst (rv ) gilt (0  i  n).



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen



101



i = 0: Der Kalk¨ul Cgd ist nicht-strukturell, und in G kommen keine starren Variablen vor. Darum gilt T0gd = T0rv 0 f¨ur T0gd = T0rv und 0 = id .



i ! i + 1: Wenn Tirv+1 aus Tirv durch Anwendung der Erweiterungsregel mit starren Variablen des Kalk¨uls C rv auf eine Pr¨amisse rv auf einem Ast Birv von Tifv entstanden ist, wobei eine Konklusion hC rv ;  i mit starren Variablen verwendet worden ist, dann gibt es eine Pr¨amisse gd auf einem Ast Bigd von Tigd , so daß gd = rv i i und gd rv Bi = Bi i . Also gibt es gem¨aß der in Definition 4.2.16 festgelegten Beziehung zwischen der Grundversion eines Kalk¨uls und seiner Version mit starren Variablen eine Substitution , so daß  W i W i und die Grund-Konklusion C gd = C rv i kann aus gd mit Hilfe der Grund-Erweiterungsregel des Kalk¨uls C gd abgeleitet werden. Da  W i W i , gilt Tigd = Ti i = Ti i und C gd = Ci = Ci . Also erf¨ullen gd die Substitution i+1 = i und das Tableau Tigd +1 , das aus Ti durch Erweiterung des rv Astes Bigd von Tigd mit der Konklusion C gd entsteht, die Bedingung Tigd +1 = Ti+1 i+1 .



2



L



Korollar 4.2.19 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist. In diesem Fall ist C rv genau dann korrekt und vollst¨andig, wenn C gd korrekt und



L



vollst¨andig ist.



Aus Satz 4.2.18 folgt auch, daß Korrektheit und Vollst¨andigkeit eines Kalk¨uls C2rv mit starren Variablen aus Korrektheit und Vollst¨andigkeit eines Kalk¨uls C2rv folgen, wenn C1rv und C2rv dieselbe Grund-Version C gd haben.



4.2.8 Konstruktion eines Kalk�uls mit starren Variablen dur h Heben In diesem Abschnitt wird erl¨autert, auf welche Weise eine Version C rv mit starren Variablen eines Grundkalk¨uls C gd konstruiert werden kann. Eine triviale Version C rv mit starren Variablen kann leicht wie folgt konstruiert wer-



den: Wenn es eine Grund-Konklusion Cgd zu einer Pr¨amisse gd gibt, und eine Substitution , die grundierend ist f¨ur eine Pr¨amisse rv mit starren Variablen, so daß rv  = gd , dann sei hCgd ; i eine Konklusion mit starren Variablen von rv . Betrachten wir folgendes Beispiel aus der Pr¨adikatenlogik erster Stufe: Da



Cgd = ffT:p(a)g; fT:q (a)gg eine Grund-Konklusion von



gd = fT:(p(a) _ q (a))g
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ist, und rv  = gd f¨ur  = fX



7! ag und rv = fT:(p(X ) _ q (X ))g



gilt, folgernd wir, daß



hCrv; i = hffT:p(a)g; fT:q(a)gg; fX 7! agi eine Konklusion (mit starren Variablen) von rv im Kalk¨ul mit starren Variablen ist. Solche eine triviale Konklusion ist nat¨urlich nicht, was wir wollen. Unsere Absicht ist, einen Kalk¨ul mit starren Variablen zu konstruieren, bei dem die allgemeinere Konklusion Crv0 = hffT:p(X )g; fT:q (X )gg; id i eine Konklusion mit starren Variablen der obigen Pr¨amisse rv ist. Die allgemeine Idee des Hebens ist, (wiederholt) Konklusionen (oder Mengen von Konklusionen) der trivialen Version mit starren Variablen durch allgemeinere Konklusionen zu ersetzen – und zwar auf solche Art und Weise, daß Korrektheit und Vollst¨andigkeit erhalten bleiben.



L



Satz 4.2.20 Seien C und C 0 gutartige Kalk¨ule mit starren Variablen f¨ur eine Logik , die von ihren Erweiterungsregeln E bzw. E 0 abgesehen identisch sind.



L



Ferner sei C korrekt und vollst¨andig, und f¨ur alle Signaturen  2 Sig von , alle Pr¨amissen  mit starren Variablen u¨ ber fv und alle endlichen Menge W starrer Variablen gelte folgendes: 1. Wenn es zu einer Konklusion hC 0 ;  0 i 2 E 0 ()() mit starren Variablen eine Grund-Konklusion C gd u¨ ber gd mit hC 0 ;  0 i W hC gd ; id i gibt, dann gibt es eine Konklusion hC;  i 2 E ()() mit starren Variablen mit hC;  i W hC gd ; id i (Korrektheit). 2. F¨ur jede Konklusion hC;  i 2 E ()() gibt es hC 0 ;  0 i 2 E 0 ()(), so daß



hC 0;  0i W hC;  i (Vollst¨andigkeit). Dann ist auch der Kalk¨ul C 0 korrekt und vollst¨andig. Der obige Satz beschreibt die Eigenschaften, die eine Menge von Konklusionen, die weniger allgemeine Konklusionen ersetzt, haben muß, damit Korrektheit und Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls erhalten bleiben. Er beantwortet jedoch nicht die Frage, wie eine solche Menge allgemeinerer Konklusionen zu berechnen ist. Leider gibt es keine allgemeine Methode zur Konstruktion einer optimalen Menge, die nur allgemeinste



4.2 Tableaukalk¨ule mit starren Variablen



103



Konklusionen enth¨alt. Es gibt allerdings eine Methode, die in den meisten F¨allen gute Ergebnisse liefert; sie ist die Methode, die gew¨ohnlich (in informeller Weise) verwendet wird, wenn ein Grundkalk¨ul in Ad-hoc-Manier gehoben wird. Die Idee ist, alle Vorkommen eines Terms in einer Grund-Pr¨amisse gd und einer ihrer GrundKonklusionen C gd durch (Platzalter f¨ur) beliebige Terme zu ersetzen, die starre Variablen enthalten und dann zu u¨ berpr¨ufen, welche allgemeinsten Substitutionen angewendet werden m¨ussen und welche andere Eigenschaften die neuen Terme haben m¨ussen, um sicherzustellen, daß, benutzt man die entstehende Konklusion hC rv ;  i mit starren Variablen als eine m¨ogliche Konklusion f¨ur die entstehende Pr¨amisse rv mit starren Variablen, eine Erweiterungsregel entsteht, die die Bedingungen des Satzes 4.2.20 erf¨ullt, und also ein korrekter und vollst¨andiger Kalk¨ul ist. Beispiel 4.2.21 Wir nehmen an, die Grund-Konklusion ffT:p(f (b))gg sei aus der Grund-Pr¨amisse fT:(a  b); T:p(f (a))g ableitbar, d. h., die Erweiterungsregel erlaube die Anwendung“ von Gleichungen auf Termen in anderen Formeln. ” Wir ersetzen die Termvorkommen in der Pr¨amisse und der Konklusion durch (Platzhalter f¨ur) beliebige Terme mit starren Variablen, n¨amlich das Vorkommen von f (a) durch t, das Vorkommen von a in a  b durch t0 , das Vorkommen von b in a  b durch s und das Vorkommen von f (b) in der Konklusion durch s0 .



Nun ist es leicht zu u¨ berpr¨ufen, daß, verwendet man hffT:p(s0 )gg;  i als Konklusion der Pr¨amisse fT:(t0  s); T:p(t)g, Korrektheit und Vollst¨andigkeit gem¨aß Satz 4.2.20 erhalten bleiben, wenn  ein Unifikator von t0 und einem Teilterm t00 von t ist und s0 der Term ist, den man erh¨alt, wenn man t00 in t0 durch s ersetzt. 2 In manchen F¨allen kann eine allgemeinere Konklusion hC 0 ;  0 i nicht verwendet werden, weil sie die Korrektheitsbedingung des Satzes 4.2.20 nur ein wenig“ verletzt. ” Das heißt, f¨ur viele oder gar die meisten – aber eben nicht f¨ur alle – Grund-Konklusionen C gd mit hC 0 ;  0 i W hC gd ; id i gibt es eine (weniger allgemeine) Konklusion hC;  i mit hC;  i W hC gd; id i. Diesem Problem kann man beikommen, wenn entscheidbare, symbolische (d. h., syntaktische) Constraints formuliert werden k¨onnen, die die guten“ von den schlechten“ Grund-Konklusionen C gd trennen. ” ” Die syntaktischen Objekte, aus denen symbolische Constraints bestehen, m¨ussen in der erweiterten Signatur  enthalten sein, die benutzt wird, um Tableauformeln zu bilden. Das impliziert sofort, daß keine Constraints an (a) die Formeln eines initialen Tableaus und (b) die spezielle Tableauformel ? angeheftet werden k¨onnen. Die Constraints werden zu einem Teil der Markierungen der Tableauformeln gemacht. Eine spezielle Menge von Tableauinterpretationen wird verwendet, um die Semantik eines Grundkalk¨uls mit Constraints zu definieren; in diesen Interpretationen repr¨asentieren alle Markierungen, die einen Constraint enthalten, der zu false ausgewertet wird, eine spezielle Welt, in der alle Formeln falsch sind (so daß, falls eine Markierung  zu false
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ausgewertet wird, eine Tableauformel der Form  :T: von keiner Tableauinterpretation erf¨ullt wird und eine Tableauformel der Form  : F : von jeder Tableauinterpretation erf¨ullt wird). Beispiel 4.2.22 Nehmen wir an, die Grund-Konklusion ffT:(su



(pred (n)))gg k¨onne aus einer Pr¨amisse ffT:(pred (su



(n)))gg abgeleitet werden, vorausgesetzt, der Term n kann nicht (syntaktisch) zu 0 reduziert werden. In diesem Fall ist es nicht korrekt, die Konklusion ffT:(su



(pred (X )))gg mit starren Variablen aus der Pr¨amisse ffT:(pred (su



(X )))gg abzuleiten.



Wenn jedoch die Bedingung, daß n nicht (syntaktisch) zu 0 reduzierbar ist, als ein symbolischer Constraint fn 6 0g formuliert werden kann, dann ist es f¨ur alle Terme n korrekt, die Grund-Konklusion ffT:fn 6 0g:(su



(pred (n)))gg aus der Grund-Pr¨amisse ffT:(pred (su



(n)))gg abzuleiten; und es ist dementsprechend korrekt, die Konklusion ffT:fX 6 0g:(su



(pred (X )))gg mit starren Variablen aus der Pr¨amis2 se ffT:(pred (su



(X )))gg mit starren Variablen abzuleiten.



Symbolische Constraints, die an eine Tableauformel angeheftet werden, um die Korrektheit der Erweiterungsregel sicherzustellen, m¨ussen klar unterschieden werden von solchen Constraints, die verwendet werden, um die Beweissuche zu steuern (wie beispielsweise Ordnungs-Constraints, die Auswahlfunktionen implementieren, siehe Abschnitt 5.5).



4.2.9 Semantik von Tableaus mit starren Variablen Kalk¨ule mit starren Variablen haben gew¨ohnlich keine auf Tableauinterpretationen beruhende Modellsemantik, weil die Wahrheitswerte verschiedener Tableauformeln, die dieselbe starre Variable enthalten, miteinander verkn¨upft ist. Nichtsdestotrotz ist es m¨ogliche, eine Semantik f¨ur Tableaus mit starren Variablen zu definieren, basierend auf der Semantik der Grundversion eines Kalk¨uls C rv mit starren Variablen; diese Semantik kann eingesetzt werden, um die Korrektheit von C rv zu beweisen, indem man zeigt, daß Erweiterungsregelanwendungen die Erf¨ullbarkeit erhalten. Zum Beweis der Vollst¨andigkeit ist diese Semantik jedoch ungeeignet, weil die Vollst¨andigkeitskriterien aus Definition 3.5.6 wie auch Satz 3.5.7 nur auf nicht-destruktive Kalk¨ule anwendbar sind und Kalk¨ule mit starren Variablen inh¨arent destruktiv sind.



L



Definition 4.2.23 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist. Ein Tableau T rv mit starren Variablen u¨ ber einer Signatur rv wird genau dann von einer Tableauinterpretation h ; I i 2 TabInterp (gd ) von C gd erf¨ullt, wenn f¨ur alle Substitutionen  2 Subst (fv ), die T rv grundieren, das Grund-Tableau T gd = T rv  von h ; I i erf¨ullt wird (Def. 3.4.1). 2



L



m



m
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Definition 4.2.24 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist. Der Kalk¨ul C rv habe die starke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erwei-



L



terung f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen, wenn f¨ur alle Signaturen fv und alle Tableaus T; T 0 u¨ ber fv folgendes gilt: falls T 0 ein Nachfolgetableau von T ist, dann wird T 0 von allen Tableauinterpretationen in TabInterp (gd ) erf¨ullt, die T erf¨ullen. 2



L



Lemma 4.2.25 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist. Der Kalk¨ul C rv hat genau dann die starke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erweiterung f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen (Def. 4.2.24), wenn C gd die starke



L



Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erweiterung f¨ur Grundkalk¨ule hat (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8).



Beweis: Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektheitseigenschaften und der Beziehung zwischen einem Kalk¨ul mit starren Variablen und seiner Grundver2 sion.



L



Satz 4.2.26 Sei C rv ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik , und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C rv eine Version mit starren Variablen von C gd ist. Hat C rv die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge



L



der Tableauinterpretationen) und die starke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erweiterung f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen (Def. 4.2.24), dann ist C rv korrekt.



Beweis: Weil C rv die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 hat, hat auch C gd diese Eigenschaft, denn die initialen Tableaus f¨ur eine Menge F von Formeln sind in beiden Kalk¨ulen gleich. Da C rv die starke Eigenschaft der Korrektheit der Erweiterung f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen hat, hat C gd die starke Eigenschaft der Korrektheit der Erweiterung f¨ur Grundkalk¨ule (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8), was aus Lemma 4.2.25 folgt. Also ist C gd korrekt (Satz 3.5.4), was impliziert, daß auch C rv korrekt ist (Korollar 4.2.19).



2



4.2.10 Ein gutartiger Kalk�ul mit starren Variablen f�ur PL1 rv mit starren Variablen In diesem Abschnitt wird als Beispiel ein gutartiger Kalk¨ul CPL1 f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe definiert, der eine Version mit starren Variablen des
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gd aus Abschnitt 3.6 ist und aus C gd mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.8 Grundkalk¨uls CPL1 PL1 beschriebenen Technik des Hebens konstruiert werden kann.



F¨ur jede pr¨adikatenlogische Signatur  (siehe Abschnitt 2.3) enth¨alt die erweiterte Signatur fv die freien Variablen in Var als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3) und zus¨atzlich die Menge F sko () von Skolem-Funktionssymbolen, die unendlich viele Symbole jeder Stelligkeit n  0 enth¨alt. Folglich ist die Menge TabForm (fv ) eine Sprache um die Menge Term (fv ) von Termen (wobei alle freien Variablen und Terme von derselben Sorte sind); und es ist leicht nachzuvollziehen, daß



TabForm (fv ) = (TabForm (gd )fv ; dabei bezeichnet gd die Erweiterung von Funktionssymbolen.



 mit der Menge F sko () von Skolem-



Beispiel 4.2.27 Angenommen, a ist eine Konstante der Signatur , die aber keine Skolem-Konstante ist, dann ist das Atom p(a) eine Formel u¨ ber  und den erweiterten Signaturen gd und fv . Ist ist eine Skolem-Konstante, dann ist p( ) ein Formel u¨ ber gd und fv aber nicht u¨ ber . Die Atome p(X ) und p( ; X ) sind nur Formeln u¨ ber fv . Man beachte, daß p( ; x) keine Formel u¨ ber irgendeiner der Signaturen ist, da Formeln keine freien Objektvariablen enthalten d¨urfen. 2 Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung von C rv sind die gleichen wie die des Kalk¨uls C gd , d. h., die Markierung  repr¨asentiert die einzelne Welt der PL1-Modelle. Um die Erweiterungsregel von C rv zu definieren, benutzen wir wieder die vereinheit-



lichende Notation (unifying notation) wie f¨ur Grund-Tableauformeln, d. h., Tableauformeln mit starren Variablen werden in -, -, Æ - und -Formeln eingeteilt (siehe Tabelle 3.1). Die Erweiterungsregel-Schemata von C rv sind durch Heben der Regelschemata des Kalk¨uls C gd konstruiert. Die Schemata f¨ur aus -, - und -Formeln bestehende Pr¨am-



issen sind offensichtlich stabil bez¨uglich der Ersetzung von Termen durch Terme; neue starre Variablen werden durch Regelanwendungen auf Pr¨amissen, die -Formeln enthalten, eingef¨uhrt. Das Schema f¨ur Pr¨amissen, die aus Æ -Formeln bestehen, kann ebenfalls gehoben werden – vorausgesetzt eine geeignete Variante des Schemas wird verwendet. Wie sich leicht nachvollziehen l¨aßt, ist die Variante des Schemas stabil, bei der alle Grundterme, die in der Formel Æ (x) vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden, der die gebundene Objektvariable x ersetzt. Also ist die Hauptschwierigkeit bei der Gestaltung eines gutartigen Kalk¨uls f¨ur PL1 mit starren Variablen schon gemeistert, n¨amlich durch die Gestaltung eines stabilen Grund-Erweiterungsregel-Schemas f¨ur Æ -Formeln.
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Definition 4.2.28 Sei  2 Sig PL1 eine PL1-Signatur. Eine Skolem-Term-Zuweisung mit freien Variablen ist eine Funktion sko fv , die jeder Æ -Formel  2 TabForm PL1 (fv ) einen Term sko fv () = f (X1; : : : ; Xk ) 2 Term 0PL1(fv ) zuweist, so daß 1.



f 2 F sko (), sko (f ) und (b) k =  (c) X1 ; : : : ; Xk die in  vorkommenden freien Variablen sind; (a)



2. wenn ein f 0 2 F sko () in  vorkommt, dann gilt f aber feste Ordnung auf F sko () ist; und



> f 0 , wobei > eine beliebige



3. f¨ur alle Æ -Formeln 2 TabForm PL1 ( ) gilt: wenn sko ( ) = f (X10 ; : : : Xk0 ), dann sind die Formeln  und gleich bis auf Umbenennung gebundener Objektvariablen und die Ersetzung von Vorkommen freier Variablen Xi durch Xi0 (1  i  k ). 2 Die Erweiterungsregel des Grundkalk¨uls C gd ist nur f¨ur solche Pr¨amissen instabil, die es erlauben einen Ast abzuschließen. Denn es wird vorausgesetzt, daß die Formeln in den komplement¨aren Atomen T::G und F ::G identisch sind, aus denen die minimale Pr¨amisse f¨ur die Ableitung von ? besteht. Darum erlaubt das Regelschema mit starren ¨ Variablen f¨ur den Abschluß von Asten, aus einer Pr¨amisse  = fT::G; F ::G0 g die Konklusion hff?gg; i abzuleiten, wenn  ein Unifikator von G und G0 ist. Da es ausreicht, nur allgemeinste Konklusionen zu verwenden (Abschnitt 4.2.8), bleibt die Vollst¨andigkeit des Kalk¨uls erhalten, wenn man nur solche Konklusionen hff?gg; i zul¨aßt, bei denen  ein allgemeinster Unifikator von G und G0 ist. rv mit starren Variablen des Kalk¨uls C rv In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsregel EPL1 PL1 schematisch dargestellt; und im folgenden ist sie formal definiert. Definition 4.2.29 F¨ur alle Signaturen  2 Sig PL1 und alle Pr¨amissen



  TabForm PL1 (rv ) bestehe E ()rv PL1 () aus den folgenden Konklusionen:



– fhf1 ; 2 g; id ig f¨ur alle  2 , – fhf 1 g; f 2 g; id ig f¨ur alle 2 , – fhf 1 (X )g; id ig f¨ur alle 2  und alle starren Variablen X 2 Var , – fhfÆ (t)g; id ig f¨ur alle Æ 2 , wobei t = sko fv (Æ ) (Def. 4.2.28), – fhf?g; ig falls es T: :G und F : :G0 in  gibt, so daß G und G0 unifizierbare Atome sind und  ein MGU von G und G0 ist.



2
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 1 2







1 2 



(x)



1 (X ) f¨ur jede starre Variable X t



Æ (x) Æ1 (t) wobei t = sko fv (Æ ) (siehe Def. 4.2.28)







?



wenn  und unifizierbare Atome sind ein MGU von  und ist auf das Tableau anzuwenden Tabelle 4.2: Regelschemata mit starren Variablen f¨ur PL1.



rv ist eine Version mit starren Variablen des korrekten und vollst¨andigen Der Kalk¨ul CPL1 rv korrekt Grundkalk¨uls CPL1 , der in Abschnitt 3.6 definiert wurde; daraus folgt, daß CPL1 und vollst¨andig ist (Korollar 4.2.19). rv ist korrekt und vollst¨andig. Satz 4.2.30 Der Kalk¨ul CPL1



4.2.11 Ein gutartiger Kalk�ul mit starren Variablen f�ur die Modallogik K Als ein weiteres Beispiel definieren wir eine Version CKrv mit starren Variablen des Grundkalk¨uls CK on f¨ur die Modallogik K aus Abschnitt 3.7.4, der eine Erweiterungsregel hat, die bez¨uglich  -Formeln enthaltenden Pr¨amissen stetig ist, und die darum f¨ur diese Pr¨amissen hebbar ist. Da Form mod () keine Sprache mit Termen ist, werden starre Variablen nicht im Formelteil einer Tableauformel sondern in ihrer Markierung benutzt; die Menge der Markierungen von CK on ist eine Sprache mit Termen (wobei Terme nat¨urliche Zahlen sind). Also ist Lab fv = CondLab (N [ Var ) die Menge der Markierungen von CKrv (wobei CondLab (N [ Var ) analog zu CondLab (N ) definiert ist, siehe Definition 3.7.1) mit der initialen Markierung 1. Mit dieser Menge Lab fv von Markierungen gilt trivialerweise TabForm fv (mod ) = (TabForm gd (mod ))fv (die Signaturen werden nicht durch zus¨atzliche [Skolem-]Symbole erweitert). Wie in Kalk¨ulen f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe ist das Erweiterungsregel-Schema des Grundkalk¨uls offensichtlich stabil bzgl. Pr¨amissen, die aus - und -Formeln bestehen. Die Rolle des Schemas f¨ur -Formeln spielt nun aber das Schema f¨ur  Formeln. Dieses Schema erlaubt es beispielsweise, aus einer Pr¨amisse, die T:1:2G enth¨alt, die Konklusion ffT:1:(n):pgg f¨ur alle n 2 N abzuleiten. Das Schema kann gehoben werden, und seine Version mit starren Variablen erlaubt, aus  die Konklusion ffT:1:(X ):pgg f¨ur alle starren Variablen X abzuleiten.
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Wenn ein Ast abgeschlossen wird, dann werden alle starren Variablen, die in den Markierungen der beteiligten komplement¨aren Atome vorkommen, instantiiert, weil die Markierungen durch andere auf dem Ast vorkommende Markierungen gerechtfertigt werden m¨ussen; und alle unbedingten Positionen in Markierungen sind grund (d. h., sie bestehen aus nat¨urlichen Zahlen und nicht aus Variablen). Beispielsweise k¨onnen die komplement¨aren Atome 1 = T:1:(X ):p und 2 = F :1:(Y ):p nur zum Abschluß eines Astes verwendet werden, wenn der Ast Formeln wie z. B. = T:1:1:q enth¨alt, durch deren Markierungen (Instanzen der) Markierungen 1:(X ) und 1:(Y ) gerechtfertigt werden. Also wird die Konklusion hff?gg; fX 7! 1; Y 7! 1g aus der Pr¨amisse f1; 2; g abgeleitet. rv mit starren Variablen des Kalk¨uls C rv In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsregel Emod mod schematisch dargestellt; und sie ist im folgenden formal definiert. Definition 4.2.31 F¨ur alle Signaturen  2 Sig mod und alle Pr¨amissen



  TabForm mod() bestehe EKrv ()() aus den folgenden Konklusionen (wobei de eine beliebige aber feste Bijektion von der Menge Form mod () der modallogischen Formeln in die nat¨urlichen Zahlen ist):



– hff1 ; 2 gg f¨ur alle  2 , – hff 1 g; f 2 gg; id i f¨ur alle 2 , – hffT::(X ):Ggg; id i f¨ur alle T: :2G 2  und alle X 2 Var , – hff F ::(X ):Ggg; id i f¨ur alle F : :3G 2  und alle X 2 Var , – hff F ::n:Ggg; id i f¨ur alle F : :2G 2 , wobei n = d:Ge, – hffT::n:Ggg; id i f¨ur alle T: :3G 2 , wobei n = dGe, – hff?gg; i falls es T: :G; F : 0 :G 2  gibt und  eine allgemeinste Substitution ist, so daß [℄ = [ 0 ℄ und ;  0  durch  gerechtfertigt sind.



2



Es kann verschiedene M¨oglichkeiten geben, die Variablen in einer Markierung zu instantiieren, so daß sie auf einem Tableauast gerechtfertigt ist. Beispiel 4.2.32 Betrachten wir die Pr¨amisse



 = fT:1:1:1:q; T:1:2:r; T:1:(X ):p F :1:(X ):pg : rv () besteht aus den Konklusionen Die Menge Emod



hff?gg; fX 7! 1gi



and



hff?gg; fX 7! 2gi : 2
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 1 2 T: :3F T::n:G



wobei n = dGe







1 2



T: :2G T::(X ):G



F : :3G F ::(X ):G



2 Var T: ::G



f¨ur alle X



F : :2G F ::n:G



wobei n = d:Ge



F : :G



F : ::G T: :G



T: :G F : 0 :G



?



falls es eine Substitution  gibt, so daß [℄ = [ 0 ℄ und diese Markierung durch Formeln auf dem Ast nach Anwendung von  gerechtfertigt ist; eine allgemeinste solche Substitution  ist auf das Tableau anzuwenden rv mit starren Variablen Tabelle 4.3: Erweiterungsregel-Schemata des Kalk¨uls CK f¨ur die Modallogik K



Der Kalk¨uls CKrv ist korrekt und vollst¨andig, denn er ist eine Version mit starren Variablen des Grundkalk¨uls CK on aus Abschnitt 3.7.4, der korrekt und vollst¨andig ist. Satz 4.2.33 Der Kalk¨ul CKrv f¨ur die Logik K ist korrekt und vollst¨andig. Beispiel 4.2.34 Als ein Beispiel beweisen wir wieder die Unerf¨ullbarkeit der Formel G aus Beispielen 3.7.16 und 3.7.22, nun allerdings mit dem oben definierten



on Kalk¨ul CKrv mit starren Variablen. Abbildung 4.1 zeigt ein geschlossenes Tableau Trv



on f¨ur G, das mit der Erweiterungsregel von CK konstruiert ist (in der Abbildung sind die Tableauformeln mit uninstantiierten starren Variablen gezeigt; die Substitutionen, die w¨ahrend der Konstruktion des Tableaubeweises anzuwenden sind, sind separat aufgelistet). Die Beweis hat die gleiche Struktur wie der in Abbildung 3.2 gezeigte, der mit Hilfe der Grundversion des Kalk¨uls konstruiert ist. Der Unterschied ist, daß bei der Anwendung des Erweiterungsregel-Schemas f¨ur  -Formeln, um die Formeln 6, 7 und 19 zum Tableau hinzuzuf¨ugen, die neu eingef¨uhrten Markierungen nicht geraten“ wer” den m¨ussen. Statt dessen werden die starre Variablen enthaltenden Markierungen 1:(X1 ), 1:(X2 ) bzw.1:(X3 ) eingef¨uhrt. Die starren Variablen werden sp¨ater instantiiert, wenn die Erweiterungsregel angewendet wird, um den linken Ast des Tableaus abzuschließen. Beim Abschluß des linken Astes reicht es nicht aus, die Substitution fX1 7! X2 g anzuwenden, d. h., hff?gg; fX1 7! X2 gi ist keine g¨ultige Konklusion irgendeiner Pr¨amis-



4.3 Kalk¨ule mit universellen Variablen [1;–]



Anzuwendende Substitutionen:
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T:1:2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p) [2;1]



1 = fX1 7! 1; X2 7! 1g 2 = fX3 7! 2g



[3;1]



T:1:2(:p _ q )



T:1:2p ^ (3:q _ 3:p) [4;3] [5;3] [6;2]



T:1:3:q _ 3:p T:1:(X1 )::p _ q



[7;4] [8;5]



T:1:3:q



[10;8]



T:1:(X1 )::p



[14;12]



F :1:(X1 ):p



[15;7,14]



?



T:1:(X2 ):p



T:1:3:p



[9;5]



T:1:1::q



[11;10] [12;6]



T:1:2p



[17;9]



F :1:1:q



T:1:2::p



[18;17]



[13;6]



T:1:(X1 ):q



[16;11,13]



?



[19;4]



F :1:2:p



T:1:(X3 ):p



[20;18,19]



? 



on aus Beispiel 4.2.34 ist das Ergebnis der AnAbbildung 4.1: Das Tableau Trv wendung der aufgef¨uhrten Substitutionen auf den obigen Baum.



se auf dem linken Ast des Tableaus, – denn die Markierung 1:(X2 ) ist nicht gerechtfertig. Sowohl X1 als auch X2 m¨ussen mit 1 instantiiert werden, so daß die gerechtfertigte Markierung 1:(1) entsteht. Nachdem 1 = fX1 7! 1; X2 7! 1g auf das Tableau angewendet worden ist, erfordert es keine weiteren Instantiierungen starrer Variablen, um den mittleren Ast abzuschließen. Um den rechten Ast abzuschließen muß dann allerdings die Substitution 2 angewendet werden, die X3 mit 2 instantiiert. ¨ Dieses Beispiel zeigt die Vorteile der Verwendung starrer Variablen. Wenn die Aste geschlossen werden, gibt es (in diesem Beispiel) jeweils nur eine allgemeinste Substitution, die angewendet werden kann, d. h., in jedem Fall ist die Wahl der Instantiierungen der freien Variablen deterministisch. Im Gegensatz dazu m¨ussen die Markierungen tats¨achlich geraten werden, wenn die Grundversion des Kalk¨uls verwendet wird; es ist nicht offensichtlich, ob die Markierung 1:(1) oder die Markierung 1:(2) eingef¨uhrt werden sollte, was der Wahlm¨oglichkeit entspricht, jede der starren Variablen entweder mit 1 oder 2 zu instantiieren. 2
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Kapitel 4: Erweiterungen Kalk� ule mit universellen Variablen



4.3.1 Die Idee eines Kalk�uls mit universellen Variablen Unter bestimmten Bedingungen gibt es noch eine andere M¨oglichkeit als die Verwendung starrer Variablen, um einen Kalk¨ul zu verst¨arken. Statt eine freie Variable zu verwenden, um einen einzelnen, unbekannten Term zu repr¨asentieren, kann man sie auch dazu verwenden, als Platzhalten f¨ur alle Terme zu stehen. Dann repr¨asentiert eine Formel, die eine solche freie Variable x enth¨alt, f¨ur alle Formeln, die man dadurch erh¨alt, daß man x durch irgendeinen Term ersetzt. Intuitiv kann man diese Variablen als auf de Meta-Eben universell quantifiziert betrachten; darum heißen sie universelle Variablen. Um die starren und die universellen Variablen klar zu trennen, verwenden wird im folgenden die Variablen in der Menge Var ausschließlich als starre Variablen; universelle Variablen stammen immer aus der separaten Menge UVar = fx1 ; x2 ; : : :g, die von Var = fX1 ; X2 ; : : :g disjunkt ist. Universelle Variablen werden niemals instantiiert; auf Tableaus, die universelle (und keine starren) Variablen enthalten werden keine Substitutionen angewendet.



L



L



Definition 4.3.1 Sei eine Logik. Ein Kalk¨ul C uv f¨ur mit freien Variablen heiße ein Kalk¨ul mit universellen Variablen (f¨ur ), wenn sein Tableauformeln nur freie Variablen aus der Menge UVar und keine aus der Menge Var enthalten. 2



L



L



Definition 4.3.2 Sei C uv ein Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; sei  2 Sig eine Signatur von ; und sei   TabForm (fv ) eine Menge von Tableauformeln.



L



Die Menge definiert:



Inst ()  TabForm (gd ) der Instanzen der Formeln in  ist wie folgt Inst () = f j  2 Subst fv( ) ist f¨ur  grundierendg :



2 Gutartigkeit und andere syntaktische Begriffe wie Konklusion und Erweiterungsregel sind f¨ur Kalk¨ule mit universellen Variablen in gleicher Weise wie f¨ur Grundkalk¨ule definiert. Der Vorteil universeller Variablen ist folgender: H¨aufig ist es notwendig, mehrere verschiedene Instanzen einer freie Variablen enthaltenden Tableauformel zu verwenden, um einen Ast oder ein Teiltableau abschließen zu k¨onnen. In Kalk¨ulen mit starren Variablen ist der Mechanismus daf¨ur, die Erweiterungsregel mehrfach auf die Pr¨amissen anzuwenden, die die Einf¨uhrung neuer starrer Variablen gestatten, um so Varianten der Tableauformeln zu erzeugen. Starre Variablen sind nicht implizit universell quantifiziert (wie beispielsweise die Variablen in den Klauseln eines Resolutionskalk¨uls).



4.3 Kalk¨ule mit universellen Variablen
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Nehmen wir an, ein Tableauast enthalte eine Formel (X ); und nehmen wir weiter an, ¨ die Erweiterung des Tableaus werde mit der Erzeugung neuer Aste fortgesetzt. Eini¨ ge dieser neuen (Teil-)Aste enthalten Vorkommen der starren Variablen X ; wenn X ¨ instantiiert wird, muß die gleiche Ersetzung f¨ur X auf all diesen Asten vorgenommen werden. In bestimmten Situationen ist es jedoch m¨oglich – ohne die Korrektheit des Kalk¨uls zu beeintr¨achtigen –, die Formel (x) zu B hinzuzuf¨ugen. In solch einem Fall k¨onnen verschiedene Instanzen (t) von (x) verwendet werden, um den Ast B zu erweitern – ohne zuerst Varianten (X 0 ); (X 00 ); : : : von (X ) zu generieren. Wenn man solche Situationen erkennt und ausnutzt, f¨uhrt das zu k¨urzeren Tableaubeweisen und in den meisten F¨allen zu einem kleineren Suchraum. Wenn sowohl universelle als auch starre Variablen in einem Kalk¨ul verwendet werden, dann k¨onnen in den Konklusionen mit starren Variablen Substitutionen benutzt werden, die allgemeiner sind als in dem entsprechenden Kalk¨ul, der nur starre Variablen verwendet. Wenn ein Ast B eine Tableauformel (x) enth¨alt, bedeutet das intuitiv, daß man f¨ur beliebige Terme t die Formel (t) zu B hinzuf¨ugen k¨onnte, ohne dabei neue offene ¨ Aste zu erzeugen (diese intuitive Interpretation ist allerdings nur richtig, wenn keine Information in der Struktur eines Tableauastes verborgen ist, d. h., wenn der Kalk¨ul gutartig ist). Beispiel 4.3.3 Abbildung 4.2 zeigt ein Beispiel f¨ur die N¨utzlichkeit universellerer Variablen. Das Tableau T1rv (oben links in der Abbildung) f¨ur die Menge



F = f(8x)(p(x)); :p(a) _ :p(b)g



von PL1-Formeln kann nicht sofort geschlossen werden, da es keine einzelne Er¨ setzung f¨ur X gibt, die es erlauben w¨urde, ? zu beiden Asten hinzuzuf¨ugen. Um einen Beweis zu finden, muß die Erweiterungsregel noch einmal auf die -Formel T:(8x)(p(x)) angewendet werden, um eine Variante (X 0) = T:p(X 0 ) der Formel (X ) = T:p(X ) zu erzeugen. Dann kann das geschlossene Tableau T2rv (oben rechts in der Abbildung) abgeleitet werden. Das Tableau T1uv (unten links in der Abbildung), das die Formel T:p(x) statt der Formel T:p(X ) enth¨alt, kann dagegen zu dem geschlossenen Tableau T2uv (unten rechts in der Abbildung) erweitert werden, ohne daß eine Substitution angewendet wird, denn T:p(x) steht f¨ur alle Formeln der Form T:p(t), einschließlich T:p(a) und T:p(b). 2 Ein zus¨atzlicher Vorteil universeller Variablen ist, daß sie helfen, Redundanzen zu vermeiden, die in Kalk¨ulen mit starren Variablen inh¨arent vorhanden sind. Wenn beispielsweise ein Tableauast mit starren Variablen die Formeln



(X1 ) = T:p(X1 ) (X2 ) = T:p(X2 ) 1 = F :p(a) 2 = F :p(b)
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T:(8x)(p(x))



T:(8x)(p(x))



T:(:p(a) _ :p(b))



T:(:p(a) _ :p(b))



T:p(X )



T:p(X )



T::p(a)



T::p(b)



T::p(a)



T::p(b)



F :p(a)



F :p(b)



F :p(a)



F :p(b) T:p(X 0 )



(a)



?



?



mit fX ! 7 ag und fX 0 7! bg angewendet (b)



T:(8x)(p(x))



T:(8x)(p(x))



T:(:p(a) _ :p(b))



T:(:p(a) _ :p(b))



T:p(x)



T:p(x)



T::p(a) F :p(a)



(c)



T::p(b)



T::p(a)



F :p(b)



F :p(a)



T::p(b) F :p(b)



?



?



(d) Abbildung 4.2: Beispiel f¨ur die N¨utzlichkeit universeller Variablen; die Tableaus (a) T1rv , (b) T2rv , (c) T1uv und (d) T2uv aus Beispiel 4.3.3.
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enth¨alt, dann gibt es vier verschiedene M¨oglichkeiten, den Ast zu schließen. Enth¨alt der Ast jedoch die Formel (x) = T:p(x) mit einer universellen Variablen statt (X1 ) und (X2 ), dann gibt es nur eine Konklusion, die den Ast schließt, n¨amlich ff?gg, und es ist nicht n¨otig, daf¨ur eine Variable zu instantiieren. Universelle Variablen k¨onnen in Tableaus beliebig umbenannt werden, vorausgesetzt alle Vorkommen einer Variablen in derselben Tableauformel werden durch die gleiche neue Variable ersetzt. Darum ist es m¨oglich, mit einer Pr¨amisse, die die beiden komplement¨aren Atome T:p(x) und F :p(f (x)) enth¨alt, einen Ast abzuschließen, weil die universelle Variable x in einem der beiden Atome umbenannt werden kann. Die Technik, in Tableaukalk¨ulen universelle Variablen zu verwenden, wurde f¨ur die klassische Pr¨adikatenlogik erster Stufe zuerst in (Beckert & H¨ahnle, 1992) beschrieben und ist in (Beckert & H¨ahnle, 1998) weiter verbessert worden. Ein Tableaukalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur Modallogiken ist in (Beckert & Gor´e, 1997) beschrieben. In (Bibel, 1982) ist eine Splitting by need genannte Technik f¨ur die Konnektionsmethode vorgeschlagen; sie basiert – wie die Methode der universellen Variablen – auf der Idee, das Kopieren universell quantifizierter Formeln in F¨allen zu vermeiden, in denen es korrekt ist, eine einzelne Kopie mit verschiedenen Instantiierungen f¨ur ihre Variablen zu verwenden.



4.3.2 Die universelle Variablen verwendende Version eines Grundkalk�uls Kalk¨ule C uv mit universellen Variablen werden gew¨ohnlich durch Heben eines Grundkalk¨uls C gd konstruiert (¨ahnlich wie Kalk¨ule mit starren Variablen), so daß Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C uv aus Korrektheit und Vollst¨andigkeit von C gd folgen. Definition 4.3.4 Sei C uv ein gutartiger universelle Variablen verwendender Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß f¨ur alle Signaturen  2 Sig die erweiterte Signatur gd , die von C gd benutzt wird, diejenige Signatur ist, die gem¨aß der Definition von Tableaukalk¨ulen mit freien Variablen (Def. 4.2.3) existieren muß, f¨ur die TabForm (fv ) = (TabForm (gd ))fv



L



L



gilt.



Der Kalk¨ul C uv ist eine Version mit universellen Variablen von C gd (und C gd ist eine Grundversion von C uv ), wenn f¨ur alle Pr¨amissen uv  TabForm (fv ) mit universellen Variablen die Mengen



[ gd fE (gd ) j gd ist eine endliche Teilmenge von Inst (uv )g



und



ffE11 ; : : : ; Enng j fE1; : : : ; Eng 2 E uv (uv ), und f¨ur 1  i  n, ist i 2 Subst fv (fv ) eine f¨ur Ei grundierende Substitutiong
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2



gleich sind.



Der folgende Satz stellt Korrektheit und Vollst¨andigkeit eines gutartigen Kalk¨uls mit universellen Variablen zu Korrektheit und Vollst¨andigkeit seiner Grundversion in Beziehung. Der Beweis des Satzes ist konstruktiv und stellt also einen Algorithmus zur Verf¨ugung, mit dem ein Grund-Tableaubeweis aus einem Tableaubeweis mit universellen Variablen berechnet werden kann. Da der Grund-Tableaubeweis exponentiell gr¨oßer sein kann, ist eine Beweisrichtung nicht ganz einfach; es gibt keine eindeutige Zuordnung zwischen Erweiterungsregelanwendungen im Grundkalk¨ul und im Kalk¨ul mit universellen Variablen (in Beispiel 4.3.7 wird die Transformation veranschaulicht).



L



Satz 4.3.5 Sei C uv ein gutartiger Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C uv eine Version mit universellen Variablen von C gd ist (Def. 4.3.4).



L



Es gibt f¨ur eine Formelmenge G  Form () u¨ ber einer Signatur  2 Sig genau dann einen C uv -Tableaubeweis, wenn es einen C gd -Tableaubeweis f¨ur G gibt.



Beweis: Wenn-Teil: Sei T1gd ; : : : ; Tngd (n  1) ein mit dem Grundkalk¨ul C gd konstruierter Tableaubeweis f¨ur G. Durch Induktion u¨ ber i zeigen wir, daß es eine Folge T1uv ; : : : ; Tnuv von Tableaus mit universellen Variablen f¨ur G gibt, so daß f¨ur jeden Ast B uv von Tiuv ein Ast B gd von Tigd mit Form (B gd )  Inst (Form (B uv )) ¨ existiert. Daraus folgt dann, daß alle Aste des geschlossenen Tableaus Tngd die Tauv bleauformel ? enthalten. Also ist auch Tn geschlossen.



i = 1: Ein (beliebiges) initiales Tableau T1uv f¨ur G enth¨alt keine universellen Variablen; darum gilt Form (B gd ) = Form (B uv ) = Inst (Form (B uv )). i ! i + 1: Sei Bigd der Ast von Tigd , der unter Verwendung einer Pr¨amisse  und einer Konklusion C gd = fE1gd ; : : : ; Ekgd g erweitert worden ist. Gem¨aß der Definition der



Beziehung zwischen einem Kalk¨ul mit universellen Formeln und seiner Grundversion gibt es auf jedem Ast Biuv mit Form (Bigd )  Inst (Form (Biuv )) eine Pr¨amisse uv aus der eine Konklusion C uv = fE1uv ; : : : ; Ekuv g mit universellen Variablen abgeleitet uv werden kann, so daß Ejgd  Inst (Ejuv ) (1  j  k ). Das Tableau Tiuv +1 sei aus Ti konstruiert, indem jeder solche Ast unter Verwendung der Pr¨amisse uv und der Konklusion C uv erweitert wird. uv Nun sei Biuv +1 ein beliebiger Ast in Ti+1 . Der einzige interessante Fall ist, wenn



Form (Biuv+1) = Form (Biuv ) [ Ejuv
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gd f¨ur ein j 2 f1; : : : ; k g gilt. Dann erf¨ullt der Ast Bigd +1 in Ti+1 , der durch Erweiterung von Bigd mit Ejgd entstanden ist, die Bedingung der Induktionsannahme, weil Form (B gd )  Inst (Form (B uv )) und also i



i



Form (Bigd+1) = Form (Bigd) [ Ejgd  Inst (Form (Biuv )) [ Inst (Ejuv ) = Inst (Form (Biuv ) [ Ejuv ) = Inst (Form (Biuv+1 )) : Genau-dann-Teil: Sei T1uv ; : : : ; Tnuv (n  1) ein Tableaubeweis f¨ur des universelle Variablen verwendenden Kalk¨uls C uv konstruiert ist. Durch Induktion u¨ ber i – mit Induktionsanfang mendem i – zeigen wir:



G, der mit Hilfe



i = n und bei jedem Schritt abneh-



Induktionsannahme: F¨ur jeden Ast Biuv in Tiuv existiert eine Menge gd  Inst (Biuv ) von Grund-Tableauformeln, so daß jeder Tableauast B gd , der diese Formeln enth¨alt, zu einem geschlossenen (Teil-)Tableau erweitert werden kann. Daß die Induktion mit i = n beginnt und i in jedem Schritt verringert wird, spiegelt die Tatsache wieder, daß man als allererstes wissen muß, welche Instanzen von universelle Variablen enthaltenden Formeln man als Pr¨amissen ben¨otigt, um die Bl¨atter des Grund-Tableaus abzuleiten, was dann erlaubt, die Instanzen in den Pr¨amissen der Pr¨amissen zu bestimmen, usw. Nachdem bewiesen ist, daß die Induktionsannahme f¨ur i = 1 gilt, kann man folgern, daß der einzelne Ast B1gd eines initialen Grundtableaus zu einem geschlossenen Grundtableau erweitert werden kann, denn es gilt



Form (B1gd ) = Form (B1uv ) = Inst (Form (B1uv )) ; wobei B1uv der einzelne Ast des initialen Tableaus T1uv mit universellen Variablen ist. ¨ i = n: Da das Tableau Tnuv geschlossen ist, enth¨alt jeder seiner Aste Bnuv die Tableauformel ?; darum kann gd als die Menge f?g festgesetzt werden. Jeder GrundTableauast, der ? enth¨alt, kann trivialerweise zu einem geschlossenen Teiltableau erweitert werden.



i +1 ! i: Sei Biuv ein beliebiger Ast von Tiuv . Falls Biuv auch ein Ast von Tiuv +1 ist, sind uv uv uv wir fertig. Andernfalls ist Ti+1 aus Ti durch Erweiterung des Astes Bi konstruiert worden – unter Verwendung einer Pr¨amisse uv  Form (Biuv ) und einer Konklusion C uv = fE1uv ; : : : ; Ekuv g von uv . uv Sei gd i+1;j  Form (Bi+1;j ) diejenige Menge von Tableauformeln, die gem¨aß der Inuv uv duktionsannahme f¨ur den Ast Biuv +1;j von Ti+1 existiert, der durch Erweiterung von Bi
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mit Ejuv entstanden ist (1  j  k ). Weiterhin seien f¨ur alle j 2 f1; : : : ; k g Substitutionen 1j ; : : : ; ljj , die f¨ur Ejuv grundierend sind, so gew¨ahlt, daß alle Tableauformeln Slj uv j in Inst (Ejuv ), die in gd i+1;j vorkommen, Elemente der Vereinigung r=1 Ej r sind. Und weiter sei gd  Inst (Form (B uv )) die kleinste Menge, die die folgenden Grundi



Tableauformeln enth¨alt:



i



1. alle Grund-Tableauformeln in Inst (Form (Biuv )), die in einer der Mengen gd i+1;j enthalten sind (1  j  k ), 2. alle Grund-Tableauformeln in Inst (Form (Biuv )), die in solchen minimalen Pr¨amissen gd  Inst (Form (Biuv )) vorkommen, die erlauben, eine der Konklusionen C gd = fE1uv r11 ; : : : ; Ekuv r1k g abzuleiten, wobei rj 2 f1; : : : ; lj g f¨ur 1  j  k . Solche Pr¨amissen gd existieren als Teilmengen von Inst (Form (Biuv )) gem¨aß der Definition der Beziehung zwischen einem Kalk¨ul mit universellen Variablen und seiner Grundversion. gd Nun kann jeder Grund-Tableauast Bigd mit gd i  Form (Bi ) wie folgt zu einem geschlossenen Teiltableau erweitert werden: Der Ast Bigd werde (wiederholt) unter Verwendung aller der Konklusionen C gd = fE1uv r11 ; : : : ; Ekuv r1k g in solcher Weise erweitert, daß in der Konstruktion jedes der neu entstehenden Teil¨aste jede dieser Q Konklusionen einmal verwendet worden ist. Die Anzahl der Konklusionen ist kj=1 lj ; damit ist Q die Zahl neuer Teil¨aste exponentiell in kj=1 lj . Aus dem Schubfachprinzip folgt, daß jeder der neuen Teil¨aste f¨ur zumindest ein j 2 f1; : : : :k g die Formeln aller Extensionen Ejuv rj enth¨alt (also f¨ur alle r 2 f1; : : : ; lj g); denn sonst m¨ußte es einen Ast geben, der f¨ur jedes j 2 f1; : : : ; k g zumindest eine Extensionen Ejuv rjj nicht enth¨alt – im Widerspruch zur Konstruktionsvorschrift, daß alle Konklusionen fE1uv r11 ; : : : ; Ekuv r1k g an der Erweiterung aller neuen Teil¨aste beteiligt sind.



Es folgt, daß jeder der neuen Teil¨aste f¨ur zumindest ein formeln in gd i+1;j enth¨alt, denn eine Formel



j 2 f1; : : : ; kg alle Tableau-



uv uv uv gd i+1;j  Inst (Form (Bi+1;j )) = Inst (Form (Bi )) [ Inst (Ej )



ist entweder Element von Inst (Form (Biuv )) – dann kommt sie gem¨aß Bedingung 1 gd gd in der Definition von gd i in i und also in Bi vor –, oder sie ist ein Element von Inst (Ejuv ) und kommt daher gem¨aß Konstruktion auf dem neuen Teilast vor. Die Induktionsannahme trifft auf jeden der neuen Teil¨aste zu, denn jeder von ihnen enth¨alt die Formeln einer der Mengen gd i+1;j ; sie k¨onnen daher alle zu einem geschlossenen Teiltableau erweitert werden. Also kann der Ast Bigd zu einem geschlossenen Teiltableau erweitert werden. 2
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Korollar 4.3.6 Sei C uv ein gutartiger Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C uv eine Version mit universellen Variablen von C gd ist (Def. 4.3.4). Der Kalk¨ul C uv ist genau dann korrekt und vollst¨andig, wenn C gd korrekt und vollst¨an-



L



L



dig ist.



Beispiel 4.3.7 Da die aus Beweisen mit universellen Variablen konstruierten GrundTableaubeweise exponentiell gr¨oßer sind, k¨onnen wir nur ein kleines Beispiel f¨ur einen Schritt in der Konstruktion vorstellen. Wir betrachten den in Abbildung 4.3 gezeigten Tableaubeweis, der universelle Vauv f¨ur PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstruriablen verwendet (er ist mit dem Kalk¨ul CPL1 iert); und wir nehmen an, die Teiltableaus Tpuv und Tquv seien geschlossen (die Menge der Tableauformeln des initialen Tableaus k¨onnte beispielsweise die Formeln T:(:p(a) _ :p(b)) und T:(:q ( ) _ :q (d)) enthalten). Wir nehmen weiter an, daß die Methode zur Konstruktion eines Grund-Tableaubeweises aus dem Beweis von Satz 4.3.5 schon auf alle Erweiterungsschritte angewendet worden ist, die notwendig sind, um die Teiltableaus Tpuv und Tquv zu konstruieren. Nun betrachten wir den Erweiterungsschritt, in dem die universelle Variablen enthaltende Konklusion ffT:p(x)g; fT:p(y )gg aus der Pr¨amisse fT:(p(x) _ p(y ))g abgeleitet wird. Sei B uv der einzelne Ast des Tableaus vor der Erweiterungsregelanwendung, ¨ und seien Bpuv und Bquv die beiden Aste des Tableaus danach. Die Konstruktion des Grund-Tableaubeweises ist schon soweit fortgeschritten, daß geschlossene Teiltableaus Tpgd und Tqgd vorliegen, die aus jedem beliebigen Grund-Tableauast erzeugt werden k¨onnen, der bestimmte Instanzen der Formeln auf Bpuv bzw. Bquv enth¨alt. Wir nehmen gd an, daß gd p = fT:p(a); T:p(b)g und q = fT:q ( ); T:q (d)g diese Menge von Instanzen seien. Abbildung 4.4 zeigt das komplette geschlossene Grundtableau. Wie sich leicht u¨ berpr¨ufen l¨aßt, enth¨alt jeder der neuen Teil¨aste entweder sowohl T:p(a) als auch T:p(b) oder sowohl T:q ( ) als auch T:q (d).2 2 F¨ur viele Logiken kann die Reduktion in der Gr¨oße k¨urzester Beweise, die sich mit der Verwendung universeller Variablen erzielen l¨aßt, auch durch eine zus¨atzliche nichtanalytische Schnittregel erreicht werden. In obigem Beispiel k¨onnte man die Schnittformel



G = (8x)(8y )(p(x) _ q (y )) ! (8x)(p(x)) _ (8y )(q (y )) ¨ verwenden. Dann k¨onnte derjenige der entstehenden Aste, der F :G enth¨alt, mit einem Teil-Tableaubeweis konstanter Gr¨oße abgeschlossen werden, w¨ahrend der T:G



2 Man beachte, daß im Grundkalk¨ul wie auch im universelle Variablen verwendenden Kalk¨ul ein Regelschema f¨ur -Formeln benutzt wird, das erlaubt, T:(p(t) _ q (t0 )) in einem Schritt aus T:(8x)(8y)(p(x) _ q(y)) abzuleiten, ohne daß zuerst T:(8y)(p(t) _ q(y)) abgeleitet wird.
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T:(8x)(8y )(p(x) _ q (y )) T:(p(x) _ q (y))



T:p(x)



T:q (y )



Tpuv



Tquv



Abbildung 4.3: Ein Tableaubeweis mit universellen Variablen (Beispiel 4.3.7).



(8x)(8y)(p(x) _ q(y)) p(a)



q ( )



p(a) p(b)



q (d) q ( )



p(b)



p(a) q ( )



p(b)



q (d) q ( )



p(b)



q ( )



p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) p(b) q (d) Tpgd Tpgd Tpgd Tqgd Tpgd Tpgd Tqgd Tqgd Tpgd Tpgd Tpgd Tqgd Tqgd Tqgd Tqgd Tqgd



Abbildung 4.4: Ein Grund-Tableaubeweis, der aus dem Tableaubeweis mit universellen Variablen in Abbildung 4.3 konstruiert ist (siehe Beispiel 4.3.7); um die Lesbarkeit zu verbessern, sind die Markierungen und Vorzeichen nicht dargestellt (die in allen F¨allen  bzw. T sind).
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enthaltende Ast mit einem Teil-Tableaubeweis von gleicher Gr¨oße wie der Tableaubeweis mit universellen Variablen geschlossen werden k¨onnte. Also kann die Technik der universellen Variablen in gewisser Weise als eine eingeschr¨ankte Anwendung der nicht-analytischen Schnittregel angesehen werden (eine unbeschr¨ankte Verwendung der Schnittregel f¨uhrt zu einer Suchraumexplosion). In (Stenz, 1997) ist eine Transformation von Tableaubeweisen, die mit Hilfe eines universelle Variablen verwendenden Kalk¨uls f¨ur PL1 konstruiert sind, in Grund-Tableaubeweise beschrieben. Diese Transformation kann jedoch nur angewendet werden, falls universelle Variablen in dem Ausgangsbeweis niemals in einer Konklusion mit mehr als einer Extension auftreten (also niemals in einer verzweigenden Konklusion). In diesem Fall kann ein Grund-Tableaubeweis konstruiert werden, dessen Gr¨oße polynomiell in der Gr¨oße des Beweises mit universellen Variablen ist.



4.3.3 Konstruktion eines universelle Variablen verwendenden Kalk�uls In diesem Abschnitt diskutieren wir die Frage, wie eine universelle Variablen verwendende Version C uv eines Grund-Tableaukalk¨uls C gd zu konstruieren ist. Eine M¨oglichkeit ist, eine starre Variablen verwendende Version C rv von C gd , die mit



Hilfe der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Technik des Hebens konstruiert worden ist, in einen Kalk¨ul mit universellen Variablen zu verwandeln. Das kann wie folgt geschehen: Sei eine Pr¨amisse uv mit universellen Variablen gegeben. Dann werde jede universelle Variable in uv durch eine starre Variable ersetzt, so daß eine nur starre Variablen enthaltende Pr¨amisse entsteht. Dabei werden mehrerer Vorkommen der gleichen universellen Variablen x in einer Formel durch die gleiche starre Variable ersetzt. Vorkommen von x in anderen Formeln werden durch andere starre Variablen ersetzt; und verschiedene universelle Variablen werden immer durch verschiedene starre Variablen ersetzt. Dann besteht die Menge m¨oglicher Konklusionen mit universellen Variablen f¨ur uv aus allen Cuv , die wie folgt aus Konklusionen hCrv ;  i mit starren Variablen von rv konstruiert werden k¨onnen: 1. Jede starre Variable, die in nur einer Extension von Crv vorkommt, wird durch eine universelle Variable ersetzt. 2. Jede starre Variable, die in mehr als einer Extension von durch einen beliebigen Grundterm t 2 TabTerm ersetzt.



Crv vorkommt, wird



Alle Vorkommen einer starren Variablen werden durch die gleiche universelle Variable bzw. den gleichen Term ersetzt. Man beachte, daß die Substitution  in der Konklusion mit starren Variablen keine Rolle in der Konstruktion der Konklusion mit universellen Variablen spielt. Der so entstehende Kalk¨ul mit universellen Variablen ist per Konstruktion gutartig.
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Beispiel 4.3.8 In Tabelle 4.4 sind Beispiele f¨ur die wichtigsten Ph¨anomene aufgef¨uhrt, die auftreten k¨onnen, wenn die oben beschriebene Methode zur Berechnung von Konklusionen mit universellen Variablen verwendet wird. (a) Eine neue universelle Variable wird eingef¨uhrt. (b) Eine Variable wird u¨ ber zwei Extensionen verteilt; sie verliert ihre Universalit¨at und muß durch einen Grundterm ersetzt werden. (c) Eine Variable tritt in nur einer Extension auf und bleibt darum universell. (d) Eine Kombination der F¨alle (b) und (c); die Variable x muß durch einen Grundterm ersetzt werden, w¨ahrend die Variable y universell bleibt. (e) In der Version mit starren Variablen muß eine Substitution auf das Tableau angewendet werden; in der Version mit universellen Variablen wird sie nicht angewendet, da die Variablen, die zu instantiieren w¨aren, universell sind. (f) In diesem Fall f¨uhrt die Methode zur Konstruktion einer Konklusion mit universellen Variablen nicht zu einem optimalen Ergebnis. Jeder der beiden universellen Variablen wird u¨ ber die beiden Extensionen verteilt, und sie werden darum durch Grundterme ersetzt. Jedoch beschreibt auch das alternative Schema



T:p(x) $ q (y) T:p(x) F :p(x) T:q (y) F :q (y) f¨ur PL1-Formeln der Form p(x) $ q (y ) eine korrekte Erweiterungsregel; die beiden universellen Variablen bleiben universell, obwohl sie u¨ ber die Extensionen verteilt werden. Dies Schema ist korrekt, vorausgesetzt, daß die universellen Variablen x und y in jeweils nur einer Teilformel der Pr¨amisse auftreten.3 2 Wie F¨alle (a) und (b) in obigem Beispiel zeigen, werden in Kalk¨ulen mit universellen Variablen verschiedene Varianten (oder Instanzen) einer Konklusion durch das verzweigende Regelschemata erzeugt, und nicht wie in Kalk¨ulen mit starren Variablen durch die Schemata, die neue Variablen einf¨uhren. F¨ur bestimmte Formelklassen kann die Verwendung eines Kalk¨uls C uv mit universellen Variablen, der aus einem Kalk¨ul C fv mit starren Variablen konstruiert worden ist, Tableaubeweise erlauben, die exponentiell kleiner sind als die k¨urzesten Beweise, die mit C fv oder seiner Grundversion C gd gef¨uhrt werden k¨onnen. Nichtsdestotrotz ist das Ergebnis dieser Konstruktion nicht immer ein optimaler Kalk¨ul mit universellen Variablen (wie Fall (f) in Beispiel 4.3.8 zeigt). Tats¨achlich ist die Frage, ob eine in der 3 Intuitiv ist dieses liberalere Schema korrekt, weil, falls p(t) und q (t ) f¨ur alle t; t 2 Term a¨ quivalent sind, die Formeln p(t) und q (t) entweder beide f¨ur alle t 2 Term wahr sind oder beide f¨ur alle 0



t 2 Term falsch sind.



0
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uv = T:(8x)(p(x; y )) rv = T:(8x)(p(x; Y )) hCrv ;  i = hT:p(X; Y ) ; id i Cuv = T:p(x; y ) (a)
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uv = T:p(x) _ q (x) rv = T:p(X ) _ q (X ) hCrv;  i = hT:p(X ) T:q(X ) ; id i Cuv = T:p(t) T:q (t) f¨ur alle t 2 Term (b)



uv = T:p(x) ^ q (x) rv = T:p(X ) ^ q (X ) X ) ; id i hCrv;  i = hTT::pq((X ) T:p(x) Cuv = T:q (x) (c)



uv =



T:p(f (a)) T:f (x)  x T:p(f (a)) T:f (X )  X



rv = hCrv ;  i = hT:p(a) ; fX 7! agi Cuv = T:p(a) (e)



uv = T:p(x) _ q (x; y ) rv = T:p(X ) _ q (X; Y ) hCrv ;  i = hT:p(X ) T:q(X; Y ) ; id i Cuv = T:p(t) T:q (t; y) f¨ur alle t 2 Term (d)



uv = T:p(x) $ q (y) rv = T:p(X ) $ q (Y ) hCrv;  i = hTT::pq((XY )) FF::pq((XY )) ; id i Cuv = TT::qp((tt0)) FF::qp((tt0)) f¨ur alle t; t0 2 Term (f)



Tabelle 4.4: Beispiele f¨ur die Konstruktion von Konklusionen mit universellen Variablen (siehe Beispiel 4.3.8).
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Pr¨amisse auftretenden universelle Variable in der Konklusion universell bleiben kann oder durch Grundterme ersetzt werden muß, im allgemeinen unentscheidbar (f¨ur den Fall der Pr¨adikatenlogik erster Stufe wird dieses Problem in (Beckert & H¨ahnle, 1998) diskutiert).



4.3.4 Semantik von universelle Variablen enthaltenden Tableaus Es ist im allgemeinen nicht m¨oglich, eine Modellsemantik f¨ur Kalk¨ule mit universellen Variablen zu definieren, wenn beide Vorzeichen F und T in Tableaus vorkommen k¨onnen. Der Grund daf¨ur ist der folgende: Definiert man (was naheliegend ist), daß (x) in I ( ) wahr sei, falls (t) in I ( ) f¨ur alle Terme t wahr ist, dann ist (x) falsch in I ( ), falls es auch nur einen Term t gibt, so daß (t) in I ( ) falsch ist. Das heißt, F : :(x) ist erf¨ullt, wenn es einen Term t gibt, so daß F : :(t) erf¨ullt ist. Das ist aber nicht die beabsichtigte Semantik der universellen Variablen x. Darum gr¨unden wir die Semantik der Tableaus eines Kalk¨uls C uv mit universellen Variablen auf die Semantik der Tableaus der Grundversion C gd von C uv ; wobei allerdings die Beziehung eine andere ist als zwischen der Semantik von Tableaus mit starren Variablen und Grundtableaus.



Definition 4.3.9 Sei C uv ein gutartiger Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C uv eine Version mit universellen Variablen von C gd ist.



L



L



Eine Tableauformel  2 TabForm (uv ) mit universellen Variablen wird genau dann von einer Tableauinterpretation h ; I i 2 TabInterp ( ) von C gd erf¨ullt, wenn alle Grund-Tableauformeln in Inst (fg) von h ; I i erf¨ullt werden. 2



m



m



Wie im Fall von Grundtableaus, wird ein Ast Buv eines Tableaus mit universellen Variablen von einer Tableauinterpretation h ; I i erf¨ullt, wenn sie alle Formeln auf Buv erf¨ullt (oder, was a¨ quivalent ist, wenn sie alle Formeln in Inst (Buv ) erf¨ullt); und die Tableauinterpretation h ; I i erf¨ullt ein Tableau Tuv mit universellen Variablen, wenn sie einen Ast von Tuv erf¨ullt.



m



m



Lemma 4.3.10 Sei C uv ein gutartiger Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C uv eine Version mit universellen Variablen von C gd ist. Der Kalk¨ul C uv hat genau dann die Eigenschaft der starken Korrektheit der Erweiterung (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8) bzgl. der Tableauinterpretationen von C gd , wenn C gd



L



L



diese Eigenschaft hat.



Beweis: Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektheitseigenschaft und der Beziehung zwischen einem Kalk¨ul mit universellen Variablen und seiner Grund2 version.
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Satz 4.3.11 Sei C uv ein gutartiger Kalk¨ul mit universellen Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein gutartiger Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C uv eine Version mit universellen Variablen von C gd ist. Wenn C uv die starken Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.8 hat (Angemessen-



L



heit der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erweiterung), dann ist C uv korrekt.



Beweis: Da C uv die Eigenschaft 1 (starke Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen) aus Definition 3.5.8 hat, hat auch C gd diese Eigenschaft, denn die initialen Tableaus f¨ur eine Menge F von Formeln sind in beiden Kalk¨ulen gleich. Weil C uv die Eigenschaft 2 hat (starke Korrektheit der Erweiterung), hat auch C gd diese



Eigenschaft (gem¨aß Lemma 4.3.10). Also ist C gd korrekt (Satz 3.5.4), woraus folgt, daß auch C uv korrekt ist (Korollar 4.3.6).



2



4.3.5 Mis hen Starrer und Universeller Variablen Ein Kalk¨ul mit universellen Variablen kann syntaktisch als Grundkalk¨ul aufgefaßt werden (da er keine starren Variablen enth¨alt) und kann also gehoben und zus¨atzlich um starre Variablen angereichert werden. Die Technik aus Abschnitt 4.3.3, mit der eine universelle Variablen verwendende Version eines Grundkalk¨uls C gd aus einer starre Variablen verwendenden Version C rv von C gd konstruiert werden kann, kann so angepaßt werden, daß man einen Kalk¨ul C mv mit gemischt starren und universellen Variablen konstruieren kann, der eine Version mit starren Variablen einer Version mit universellen Variablen von C gd ist. Die Konstruktion beginnt genauso wie die eines ausschließlich universelle Variablen verwendenden Kalk¨uls: Sei eine Pr¨amisse mv mit gemischten Variablen gegeben (d. h., eine Pr¨amisse, die sowohl starre als auch universelle Variablen enth¨alt). Zun¨achst wird eine ausschließlich starre Variablen enthaltende Pr¨amisse rv konstruiert, indem die universellen Variablen in mv durch starre Variablen ersetzt werden, wobei – wie zuvor – Vorkommen einer universellen Variablen x in derselben Formel durch die gleiche starre Variable ersetzt werden, aber Vorkommen von x in verschiedenen Formeln durch verschiedene starre Variablen; und verschiedene universelle Variablen werden immer durch verschiedene starre Variablen ersetzt. Zus¨atzliche verlangen wir jetzt, daß die neu eingef¨uhrten starren Variablen von den starren Variablen verschieden sind, die schon in mv vorkommen. Dann besteht die Menge der Konklusionen mit gemischten Variablen f¨ur die Pr¨amisse mv aus allen Konklusionen Cmv , die wie folgt aus einer Konklusion hCrv ;  i mit starren Variablen von rv konstruiert werden k¨onnen:
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1. Alle starren Variablen in Crv , die als ein Ersatz f¨ur eine universelle Variable x eingef¨uhrt worden sind und in nur einer Extension von Crv vorkommen, werden wieder durch die urspr¨ungliche Variable x ersetzt. 2. Alle starren Variablen in Crv , die als ein Ersatz f¨ur eine universelle Variable x eingef¨uhrt worden sind und in mehr als einer Extension von Crv vorkommen, werden durch eine beliebige starre Variable ersetzt. 3. Die Substitution  wird auf die starren Variablen eingeschr¨ankt, die in der urspr¨unglichen Pr¨amisse mv mit gemischten Variablen vorkommen. Der zweite der obigen Schritte mag redundant erscheinen; er ist aber notwendig, weil beispielsweise ffT:p(X )g; T:q (X )gg f¨ur alle starren Variablen X eine Konklusion von ffT:p(x) _ q (x)gg sein muß. Intuitiv m¨ussen Erweiterungsregelanwendungen, die die Universalit¨at einer Variablen x zerst¨oren, die Ableitung einer beliebigen Zahl von Varianten der Konklusion gestatten, die verschiedene starre Variablen X anstelle der universellen Variablen x enthalten. Beispiel 4.3.12 Tabellen 4.5 und 4.6 zeigen Beispiele f¨ur Pr¨amissen mit gemischten Variablen und die Konklusionen mit gemischten Variablen, die aus diesen Konklusionen mit der oben beschriebenen Methode konstruiert werden (vgl. Tabelle 4.4 und Beispiel 4.3.8 wo a¨ hnliche Beispiele benutzt werden, um die Konstruktion einer Konklusion mit ausschließlich universellen Variablen zu demonstrieren). (a) Eine neue universelle Variable x wird eingef¨uhrt. Die starre Variable unver¨andert.



Z bleibt



(b) Die universelle Variable x wird u¨ ber zwei Extensionen verteilt; sie verliert ihre Universalit¨at und wird durch eine beliebige starre Variable X ersetzt. Die starre Variable Y bleibt unver¨andert. (c) Die universelle Variable x tritt in nur einer Extension auf; darum bleibt sie universell. Die starre Variable Y bleibt unver¨andert. (d) Ein Kombination der F¨alle (b) und (c); die universelle Variable x muß durch eine beliebige starre Variable X ersetzt werden, w¨ahrend die Variable y universell bleibt. Die starre Variable Z bleibt unver¨andert. (e) In der Version mit ausschließlich starren Variablen muß eine Substitution auf das Tableau angewendet werden; eine der instantiierten Variablen (die starre Variable X ) ist als Ersatz f¨ur die universelle Variable x eingef¨uhrt worden, die andere instantiierte Variable (die starre Variable Y ) kommt schon in der Pr¨amisse mit gemischten Variablen vor. In der Konklusion mit gemischten Variablen wird nur die Variable Y , die schon in der Pr¨amisse vorkommt, instantiiert.
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(f) Dieses Beispiel zeigt, daß eine universelle Variable ihre Universalit¨at verliert und durch eine beliebige starre Variable ersetzt werden muß (bzw. ersetzt bleibt), wenn sie in einem Term im Wertebereich der Substitution auftritt, die Teil der 2 Konklusion mit ausschließlich starre Variablen ist. Wie Fall (f) im obigen Beispiel zeigt, muß eine universelle Variable durch eine starre Variable ersetzt werden, wenn sie im Wertebereich einer Substitution auftritt, die auf das Tableau anzuwenden ist. Darum ist es besser, wenn man die Wahl hat, entweder x mit Y oder Y mit (einem starren Ersatz f¨ur) x zu instantiieren, die erstgenannte M¨oglichkeit zu w¨ahlen. Beim Entwurf eines Kalk¨uls mit gemischten Variablen spielt eine allgemeinerer Version der Unifikation eine wichtige Rolle, die wir UV-Unifikation nennen. Im Fall, daß ausschließlich starre Variablen auftreten, wie auch im Fall, daß ausschließlich universelle Variablen auftreten, reicht die Standard-Unifikation, wie sie in Abschnitt 2.2.3 definiert ist, aus (der Unterschied ist nur, daß im universellen Fall der Unifikator nicht auf das Tableau angewendet wird). Im Fall, daß starre und universelle Variablen gemischt auftreten, muß jedoch UV-Unifikation verwendet werden, die die unterschiedliche Natur der beiden Typen von Variablen ber¨ucksichtigt. Definition 4.3.13 Seien  und Tableauformeln u¨ ber einer Signatur mischt starren und universellen Variablen; und seien



mv mit ge-



 = fx1 7! X1 ; : : : ; xk 7! Xk g und  = fy 1 7! Y1 ; : : : ; yk 7! Yl g Substitutionen, die alle universellen Variablen in  bzw. ersetzen, d. h.,



durch neue starre Variablen



1. x1 ; : : : ; xk sind alle universellen Variablen, die in  vorkommen, und y 1 ; : : : ; y l sind alle universellen Variablen, die in vorkommen, 2.



X1 ; : : : ; Xk ; Y1 ; : : : ; Yl sind paarweise verschiedene starre Variablen, die weder in  noch in vorkommen.



Eine Substitution  2 Subst (mv ) heiße ein UV-Unifikator von  und , wenn sie die Einschr¨ankung eines Unifikators von  und  auf die in  und/oder auftretenden starren Variablen ist. 2 Man beachte, daß Definitions- und Wertebereich eines UV-Unifikators nur starre und keine universellen Variablen enthalten. Beispiel 4.3.14 Die Substitution fY 7! bg ist ein UV-Unifikator der Tableauformeln T:p(x; Y ) und T:p(a; b); die leere Substitution id ist ein UV-Unifikator von T:p(x) und T:p(f (x)); und fX 7! f (Y )g ist ein UV-Unifikator von T:p(X ) und T:p(f (y )).



2
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mv = T:(8x)(p(x; y ; Z )) rv = T:(8x)(p(x; Y; Z )) hCrv ;  i = hT:p(X; Y; Z ) ; id i hCmv;  i = hT:p(x; y; Z ) ; id i (a)



mv = T:p(x; Y ) _ q (x; Y ) rv = T:p(X; Y ) _ q (X; Y ) hCrv;  i = hT:p(X; Y ) T:q(X; Y ) ; id i hCmv;  i = hT:p(X; Y ) T:q(X; Y ) ; id i f¨ur alle X 2 Var (b)



mv = T:p(x; Y ) ^ q (x; Y ) rv = T:p(X; Y ) ^ q (X; Y ) X; Y ) ; id i hCrv;  i = hTT::pq((X; Y) hCmv;  i = hTT::pq((xx;; YY )) ; id i (c)



mv = T:p(x; Z ) _ q (x; y; Z ) rv = T:p(X; Z ) _ q (X; Y; Z ) hCrv;  i = hT:p(X; Z ) T:q(X; Y; Z ) ; id i hCmv;  i = hT:p(X; Z ) T:q(X; y; Z ) ; id i f¨ur alle X 2 Var (d) Tabelle 4.5: Beispiele f¨ur die Konstruktion von Konklusionen mit gemischten Variablen (erster Teil), siehe Beispiel 4.3.12.
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T:p(f (a; b)) T:f (x; Y )  x T:p(f (a; b)) T:f (X; Y )  X



mv =



rv = hCrv;  i = hT:p(a) ; fX 7! a; Y 7! bgi hCmv;  i = hT:p(a) ; fY 7! bgi (e)



T:p(f (x)) F :p(Y ) T:p(f (X )) F :p(Y )



mv = rv = hCrv;  i = hCmv;  i =



h? ; fY ! 7 f (X )gi h? ; fY ! 7 f (X )gi f¨ur alle X 2 Var (f)



Tabelle 4.6: Beispiele f¨ur die Konstruktion von Konklusionen mit gemischten Variablen (zweiter Teil), siehe Beispiel 4.3.12.



Die Definitionen der Semantik ausschließlich starre bzw. ausschließlich universelle Variablen enthaltender Tableaus (Def. 4.2.23 und Def. 4.3.9) k¨onnen leicht kombiniert werden, um eine Semantik f¨ur Tableaus mit gemischten Variablen zu definieren: Definition 4.3.15 Sei C mv ein gutartiger Kalk¨ul mit gemischten Variablen f¨ur eine Logik ; und sei C gd ein Grundkalk¨ul f¨ur , so daß C mv eine Version mit starren Variablen einer Version mit universellen Variablen von C gd ist.



L



L



Ein Tableau mit gemischten Variablen wird genau dann von einer Tableauinterpretation h ; I i des Grundkalk¨uls C gd erf¨ullt, wenn f¨ur alle Substitutionen  2 Subst (rv ), f¨ur die T mv  keine starren Variablen enth¨alt, das Tableau T mv  von h ; I i erf¨ullt wird (gem¨aß der Erf¨ullbarkeit eines Tableaus mit ausschließlich universellen Variablen, Def. 4.3.9), d. h., wenn es einen Ast B von T mv  gibt, so daß h ; I i alle (Grund-) Tableauformeln in Inst (Form (B )) erf¨ullt. 2



m



m



m



4.3.6 Ein gutartiger Kalk�ul mit gemis hten Variablen f�ur PL1 mv mit gemischten Variablen f¨ur In diesem Abschnitt definieren wir einen Kalk¨ul CPL1 die Pr¨adikatenlogik erster Stufe. Er ist mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.10 beschrieberv mit ausschließlich starren nen Methode konstruiert, und zwar aus dem Kalk¨ul CPL1 Variablen, der in Abschnitt 4.3.5 definiert ist.
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F¨ur jede pr¨adikatenlogische Signatur  (siehe Abschnitt 2.3) enth¨alt die erweiterte Signatur mv nur die starren Variablen aus Var und die universellen Variablen aus UVar als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3); zus¨atzlich enth¨alt sie die Menge F sko () von Skolem-Funktionssymbolen, in der es unendlich viele Symbole jeder Stelligkeit gibt. Alle freien (starren und universellen) Variablen sind von der gleichen Sorte. Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung von C mv sind die gleichen wie die von C gd und C rv , d. h., die Markierung  repr¨asentiert die einzelne Welt in PL1-Modellen. Wie zuvor verwenden wir die vereinheitlichende Notation, um die Erweiterungsregel von C mv zu beschreiben, teilen also die Menge der Tableauformeln gem¨aß Tabelle 3.1 in -, -, - und Æ -Formeln ein. Wie schon zu Beginn dieses Abschnittes gesagt, sind die Erweiterungsregel-Schemata von C mv mit Hilfe der im letzten Abschnitt beschriebenen Methode aus den Schemata von C rv konstruiert. Die Schemata von C mv unterscheiden sich besonders in zwei Punkten von den entsprechenden Schemata des Kalk¨uls C rv , der ausschließlich starre Variablen verwendet: Erstens ist es nicht mehr das Schema f¨ur -Formeln, das neue Varianten einer Formel mit verschiedenen starren Variablen einf¨uhrt, sondern das ¨ nur Schema f¨ur -Formeln. Zweitens verlangt das Schema zum Abschluß von Asten die Instantiierung von starren Variablen (und also nicht von universellen Variablen); das heißt, ein allgemeinster UV-Unifikator (Def. 4.3.13) der komplement¨aren Atome wird angewendet. Es werden die gleichen Skolem-Terme wie im Fall ausschließlich starrer Variablen verwendet (Def. 4.2.28); jedoch m¨ussen alle freien Variablen, also starre und universelle, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden. In Tabelle 4.7 ist die Erweiterungsregel schematisch f¨ur die verschiedenen Arten von Pr¨amissen dargestellt, wobei nun starre und universelle Variablen gemischt auftreten k¨onnen. mv des Kalk¨uls C mv Das folgende ist eine formale Definition der Erweiterungsregel EPL1 PL1 mit gemischt starren und universellen Variablen.



Definition 4.3.16 F¨ur alle Signaturen  2 Sig PL1 und alle Pr¨amissen



  TabForm PL1 (mv ) bestehe E ()mv PL1 () aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablen:



4.3 Kalk¨ule mit universellen Variablen



 1 2
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1  2  f¨ur alle Substitutionen  = fx1 7! X1 ; : : : ; xk 7! Xk g, so daß x1 ; : : : ; xk diejenigen universellen Variablen sind, die sowohl in 1 als auch in 2 auftreten und fX1 ; : : : ; Xk g beliebige starre Variablen sind



(x)



1 (x)



Æ (x) Æ1 (t) wobei t = sko fv (Æ )



wobei x eine universelle Variable ist, die nicht in vorkommt



(siehe Def. 4.2.28)







? falls  und unifizierbare atomare Formeln sind; ein allgemeinster UV-Unifikator von ; ist auf das Tableau anzuwenden Tabelle 4.7: Erweiterungsregel-Schemata f¨ur PL1 mit gemischt starren und universellen Variablen.
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– fhf1 ; 2 g; id ig f¨ur alle  2 , – fhf 1 g; f 2 g; id ig f¨ur alle 2  und alle  = fx1 7! X1 ; : : : ; xk 7! Xk g, so daß x1 ; : : : ; xk die universellen Variablen sind, die sowohl in 1 als auch in 2 vorkommen, und fX1 ; : : : ; Xk g beliebige starre Variablen sind, – fhf 1 (x)g; id ig f¨ur alle 2 , wobei x eine universelle Variable ist, die nicht in vorkommt, – fhfÆ (t)g; id ig f¨ur alle Æ 2 , wobei t = sko fv (Æ ) (Def. 4.2.28), – fhf?g; ig falls es Tableauformeln T: :G und F : :G0 in  gibt, so daß G und G0 unifizierbare Atome sind;  ist ein UV-Unifikator von G und G0 .



2



mv ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit Satz 4.3.17 Der Kalk¨ul CPL1 universellen Variablen des in Abschnitt 3.6 definierten Kalk¨uls CPL1 . mv ist korrekt und vollst¨andig. Korollar 4.3.18 Der Kalk¨ul CPL1



4.3.7 Ein gutartiger Kalk�ul mit gemis hten Variablen f�ur die Modallogik K In diesem Abschnitt definieren wir eine Version CKmv mit gemischten Variablen des Kalk¨uls CK on f¨ur die Modallogik K aus Abschnitt 3.7.4, d. h., einen Kalk¨ul mit stetigem Erweiterungsregel-Schema f¨ur  -Formeln. Variablen werden wieder in Markierungen verwendet (und nicht im Formelteil einer Tableauformel). Die Menge der Markierungen des Kalk¨uls mit gemischten Variablen ist



Lab mv = CondLab (N [ Var [ UVar ) mit der initialen Markierung 1.



Die Beziehung zwischen dem Kalk¨ul CKmv mit gemischten Variablen zu dem Kalk¨ul CKrv mv mit ausschließlich starren Variablen ist a¨ hnlich wie die zwischen den Kalk¨ulen CPL1 rv f¨ur PL1: In C rv werden Varianten einer Formel durch Anwendung der Erund CPL1 PL1 mv weiterungsregel auf -Formeln generiert – w¨ahrend solche Regelanwendungen in CPL1 universelle Variablen einf¨uhren und Varianten durch Erweiterungsregelanwendungen auf -Formeln erzeugt werden. In analoger Weise werden in CKrv Varianten von Tableauformeln durch Erweiterungsregelanwendungen auf  -Formeln erzeugt – w¨ahrend in CKmv durch solche Regelanwendungen universelle Variablen generiert werden und Variante durch Erweiterungsregelanwendungen auf -Formeln erzeugt werden, wenn ¨ universelle Variablen u¨ ber verschiedene Aste verteilt werden und dabei ihre Universalit¨at verlieren.



4.3 Kalk¨ule mit universellen Variablen
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In dem Kalk¨ul CKrv mit ausschließlich starren Variablen werden wegen Tests auf Rechtfertigung alle Variablen, die in einem Paar komplement¨arer Atome vorkommen, instantiiert, wenn das Paar zum Abschluß eines Astes verwendet wird. Beispielsweise kann ein Paar T:1:(X ):p, F :1:(Y ):p nur verwendet werden, um einen Ast abzuschließen, wenn Formeln wie T:1:1:q zur Verf¨ugung stehen, die die Markierungen des komplement¨aren Paars rechtfertigen. Also muß in diesem Fall die Substitution fX 7! 1; Y 7! 1g angewendet werden. Wenn jedoch komplement¨are Atome benutzt werden, die universelle Variablen enthalten, wie z. B. T:1:(x):p und F :1:(y ):p, dann muß man zwar noch immer testen, ob es Formeln auf dem Ast gibt, die eine Instanz 1:(n) von 1:(x) und 1:(y ) rechtfertigen, aber es ist nicht mehr notwendig, die universellen Variablen x und y zu instantiieren, wenn der Ast geschlossen wird. mv Anders als die Erweiterungsregel des gemischte Variablen verwendenden Kalk¨uls CPL1 f¨ur PL1 macht die Erweiterungsregel des Kalk¨ul CKmv f¨ur K keinen Gebrauch von UVUnifikation. Der Grund ist, daß freie Variablen in Markierungen niemals mit komplexen Termen instantiiert werden, sondern nur mit einer anderen freien Variablen oder einer nat¨urlichen Zahl. Markierungen mit gemischten Variablen sind unifizierbar, wenn es Substitution gibt, die ihre jeweiligen universellen Variablen instantiiert, und eine weitere gemeinsame Substitution, die ihre starren Variablen instantiiert, so daß die Kombination dieser Substitutionen ein Unifikator der Markierungen ist. Die Substitutionen universeller und die Substitution starrer Variablen k¨onnen sich nicht gegenseitig beeinflussen, und nur die starre Variablen instantiierende Substitution wird auf das Tableau angewendet. Die Erweiterungsregel EKmv von CKmv ist in Tabelle 4.8 schematisch dargestellt; und sie ist im folgenden formal definiert. Definition 4.3.19 F¨ur alle Signaturen  2 Sig mod und alle Pr¨amissen



  TabForm mod() bestehe EKrv ()() aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablen (wobei de eine beliebige aber feste Bijektion von Form mod() in die Menge der nat¨urlichen Zahlen ist): – hff1 ; 2 gg f¨ur alle  2 , – hff 1 g; f 2 gg; id i f¨ur alle 2  und alle  = fx1 7! X1 ; : : : ; xk 7! Xk g, so daß x1 ; : : : ; xk diejenigen universellen Variablen sind, die sowohl in 1 als auch in 2 vorkommen, und fX1 ; : : : ; Xk g beliebige starre Variablen sind,



– hffT::(x):Ggg; id i f¨ur alle T: :2G 2 , wobei x 2 UVar eine universelle Variable ist, die nicht  in vorkommt, – hff F ::(x):Ggg; id i f¨ur alle F : :3G 2 , wobei x 2 UVar eine universelle Variable ist, die nicht  in vorkommt,
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 1 2



T: :2G T::(x):G







1  2  f¨ur alle Substitutionen  = fx1 7! X1 ; : : : ; xk 7! Xk g, so daß x1 ; : : : ; xk diejenigen universellen Variablen sind, die sowohl in 1 als auch in 2 auftreten und fX1 ; : : : ; Xk g beliebige starre Variablen sind F : :3G F ::(x):G



wobei x eine universelle Variable ist, die nicht in  vorkommt



T: :3G T::n:G



wobei n = dGe



F : :2G F ::n:G



wobei n = d:Ge



F : ::G T: :G



T: ::G F : :G T: :G F : 0 :G



?



falls es eine Substitution  2 Subst rv und Substitutionen ; 0 2 Subst uv gibt, so daß [℄ = [ 0 0 ℄ und die Markierungen  und  0 0  von Formeln in Inst (B) gerechtfertigt sind, wobei B der erweiterte Ast ist; eine allgemeinste solche Substitution  ist auf das Tableau anzuwenden mv mit gemischten VariaTabelle 4.8: Erweiterungsregel-Schemata des Kalk¨uls CK blen f¨ur die Modallogik K.



4.3 Kalk¨ule mit universellen Variablen
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– hff F ::n:Ggg; id i f¨ur alle F : :2G 2 , wobei n = d:Ge, – hffT::n:Ggg; id i f¨ur alle T: :3G 2 , wobei n = dGe,



– hff?gg; i falls T: :G; F : 0 :G 2  und  eine allgemeinste Substitution in Subst rv ist, f¨ur die es Substitutionen ; 0 2 Subst uv gibt, so daß [℄ = [ 0 0 ℄ und die Markierungen  und  0 0  durch Formeln in Inst () gerechtfertigt sind.



2



Satz 4.3.20 Der Kalk¨ul CKmv ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit universellen Variablen des Kalk¨uls CK aus Abschnitt 3.7.4. Korollar 4.3.21 Der Kalk¨ul CKmv ist korrekt und vollst¨andig. Beispiel 4.3.22 Wir setzen Beispiele 3.7.22 und 4.2.34 fort und beweisen wieder, daß die Formel



G = 2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p)



K-unerf¨ullbar ist, nun aber mit Hilfe des oben definierten Kalk¨uls CKmv mit gemisch on mit gemischten ten Variablen. Abbildung 4.5 zeigt ein geschlossenes Tableau Tmv Variablen f¨ur G.4 Bei der Anwendung der Erweiterungsregel auf die  -Formeln 2 und 4, durch die die Formeln 6 bzw. 7 zum Tableau hinzugef¨ugt werden, werden die universellen Variablen x1 bzw. x2 eingef¨uhrt (statt starrer Variablen). Wenn die Erweiterungsregel auf die Formel 6 angewendet wird, und die Formeln 12 und 13 zum Tableau hinzugef¨ugt werden, verliert die in der Pr¨amisse auftretende universelle Variable x ihre Universalit¨at, da sie u¨ ber beide Extensionen verteilt wird; in 12 und 13 ist sie durch die starre Variable X1 ersetzt. In der Version des Beweises, in der ausschließlich starre Variablen verwendet werden, muß die Substitution fX1 7! 1; X2 7! 1g beim Abschluß des linken Astes auf das Tableau angewendet werden. Nun enth¨alt das Tableau jedoch die universelle Variable x2 statt der starren Variablen X2 . Darum reicht es aus, zu u¨ berpr¨ufen, daß eine Instantiierung von x2 existiert, die erlaubt, den Ast abzuschließen. Es gen¨ugt, die Substitution fX1 7! 1g, die die starre Variable X1 instantiiert, auf das Tableau anzuwenden. Wie im Beweis mit ausschließlich starren Variablen erfordert der Abschluß des mittleren Astes keine weiteren Instantiierungen, nachdem fX1 7! 1g angewendet worden ist. Nun ist allerdings die Variable x2 universell und ist daher beim Abschluß des linken Astes nicht mit 1 instantiiert worden. Daher ist es nicht notwendig, eine zweite Variante der Formel 7 zu erzeugen; der rechte Ast kann mit den komplement¨aren Atomen 7 und 18 abgeschlossen werden, weil x2 mit 2 instantiiert werden k¨onnte. 4 Die Abbildung zeigt die Tableauformeln mit uninstantiierten starren Variablen; die w¨ahrend der Konstruktion des Tableaus anzuwendende Substitution fX1 7! 1g ist separat aufgef¨uhrt.
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[1;–]



Anzuwendende Substitution:



T:1:2(:p _ q ) ^ 2p ^ (3:q _ 3:p) [2;1]



1 = fX1 7! 1g



[3;1]



T:1:2(:p _ q )



T:1:2p ^ (3:q _ 3:p) [4;3] [5;3] [6;2]



T:1:3:q _ 3:p T:1:(x1 )::p _ q



[7;4] [8;5]



T:1:3:q



[10;8]



T:1:(X1 )::p



[14;12]



F :1:(X1 ):p



[15;7,14]



T:1:(x2 ):p [9;5]



T:1:1::q



[11;10] [12;6]



T:1:2p



[17;9]



F :1:1:q



T:1:3:p



T:1:2::p



[18;17]



[13;6]



T:1:(X1 ):q



[16;11,13]



?



?



F :1:2:p



[19;7,18]



? 



on aus Beispiel 4.2.34 entsteht durch Anwendung Abbildung 4.5: Das Tableau Trv der Substitution 1 auf den obigen Baum.



Dann w¨are die Markierung 1:(x2 ) der Formel 7 durch die Formeln des rechten Astes gerechtfertigt (n¨amlich durch Formel 18); es ist wiederum nicht notwendig, die Substitution fx2 7! 2g, die eine universelle Variable instantiiert, tats¨achlich auf das Tableau anzuwenden – ihre Existenz gen¨ugt. 2



4.4



Verbesserte Skolemisierung



Skolemisierung ist eine erf¨ullbarkeitserhaltende Deduktion der folgenden allgemeinen Form: Wenn eine Formel bzw. eine Pr¨amisse  gegeben ist, die die Existenz eines Objekts mit bestimmten Eigenschaften in allen Modellen von  impliziert, dann wird ein Skolem-Symbol, ein Skolem-Term oder ein anderes syntaktisches Konstrukt eingef¨uhrt, daß ein beliebiges dieser Objekte repr¨asentieren soll, deren Existenz bekannt ist; und eine Formel wird abgeleitet, die die Tatsache ausdr¨uckt, daß das von dem Skolem-Symbol repr¨asentierte Objekt die bekannten Eigenschaften hat. Beispiel 4.4.1 Eine Formel Æ = (9x)((x)) der Pr¨adikatenlogik erster Stufe impliziert die Existenz eines Elementes d im Universum jeder Æ erf¨ullenden pr¨adikatenlogischen Struktur hD; Ii mit der Eigenschaft, daß val I ;[x7!d℄((x)) = true . Eine



4.4 Verbesserte Skolemisierung Skolem-Konstante (oder ein Skolem-Term t) wird eingef¨uhrt, die und die Formel ( ) (bzw. (t)) wird abgeleitet.
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d repr¨asentiert;



2



Beispiel 4.4.2 Eine Ungleichung F :(s  t) impliziert, wenn s und t als Mengen interpretiert werden, die Existenz eines Elementes d, das in nur einer der beiden Mengen vorkommt, nicht aber in der anderen. Darum f¨uhrt die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CMLSS aus Abschnitt 3.8 f¨ur das Fragment MLSS der Mengentheorie, wenn sie auf eine Ungleichung angewendet wird, eine 2 Konstante ein, die das existierende Element d darstellt.



Die Objekte, deren Existenz bekannt ist, m¨ussen keine Elemente eines Universums sein. Sie k¨onnen auch Funktionen, Relationen oder m¨ogliche Welten sein (wie es bei Kalk¨ulen f¨ur Modallogiken der Fall ist). Tableaukalk¨ule f¨ur viele Logiken verwenden die eine oder andere Art von Skolemisierung. Oft jedoch liefert die Standard-Skolemisierung“ keine optimalen Ergebnisse. ” Diese Kalk¨ule k¨onnen wie folgt verbessert werden: Statt ein beliebiges neues SkolemSymbol einzuf¨uhren, wird jeder Pr¨amisse, aus der die Existenz eines Objektes mit bestimmte Eigenschaften abgeleitet werden kann, ihr eigenes Symbol zugewiesen (bzw. eine Konstante oder ein Term). Wenn die gleiche Pr¨amisse noch einmal f¨ur eine Erweiterung verwendet wird, dann wird auch wieder das gleiche Skolem-Symbol benutzt. Da die Menge aller Pr¨amissen aufz¨ahlbar ist, k¨onnen sie nur endlich viele verschiedene Eigenschaften ausdr¨ucken, so daß eine aufz¨ahlbare Menge von Skolem-Symbolen ausreicht. Diese verbesserte Art der Skolemisierung wird von den gutartigen Kalk¨ulen f¨ur Pl1 und f¨ur die Modallogik K verwendet, die in Kapitel 3 und den Abschnitten 4.2 und 4.3 beschrieben sind. Sie wurde zuerst f¨ur den Fall der Pr¨adikatenlogik erster Stufe in (Beckert et al., 1993) eingef¨uhrt, n¨amlich in Form eines liberalisierten Erweiterungsregel-Schemas f¨ur Æ -Formeln. Eine verbesserte Version des Erweiterungsregel-Schemas f¨ur  -Formeln in Modallogiken wurde zuerst in (Beckert & Gor´e, 1997) vorgestellt. Die verbesserte Skolemisierung in Pr¨adikatenlogik erster Stufe ist keine neue Idee; die Verwendung eines Skolem-Terms, der der zu skolemisierenden Formel eindeutig zugeordnet ist, entspricht in gewisser Weise den -Termen, die zuerst in (Hilbert & Bernays, 1939) definiert wurden (eine gute Einf¨uhrung in -Logik findet sich in (Meyer Viol, 1995)). Diese verbesserte Skolemisierung in Tableaukalk¨ulen f¨ur das Automatische Beweisen zu verwenden, hat mehrere wichtige Vorteile. Erstens bewahrt sie die Monotonie der Erweiterungsregeln, w¨ahrend eine Regel, die Symbole einf¨uhrt, die neu sein m¨ussen, nicht monoton ist (Kalk¨ule, die solch eine Regel verwenden, sind nicht gutartig). Zweitens wird durch die verbesserte Skolemisierung der Suchraum eingeschr¨ankt, weil die Zahl der verschiedenen Skolem-Symbole, die in einem Beweis verwendet werden, kleiner ist. Und drittens haben Kalk¨ule, die die verbesserte Skolemisierung
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nicht verwenden, in der Regel nicht die Eigenschaft der starken Korrektheit der Erweiterung (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8), d. h., sie erhalten nicht notwendig die Erf¨ullbarkeit durch dieselben Tableauinterpretationen. Der Grund hierf¨ur ist, daß eine mit Standard-Skolemisierung konstruierte Konklusion nur durch eine Tableauinterpretation erf¨ullt wird, in der das neue Skolem-Symbol in der richtigen Weise interpretiert wird, n¨amlich durch eines der Objekte, deren Existenz bekannt ist. Wird dagegen die verbesserte Skolemisierung verwendet, dann weiß man von vorneherein, was die Eigenschaften des Objektes sind, das durch ein bestimmtes Skolem-Symbol repr¨asentiert wird. Also ist es m¨oglich, die Menge der Tableauinterpretationen so zu w¨ahlen, daß sie nur kanonische Interpretationen enth¨alt, in denen die Skolem-Symbole durch Objekte mit den richtigen Eigenschaften interpretiert werden. Wenn solche kanonischen Interpretationen benutzt werden, dann erh¨alt (die verbesserte) Skolemisierung nicht nur die Erf¨ullbarkeit, sondern Pr¨amisse und Konklusion werden durch dieselben (kanonischen) Tableauinterpretationen erf¨ullt. Um die Korrektheit des Kalk¨uls zu beweisen, muß man dann nat¨urlich zus¨atzlich zeigen, daß jedes initiale Tableau f¨ur eine erf¨ullbare Formelmenge von einer kanonischen Tableauinterpretation erf¨ullt wird. Das kann in der Regel nur dann gelingen, wenn man sicher sein kann, daß die Skolem-Symbole nicht in initialen Tableaus vorkommen k¨onnen – was der Hauptgrund daf¨ur ist, daß wir die Verwendung einer erweiterten Signatur f¨ur die Konstruktion von Tableaubeweisen zulassen, denn die zus¨atzlichen Symbole der erweiterten Signatur k¨onnen nicht in initialen Tableaus vorkommen. Oft ist es auch m¨oglich – in Abh¨angigkeit von der Ausdrucksst¨arke der jeweiligen Logik –, die Korrektheit einer Erweiterungsregel, die die verbesserte Skolemisierung benutzt, syntaktisch zu beweisen (basierend auf der Korrektheit der entsprechenden Erweiterungsregel mit Standard-Skolemisierung). Beispielsweise beweist Egly (1998), daß es in einem Tableaukalk¨ul f¨ur PL1 mit Standard-Skolemisierung und nicht-analytischer Schnittregel – da die Schnittregel trivialerweise korrekt ist, beeintr¨achtigt ihre Verwendung das Argument nicht – m¨oglich ist, f¨ur alle Formeln G (in mehreren Schritten) aus der leeren Pr¨amisse die Tableauformel



T:(8x)((9y )(G(x; y ) ! G(x; f (x))))



abzuleiten, wobei f = sko fv ((9y )(G(X; y )). Daraus folgt die Korrektheit einer Erweiterungsregel f¨ur PL1, die die verbesserten Skolemisierung verwendet; denn die obige Formel erlaubt es, an beliebiger Stelle im Tableaubeweis die Tableauformel T:G(X; f (X )) aus der Tableauformel T:(9y )(G(X; y )) abzuleiten. Neben der Frage, welches Skolem-Symbol zu verwenden ist, besteht das Problem, die Korrektheit der Skolemisierung im Zusammenhang mit freien (sowohl starren als auch universellen) Variablen sicherzustellen. Man muß daf¨ur sorgen, daß die Instantiierung von starren Variablen mit Skolem-Symbolen (oder mit Termen, die Skolem-Symbole enthalten) nicht zu unerw¨unschten Ergebnissen f¨uhrt. Beispiel 4.4.3 F¨ur alle Instantiierungen



fY 7! tg der starren Variablen Y



impliziert



4.5 Lokale Lemmata
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die Formel (9x)(p(x; Y ))fY



7! tg die Existenz eines Objektes d, f¨ur das



val I ;[x7!d℄(p(x; Y )fY 7! tg) = true gilt. Im allgemeinen gibt es jedoch kein einzelnes d, das diese Eigenschaft f¨ur alle t hat. 2 Das im obigen Beispiel dargestellte Problem wird zumeist dadurch gel¨ost, daß man einen komplexen Skolem-Term statt einer Skolem-Konstanten verwendet, wobei die freien Variablen, von denen abh¨angt, welche Objekte d die gew¨unschten Eigenschaften haben, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden, d. h., im Beispiel wird die Formel p( (Y ); Y ) statt der Formel p( ; Y ) abgeleitet. Die Schwierigkeit beim Entwurf eines korrekten Regelschemas mit Skolemisierung ist, herauszufinden, wodurch genau beeinflußt wird, welches die Objekte sind, deren Existenz bekannt ist. Alle freien Variablen, deren Instantiierung einen Einfluß haben kann, m¨ussen als Argumente des Skolem-Terms verwendet werden. Auf der anderen Seite wird der Kalk¨ul unn¨otigerweise abgeschw¨acht und der Suchraum vergr¨oßert, wenn zu viele Variablen in den Skolem-Term eingehen. Beispielsweise verwendeten fr¨uhere Versionen von Kalk¨ulen mit starren Variablen f¨ur PL1 eine Skolemisierung, bei der alle starren Variablen, die auf dem erweiterten Ast vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms werden. Sp¨ater erkannte man, daß nur die Instantiierung der Variablen, die in einer Æ -Formeln Æ vorkommen (und nicht aller Variablen auf dem Ast) einen Einfluß darauf haben, welche Objekt im Universum einer Æ erf¨ullenden Tableauinterpretation die von Æ ausgedr¨uckte Eigenschaft haben (H¨ahnle & Schmitt, 1994); es ist also ausreichend, die in Æ vorkommenden Variablen zu Argumenten des Skolem-Terms zu machen, der bei einer Regelanwendung auf Æ eingef¨uhrt wird. Man kann nat¨urlich alle Schwierigkeit, die durch die Verwendung freier Variablen im Zusammenhang mit Skolemisierung entstehen, dadurch beseitigen, daß man die Eingabe-Formeln in einem Vorverarbeitungsschritt skolemisiert, wie es in allen Kalk¨ulen geschieht, die Klauselnormalform verwenden. Allerdings ist das f¨ur manche Logiken nicht m¨oglich, so z. B. f¨ur intuitionistische Pr¨adikatenlogik. Außerdem f¨uhrt Skolemisierung zu einem Informationsverlust (und fr¨uhe Skolemisierung zu fr¨uhem Informationsverlust). Betrachten wir beispielsweise die Formel  = T:(9x)(p(x)) und ihre skolemisierte Version 0 = T:p( ). Wenn ein lokales Lemma  bzw. 0 erzeugt wird (siehe Abschnitt 4.5), dann ist das Lemma , das zu T:(8x)(:p(x)) a¨ quivalent ist, sehr viel n¨utzlicher als das Lemma 0 , das zu T::p( ) a¨ quivalent ist. Tats¨achlich haben Tableaukalk¨ule f¨ur PL1 mit Lemma-Generierung und dynamischer Skolemisierung nicht-elementar k¨urzere Beweise f¨ur bestimmte Formelklassen als Kalk¨ule mit Lemma-Generierung und Skolemisierung als Vorverarbeitungsschritt (Egly, 1998).
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Eine einfache und in vielen F¨allen n¨utzliche Methode zum St¨arken von Kalk¨ulen mit Erweiterungsregel ist, sicherzustellen, daß die Extensionen einer Konklusion sich nicht semantisch u¨ berschneiden:



L



Definition 4.5.1 Sei C ein (Grund-)Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik ; und sei eine Signatur von .



L



 2 Sig



Zwei Extensionen E1 ; E2  TabForm ( ) u¨ berschneiden sich semantisch, wenn es eine Tableauinterpretation in TabInterp ( ) gibt, die sowohl E1 als auch E2 erf¨ullt.



2



Beispiel 4.5.2 Betrachten wir den Tableaukalk¨ul CPL1 f¨ur PL1 aus Abschnitt 3.6. Die zwei Extensionen fT:pg und fT:q g in der Konklusion der Pr¨amisse fT:(p _ q )g u¨ berschneiden sich semantisch, da T:p und T:q beide von ein und derselben Tableauinterpretation von CPL1 erf¨ullt werden k¨onnen. 2 Wenn eine Erweiterungsregelanwendung eine Konklusion verwendet, die sich semantisch u¨ berschneidende Extensionen enth¨alt, dann wird in gewissem Sinne weniger Information zum Tableau hinzugef¨ugt. Intuitiv muß man, um ein Tableau T abzuschließen, zeigen, daß keine Tableauinterpretation existiert, die irgendeinen Ast von T ¨ erf¨ullt; und wenn es Aste gibt, die (teilweise) von denselben Tableauinterpretation erf¨ullt werden, dann m¨ussen diese Tableauinterpretationen, die mehr als einen Ast erf¨ullen, mehrfach behandelt werden. Extensionen k¨onnen durch zus¨atzliche Tableauformeln u¨ berschneidungsfrei gemacht werden; dabei k¨onnen aber auch zus¨atzliche Extensionen erforderlich werden, und man muß vorsichtig vorgehen, damit die Korrektheit des Kalk¨uls erhalten bleibt.



L



Satz 4.5.3 Sei C ein gutartiger (Grund-)Tableaukalk¨ul f¨ur eine Logik , der (1) die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 hat (und also korrekt ist) und (2) vollst¨andig ist; und sei  eine Signatur von .



L



F¨ur jede Konklusion C = fE1 ; : : : ; Ek g (k  1) u¨ ber (1  i  k ), sei die Konklusion C ! wie folgt definiert:



C!



= fE i [



i[1 j =1



 , wobei Ei = fi1 ; : : : ; iri g



fjlj ; j1; : : : ; jlj 1g j 1  i  k, und 1  lj  rj f¨ur 1  j  ig :



Sei der Kalk¨ul C ! wie folgt definiert: Die Erweiterungsregel E ! von C ! ist f¨ur alle Signaturen  2 Sig und alle Pr¨amissen  2 TabForm ( ) durch



E !()() = fC ! j C 2 E ()()g



4.5 Lokale Lemmata



141



gegeben, wobei E die Erweiterungsregel von C ist; und C ! stimmt mit C von der Erweiterungsregel abgesehen u¨ berein. Dann gilt folgendes: 1. Der Kalk¨ul C ! hat die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 (und ist also korrekt); 2. der Kalk¨ul C ! ist vollst¨andig; 3. f¨ur alle Signaturen  2 Sig und alle Pr¨amissen  2 TabForm ( ) sind die Extensionen in allen Konklusionen in E ! ()() semantisch u¨ berschneidungsfrei. Beweis: Korrektheitseigenschaften: Die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.3 u¨ bertr¨agt sich trivialerweise, weil sich C und C ! nur in ihrer Erweiterungsregel unterscheiden. Um zu beweisen, daß die zweite Korrektheitseigenschaft (Korrektheit der Erweiterung) erhalten bleibt, benutzen wir Lemma 3.5.9. Danach gen¨ugt es zu zeigen, daß, wenn eine der Extension in einer Konklusion C = fE1 ; : : : ; Ek g von einer Tableauinterpretation h ; I i erf¨ullt wird, auch eine der Extensionen in C ! von h ; I i erf¨ullt wird. Sei Ei die erste Extension in C , die von h ; I i erf¨ullt wird, d. h., h ; I i erf¨ullt keine der Extensionen E1 ; : : : ; Ei 1 ; und sei jeweils jlj die erste Tableauformel in Ej , die nicht erf¨ullt ist (1  j  i 1), d. h., die Tableauformeln j1 ; : : : ; jlj 1 werden von h ; I i erf¨ullt. Es folgt, daß die Extension



m



m m



m



m



i[1



Ei [



fjlj ; j1; : : : ; jlj 1 g ;



j =1



m; I i erf¨ullt wird.



die ein Element von C ! ist, von h



Vollst¨andigkeit: Die Vollst¨andigkeit von C ! folgt sofort aus der Vollst¨andigkeit von C , weil beide Kalk¨ule gutartig sind und also die zus¨atzlichen Tableauformeln in den Extensionen von C ! die Konstruktion eines C ! -Tableaubeweises nicht beeintr¨achtigen k¨onnen, der die gleichen Regelanwendungen benutzt, die zur Konstruktion eines C -Tableaubeweises verwendet werden – man beachte, daß es f¨ur jede Extension E ! in einer Konklusion C ! eine Extension E 2 C gibt, so daß E  E ! . ¨ Keine semantische Uberschneidung: Seien Ei und Ei zwei verschiedene Extensio! nen in C ; dann gibt es per Konstruktion von C ! eine Tableauformel  mit  2 Ei und  2 Ei ; daraus folgt sofort, daß sich Ei und Ei nicht semantisch u¨ berschneiden 2 k¨onnen. 0



0



0
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Beispiel 4.5.4 Wir nehmen an, p; q; r; s; t seien Tableauformeln und



 p r t q s



sei ein Erweiterungsregel-Schema eines Tableaukalk¨uls C . Dann ist



 p r r t t q s s p q p p p r s r



t t q q p p r s r



¨ das entsprechende Erweiterungsregel-Schema ohne semantische Uberschneidungen ! des Kalk¨uls C (Satz 4.5.3). 2 Die Formeln, die zu Extensionen hinzugef¨ugt werden, um sie u¨ berschneidungsfrei zu machen, kann man als lokale Lemmata ansehen. Wenn im obigen Beispiel ein Ast mit C ! erweitert worden ist, und der neue Teilast, der p und q enth¨alt, abgeschlossen worden ist, kann man folgern, daß in allen Tableauinterpretationen, die den Ast B erf¨ullen, mindestens eines des Atome p und q falsch ist und – dar¨uberhinaus – daß entweder (a) p nicht erf¨ullt ist oder (b) p erf¨ullt ist aber q nicht. Also k¨onnen diese Formeln als Lemmata” zu den weiteren Extensionen hinzugenommen werden. Die ” Lemmata sind lokal“, weil sie nur in der lokalen Konklusion verwendet werden. ” Wie Beispiel 4.5.4 zeigt, kann es zu einem drastischen Anwachsen der Zahl der Extensionen f¨uhren, wenn man sicherstellen will, daß die Extensionen aller Konklusionen u¨ berschneidungsfrei sind – was also nicht immer von Vorteil ist. Nichtsdestotrotz ist die Methode n¨utzlich, denn es steht einem frei, entweder die urspr¨ungliche Konklusion C oder die u¨ berschneidungsfreie Konklusion C ! (Satz 4.5.3) zu verwenden und die Entscheidung von der Zahl der Extensionen in C bzw. C ! abh¨angig zu machen. Zudem kann man das Verfahren auch auf Konklusionen in Regelschemata anwenden statt nur auf einzelne Instanzen von Schemata. In vielen F¨allen ist es dann m¨oglich, das Schema f¨ur die Konklusion C ! zu vereinfachen, da einige ihrer Extensionen inkonsistent sind. Beispiel 4.5.5 Wir betrachten das folgende Erweiterungsregel-Schema, das typischerweise von einem Kalk¨ul f¨ur die dreiwertige Łukasiewicz-Logik L3 verwendet wird:



T:f 21 g:F



_G



T:f0; 21 g:F T:f 21 g:F T:f 21 g:G T:f0; 21 g:G
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Die Markierungen sind Teilmengen der Menge f0; 12 ; 1g der Wahrheitswerte. Passende Tableauinterpretationen f¨ur diesen Kalk¨ul k¨onnen folgendermaßen definiert werden: F¨ur jedes Modell der Łukasiewicz-Logik gebe es eine Tableauinterpretation h ; I i mit je einer Welt I ( ) f¨ur jede m¨ogliche Markierung; und es gelte I ( ) j= F genau dann, wenn der Wahrheitswert von F in dem entsprechenden mehrwertigen Modell ein Element von  ist.



m



Wendet man die Konstruktion aus Satz 4.5.3 an, so erh¨alt man das neue u¨ berschneidungsfreie Schema



T:f 21 g:F _ G T:f0; 21 g:F T:f 12 g:F T:f 12 g:F 1 1 T:f 2 g:G T:f0; 2 g:G T:f0; 21 g:G F :f0; 21 g:F F :f 12 g:G T:f0; 21 g:F Die zweite Extension dieses Schemas ist unerf¨ullbar, da der Wahrheitswerte von F nicht zugleich ein Element von f 12 g und kein Element von f0; 21 g sein kann. Die dritte Extension kann vereinfacht werden, da die erste ihrer Formeln die letzte subsumiert; und die zweite und dritte Formel implizieren zusammen, daß 0 der Wahrheitswert von G ist. Das Ergebnis ist das folgende Schema, das u¨ berschneidungsfrei ist und die gleiche Zahl von Extensionen hat, wie das urspr¨ungliche Schema:



T:f 21 g:F



_G



T:f0; 21 g:F T:f 12 g:F T:f 21 g:G T:f0g:G



2



Das obige Beispiel stammt aus (H¨ahnle, 1993), wo ein Algorithmus zur Konstruktion u¨ berschneidungsfreier Erweiterungsregeln f¨ur beliebige mehrwertige Logiken beschrieben wird. Extensionen u¨ berschneidungsfrei zu machen, ist auch f¨ur Kalk¨ule mit starren und universellen Variablen n¨utzlich. Da diese aber keine durch Tableauinterpretationen definierte Semantik haben, ist die Konstruktion aus Satz 4.5.3 nicht direkt anwendbar. Statt dessen muß man sicherstellen, daß die Extensionen in der Grundversion des Kalk¨uls u¨ berschneidungsfrei sind, bevor der Kalk¨ul gehoben wird, um eine Version mit freien Variablen zu konstruieren Beispiel 4.5.6 Die Erweiterungsregel des Kalk¨uls CPL1 f¨ur PL1 erlaubt die Ableitung von Konklusionen aus -Formeln, die nicht u¨ berschneidungsfrei sind. Eine alternative Version des Schemas
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f¨ur -Formeln ist das Schema







1 2 1



das u¨ berschneidungsfreie Konklusionen erzeugt; es kann auch f¨ur Versionen von CPL1 mit starren Variablen verwendet werden. Die Verwendung dieses Schemas f¨uhrt f¨ur bestimmte Klassen von PL1-Formeln zu einer nicht-elementaren Reduktion der L¨ange der k¨urzesten existierenden Tableaubeweise (Egly, 1998). 2 Das folgende Beispiel zeigt, daß man Vorsicht walten lassen muß bei der Erzeugung lokaler Lemmata, die universelle Variablen enthalten, und daß das Ergebnis der uniformen Konstruktion aus Satz 4.5.3 nicht immer optimal ist. Beispiel 4.5.7 Wir betrachten das Erweiterungsregel-Schema



T:(F (t) _ G) T:F (t) T:G



f¨ur alle Terme t Es kann gehoben werden, um das universelle Variablen verwendende Schema



T:(F (x) _ G) T:F (x) T:G



falls x nicht in G vorkommt zu konstruieren. Wenn das Grund-Schema u¨ berschneidungsfrei gemacht wird, indem das Komplement von T:F (t) als Lemma zur rechten Extension hinzugef¨ugt wird, dann hat das resultierende Schema



T:(F (t) _ G) T:F (t) T:G F :F (t) f¨ur alle Terme t



ungl¨ucklicherweise keine universelle Variablen verwendende Version, weil der Term t nun in beiden Extensionen vorkommt.



Es ist jedoch m¨oglich, das Lemma F :(8x)(F (x)) anstelle des Lemmas F :F (t) zu verwenden. Dann produziert das Regelschema nicht v¨ollig u¨ berschneidungsfreie Konklusionen, aber es gibt weniger Tableauinterpretationen, die beide Extensionen erf¨ullen; und das Schema hat eine universelle Variablen verwendende Version:



T:(F (x) _ G) T:F (x) T:G F :(8x)(F (x)) falls x nicht in G vorkommt



2
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Die Pruning-Methode



Die Pruning-Methode5, die mit der Condensing genannten Technik aus (Oppacher & Suen, 1988) eng verwandt ist, erlaubt, sowohl die Gr¨oße des Suchraumes als auch die L¨ange der generierten Tableaubeweise zu reduzieren. Nehmen wir an, ein Ast B eines Tableaus werde mit einer aus Extensionen E1 ; : : : ; Ek bestehenden Konklusion C erweitert, und im weiteren Verlauf des Beweises werde ein geschlossenes Teiltableau unter einer der Extensionen Ei konstruiert, wobei keine der Tableauformeln in Ei bei der Konstruktion des Teiltableaus in einer Pr¨amisse Verwendung findet. Dann kann das Teiltableau auch an jeden anderen Teilast unterhalb einer der Extensionen Ej (j 6= i) oder sogar direkt an den Ast B angef¨ugt werden. Es gibt mehrere m¨ogliche Wege, eine solche Situation auszunutzen: 1. Der Kalk¨ul kann verst¨arkt werden, indem man die Tableauregel so ver¨andert, daß sie erlaubt, ? zu allen Teil¨asten unterhalb der Extensionen Ej hinzuzuf¨ugen (j 6= i); dadurch wird der Kalk¨ul jedoch nicht-gutartig, weil ? in diesem Fall ¨ nicht aus Pr¨amissen auf den erweiterten Asten abgeleitet wird. 2. Man kann den Kalk¨ul so ver¨andern, daß es m¨oglich wird, die Entscheidung aufzuschieben, welches die n¨achste Konklusion sein soll, die zur Erweiterung eines Astes verwendet wird. Die Konklusion C wird dann nur vorl¨aufig“ zur Erwei” terung von B verwendet. Nur wenn sp¨ater Formeln aus allen ihren Extensionen ¨ zum Abschluß von Asten verwendet werden, wird die Entscheidung getroffen, daß C tats¨achlich f¨ur die Erweiterung von B verwendet werden soll; andernfalls wird die Entscheidung getroffen, daß C nicht verwendet werden soll, die vorl¨aufige Erweiterung mit C wird r¨uckg¨angig gemacht, und das geschlossene Teiltableau unterhalb Ei wird direkt an B angef¨ugt. Aber auch dies macht den Kalk¨ul nicht-gutartig, weil in einem gutartigen Kalk¨ul eine Tableauformeln nicht wieder entfernt werden kann, wenn sie erst einmal zum Tableau hinzugef¨ugt worden ist. 3. Man l¨aßt den Kalk¨ul unver¨andert; die Information, daß das geschlossene Teiltableau unterhalb Ei konstruiert werden kann, ohne Formeln aus Ei in Pr¨amissen zu verwenden, wird ausgenutzt, indem dieses Teiltableau an jeden noch offenen Ast unterhalb der Extensionen Ej (j 6= i) angef¨ugt wird. Dann bleibt der Kalk¨ul gutartig; und Pruning wird als eine Technik zur deterministischen Konstruktion geschlossener Teiltableaus aufgefaßt. Eine Implementierung muß das geschlossene Teiltableau nat¨urlich nicht wirklich wiederholt konstruieren; die Information, daß (und wie) das m¨oglich w¨are, gen¨ugt.6 5 Von engl. to prune: abschneiden, zur¨uckschneiden. 6 Man beachte jedoch, daß man annehmen muß, das Teiltableau sei (zumindest implizit) unter jedem offenen Teilast unterhalb einer der Extensionen Ej vorhanden, wenn die Regularit¨at einer Erweiterungsregelanwendung u¨ berpr¨uft wird (siehe Abschnitt 5.2).



146



Kapitel 4: Erweiterungen



L



Definition 4.6.1 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul f¨ur eine Logik ; sei  2 Sig eine Signatur; und sei T0 ; : : : ; Tn eine Folge von Tableaus f¨ur eine Menge G  Form () von Formeln, so daß Ti+1 ein Nachfolgetableau von Ti ist (1  i < n). Ein Vorkommen einer Tableauformel  in einem Knoten N eines Tableau Ti ist benutzt f¨ur die Konstruktion von Ti+1 ; : : : ; Tn , falls 1.



 = ? (d. h., alle Vorkommen der Tableauformel ? gelten als benutzt); oder



2. es ein Tableau Tj (i  j  n 1) und einen Ast Bj durch den N entsprechenden Knoten Nj in Tj gibt, so daß Tj +1 aus Tj durch Erweiterung des Astes Bj konstruiert ist, wobei eine  enthaltende Pr¨amisse und eine Konklusion



Cj = fE1 ; : : : ; Ek g verwendet ist und ein Vorkommen in Tj +1 von zumindest je einer Formel in jeder der Extensionen E1 ; : : : ; Ek f¨ur die Konstruktion von Tj +1 ; : : : ; Tn benutzt ist.



2



Wenn es mehr als ein Vorkommen derselben Formel auf einem Ast B gibt, von denen eines zur Erweiterung von B benutzt ist, dann gelten sie gem¨aß Definition alle als benutzt. Man k¨onnte statt dessen auch nur eines der Vorkommen als benutzt ansehen (bevorzugt dasjenige, das der Wurzel des Tableaus am n¨achsten ist); jedoch sollten zu viele Vorkommen derselben Formel auf einem Ast ohnehin vermieden werden (siehe Abschnitt 5.2). Beispiel 4.6.2 Wir betrachten das in Abbildung 4.6 (a) dargestellt Tableau; wir nehmen an, zur Konstruktion des Tableaus sei zun¨achst die Konklusion fE1 ; E2 g der Pr¨amisse  verwendet worden, dann die Konklusion fE10 ; E20 ; E30 g der Pr¨amisse 0 = E1 und schließlich seien das geschlossene Teiltableau T1 an den Ast unterhalb E10 und das ¨ geschlossene T2 an den Ast unterhalb E20 angef¨ugt worden; die Aste, die die Extensio0 nen E3 und E2 enthalten, seien noch offen. Weiter nehmen wir an, daß keine der Formeln in E1 f¨ur die Konstruktion des Teiltableaus T1 benutzt worden ist und daß keine der Formeln in E1 und E20 f¨ur die Konstruktion von T2 benutzt worden ist. Dann gelten per Definition die Formeln in  als unbenutzt. Ob Formeln in E10 f¨ur die Konstruktion von T1 benutzt sind, ist irrelevant. Wenn die erste der M¨oglichkeit, Pruning auszuf¨uhren, verwendet wird, dann kann ? ¨ zu den verbleibenden offenen Asten hinzugef¨ugt werden (Abbildung 4.6 (b)). Wird die zweite M¨oglichkeit verwendet, werden also alle Tableauerweiterungen, die sich als unn¨otig erweisen, zur¨uckgenommen, dann entsteht das in Abbildung 4.6 (c) dargestellt Tableau. Und das Tableau aus Abbildung 4.6 (c) ist das Ergebnis der dritten M¨oglichkeit, Pruning auszuf¨uhren, die die Gutartigkeit des Kalk¨uls erh¨alt. Man beachte, daß die verschiedenen Pruning-Techniken alle zweimal ausgef¨uhrt werden m¨ussen, n¨amlich einmal f¨ur jede der beiden Erweiterungsregelanwendungen, mit denen die unbenutzten Extensionen E1 bzw. E20 zum Tableau hinzugef¨ugt wurden. 2
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Abbildung 4.6: Anwendung der Pruning-Technik (Beispiel 4.6.2). 4.7



Zus� atzli he Regels hemata



Eine einfache aber oft effektive Weise, einen Kalk¨ul zu verst¨arken, ist die Einf¨uhrung zus¨atzlicher Erweiterungsregel-Schemata. Wenn eine bestimmte Folge von Regelanwendungen h¨aufig auftritt, ist es sinnvoll, die Tableauregel so zu erweitern, daß eine einzige Regelanwendung den gleichen Effekt hat, wie die h¨aufig auftretenden Folge von Anwendungen. Beispiel 4.7.1 Nehmen wir an, daß in einem bestimmten Anwendungsgebiet h¨aufig Formeln der Form T:(true ! ) vorkommen, was z. B. auftreten kann, wenn die zu beweisenden Formeln automatisch generiert werden. In diesem Fall ist es n¨utzliche, den Kalk¨ul CPL1 f¨ur PL1 um ein zus¨atzliches Schema



T:(true ! ) T: zu erweitern, so daß T: in einem Schritt abgeleitet werden kann, ohne den Ast zuerst mit der Konklusion ff F :true g; fT:gg erweitern zu m¨ussen, um dann einen der beiden neuen Teil¨aste durch Ableitung von ? aus der Pr¨amisse f F :true g abzuschließen.



2
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5 5.1



Konstruktion eÆzienter Beweisprozeduren Einf� uhrung



5.1.1 Su hb�aume Im vorangegangenen Kapitel wurden Methoden zur Verbesserung eines Tableaukalk¨uls diskutiert, die es erm¨oglichen, k¨urzere Beweise zu erzeugen. Das Thema dieses Kapitels ist nun, wie man auf effiziente Weise in dem verbleibenden kleineren Suchraum nach einem Beweis suchen kann. Der Suchraum l¨aßt sich als Suchbaum veranschaulichen, wobei jede m¨ogliche Wahl der n¨achsten Erweiterungsregelanwendung auf ein Tableau T einen Knoten im Suchbaum mit sovielen Nachfolgern erzeugt, wie T Nachfolgetableaus hat. Der Suchbaum eines beweiskonfluenten Kalk¨uls (der keine Sackgassen enth¨alt) ist in Abbildung 5.1 schematisch dargestellt; dort sind alle Pfade entweder unendlich oder enden in einem Beweis (durch einen Stern ? angedeutet). Zwei Konzepte f¨ur die Beweissuche sind zu unterscheiden: Tiefensuche und Breitensuche. Damit Tiefensuche m¨oglich ist, darf es entweder keine Pfade im Suchbaum geben, die keinen Beweis enthalten, oder es muß m¨oglich sein, solche Pfade zu vermeiden, indem man bei der Konstruktion von Tableaus Fairneßstrategien anwendet. Bei beweiskonfluenten Kalk¨ulen sind es die unendlichen Pfade im Suchbaum, die vermieden werden m¨ussen.



? ?



? ?



Abbildung 5.1: Suchbaum eines beweiskonfluenten Kalk¨uls.
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?



? ?



? Abbildung 5.2: Breitensuche.



5.1.2 Breitensu he und Iterative deepening Da Fairneßstrategien, die Tiefensuche erm¨oglichen, f¨ur Tableaukalk¨ule mit starren Variablen schwer zu konstruieren sind, verwenden die meisten automatischen Deduktionssysteme Breitensuche. Mit Breitensuche k¨onnen k¨urzere Beweise als mit Tiefensuche gefunden werden, weil alle Pfade des Suchbaums abgesucht werden, w¨ahrend mit Tiefensuche ein Pfad, der einen kurzen Beweis enth¨alt, unter Umst¨anden nicht betrachtet wird; Fairneßstrategien stellen nur sicher, daß irgendein Beweis gefunden wird, es muß aber nicht der k¨urzeste sein. Dabei ist zu bedenken, daß die L¨ange der gefundenen Beweise bei automatischer Deduktion nicht von großer Bedeutung ist (der einzige Vorteil kurzer Beweise ist, daß sie weniger Regelanwendungen erfordern, und daher leichter zu finden sind). Breitensuche ist sehr viel teurer“ als Tiefensuche, weil ” benachbarte Pfade des Suchbaums viele a¨ hnliche oder sogar identische Tableaus enthalten, die bei Breitensuche alle betrachtet werden. Dieser Nachteil der Breitensuche u¨ berwiegt bei weitem jeden Vorteil, den sie haben mag. In Abbildung 5.2 ist schematisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei Breitensuche durchsucht wird. F¨ur alle (praktikablen) Vervollst¨andigungsmodi, S d. h., alle (monotonen) Funktionen m von N in die Menge aller Tableaus, so daß i2N m(i) alle konstruierbaren Tableaus enth¨alt, w¨achst die Gr¨oße jm(i)j des Suchbaums exponentiell in i. Es ist – selbst f¨ur kleine i – in der Regel nicht m¨oglich, alle Tableaus in m(i) im Speicher zu halten. Darum verwenden die meisten Implementierungen (siehe z. B. (Beckert & Posegga, 1995)) Tiefensuche mit Iterative deepening (TsID) S (Korf, 1985): Der partielle, endliche Suchraum, der aus allen Tableaus in M (i) = j i m(j ) f¨ur ein i 2 N besteht, wird mit Hilfe von Tiefensuche und Backtracking abgesucht; und wenn sich herausstellt, daß er keinen Beweis enth¨alt, dann wird i erh¨oht. Die Tableaus in M (i) stehen f¨ur die Konstruktion der Tableaus in M (i + 1) nicht zur Verf¨ugung; sie m¨ussen wieder neu konstruiert werden, was jedoch im Vergleich zur Breitensuche auf der richtigen“ ” Ebene i nur einen polynomiellen Overhead mit sich bringt, weil M (i +1) exponentiell
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?



Abbildung 5.3: Tiefensuche mit Iterative deepening.



gr¨oßer ist als M (i). Obwohl TsID zu einer akzeptablen Performanz tableaubasierter Theorembeweiser f¨uhrt, sollte man betonen, daß sie nur ein Kompromiß ist, solange keine vollst¨andige Fairneßstrategie f¨ur Tiefensuche zur Verf¨ugung steht. In Abbildung 5.3 ist schematisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei TsID durchsucht wird.



5.1.3 Tiefensu he mit Fairnestrategien Der Vorteil von Tiefensuche mit Fairneß ist, daß die Menge der Informationen, die die Tableaus darstellen, bei jedem Beweisschritt zunimmt; es geht keine Information verloren, da es kein Backtracking gibt. Außerdem wird vermieden, daß gleiche Tableaus oder Folgen von Tableaus in verschiedenen Pfaden des Suchbaums mehrfach betrachtet werden. In Abbildung 5.4 ist schematisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei Tiefensuche mit Fairneßstrategie durchsucht wird – n¨amlich nur ein Ast, der in einem Beweis ¨ endet. Durch die Fairneßstrategie werden die unendlichen Aste ohne Beweis vermieden. Allerdings kann der Beweis, der durch Tiefensuche mit Fairneß gefunden wird, (sehr viel) l¨anger sein und tiefer im Suchbaum liegen, als der k¨urzeste Beweis. Abbildung 5.5 veranschaulicht die unterschiedliche Struktur des Suchraumes bei den verschiedenen Suchstrategien. Dort ist der Teil des Suchraums, der untersucht worden ist, bevor der erste Beweis gefunden wird, eingef¨arbt. Die Form des Suchraums deutet dessen exponentielles Wachstum nach unten an. Im Fall von Grundkalk¨ulen ist es relativ leicht, Tiefensuche zu verwenden. Deren Erweiterungsregeln sind nicht-destruktiv; darum gen¨ugt es, systematisch alle m¨oglichen ¨ Konklusionen zu verwenden, bis alle Aste des konstruierten Tableaus entweder voll expandiert oder geschlossen sind.
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Abbildung 5.4: Tiefensuche mit Fairneßstrategie.



Breitensuche



Tiefensuche mit Iterative deepening



Tiefensuche mit Fairneßstrategie



Abbildung 5.5: Vergleich der verschiedenen Suchstrategien.



5.1 Einf¨uhrung



153



Bei Kalk¨ulen mit starren Variablen ist die Situation sehr viel komplizierter, denn sie sind destruktiv (auch wenn sie beweiskonfluent sind). Die Anwendung einer Substitution kann Formeln auf einem Tableau zerst¨oren, die f¨ur den Beweis ben¨otigt werden, und darum wieder hergestellt werden m¨ussen, indem sie noch einmal aus ihren Pr¨amissen abgeleitet werden. Bis jetzt gab es keine praktikable Antwort auf die Frage, wie eine deterministische Beweisprozedur, die Tiefensuche verwendet und vollst¨andig ist, f¨ur einen Kalk¨ul mit starren Variablen zu konstruieren sei. Solche Prozeduren waren nur f¨ur den Spezialfall ¨ nicht-destruktiver Kalk¨ule mit starren Variablen bekannt, bei denen Aste ohne die Instantiierung von Variablen erweitert werden und schließlich nur eine einzige Substitu¨ tion angewendet wird, von der bekannt ist, daß mit ihre alle Aste zugleich geschlossen werden k¨onnen. In diesem Kapitel wird das Problem analysiert, eine deterministische Beweisprozedur f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen zu konstruieren; und eine L¨osung wird vorgestellt f¨ur den allgemeinen Fall beliebiger starre Variablen verwendender Kalk¨ule, die gutartig sind (und also insbesondere beweiskonfluent). Keine anderen Annahmen werden gemacht; insbesondere ist die Methode nicht auf Kalk¨ule f¨ur bestimmte Logiken oder Formeln in einer bestimmten Normalform (wie etwa Klauselnormalform) beschr¨ankt. Die deterministische Suchstrategie, die wir vorschlagen, basiert auf:



 







Regularit¨at (Abschnitt 5.2), um sicherzustellen, daß keine Zyklen“ in der Su” che auftreten (es also nicht m¨oglich ist, die gleichen Formeln oder Teiltableaus wieder und wieder abzuleiten), Gewichtsordnungen (Abschnitt 5.3), wobei jeder Tableauformel ein Gewicht“ ” in solcher Weise zugeordnet wird, daß es (bis auf Variablenumbenennung) nur endlich viele verschiedene Formeln mit einem bestimmten Gewicht gibt. Wenn dann Tableauformeln mit kleinerem Gewicht zuerst abgeleitet werden, wird fr¨u¨ her oder sp¨ater jede Konklusion zu allen Asten hinzugef¨ugt werden, die ihre Pr¨amisse enthalten, so daß diese Strategie also fair ist. Rekonstruktionsschritten (Abschnitt 5.4), die den Kalk¨ul in gewissem Sinne schwach“ nicht-destruktiv machen. Direkt im Anschluß an einen destruktiven ” Erweiterungsschritt, werden die Regelanwendungen ausgef¨uhrt, die notwendig sind, um die zerst¨orten Formeln zu rekonstruieren.



Die wesentliche Schwierigkeit ist, eine Regularit¨atsbedingung zu definieren, die auf der einen Seite restriktiv genug ist, um Zyklen in der Beweiskonstruktion zu vermeiden, und auf der anderen Seite aber auch nicht zu restriktiv ist, so daß die Vollst¨andigkeit erhalten bleibt.1 1 Baumgartner (1998) schl¨agt eine Regularit¨atsbedingung vor, die (ein wenig) zu restriktiv ist, so daß zwar Zyklen in der Beweissuche vermieden werden, andererseits aber Tiefensuche mit Iterative deepening verwendet werden muß, um die Vollst¨andigkeit sicherzustellen.
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Unsere Fairneßstrategie ber¨ucksichtigt das ganze Tableau (und nicht nur einen einzelnen Ast), und zwar sowohl wenn es darum geht, die Regularit¨at zu u¨ berpr¨ufen, als auch bei der Auswahl einer Konklusion mit minimalem Gewicht. Eine auf dieser Strategie beruhende Prozedur kann jederzeit jeden Ast des Tableaus erweitern. Das bedeutet keinen besonders großen Speicherverbrauch; zumindest ist er nicht h¨oher als der einer Beweisprozedur, die zwar immer nur einen aktuellen“ Ast erweitert bis er geschlossen ” ¨ ist und erst dann andere Aste betrachtet, die aber Iterative deepening benutzt, um die ¨ Vollst¨andigkeit sicherzustellen, und also alle schon geschlossenen Aste f¨ur den Fall, daß Backtracking eintritt, speichern muß.



5.1.4 Wann ist eine Beweisprozedur praktikabel? Wie oben schon gesagt, gab es bisher keine praktikablen Beweisprozeduren f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen. Unter praktikabel“ ist zu verstehen, daß die Berechnungs” komplexit¨at der Entscheidung, was die n¨achste Erweiterungsregelanwendung in einer bestimmten Situation sein soll, nicht unangemessen groß ist. Außerdem soll die Zahl der Erweiterungsschritte, die notwendig sind, um einen Beweis zu finden, in einem angemessenen Verh¨altnis zur Zahl der notwendigen Schritte stehen, wenn Breitensuche verwendet wird. Trivialerweise existiert eine (nicht-praktikable) deterministische Beweisprozedur f¨ur alle monotonen Kalk¨ule – n¨amlich die triviale Prozedur, die eine Breitensuche im Hintergrund durchf¨uhrt. Bis ein Beweis (im Hintergrund) gefunden ist, w¨ahlt sie (im Vordergrund) beliebige Erweiterungsregelanwendungen. Wenn ein Beweis gefunden ¨ ist, f¨ugt sie diesen als Teiltableau an alle offenen Aste an, was m¨oglich ist, da der Kalk¨ul monoton ist. Solch ein Prozedur ist nat¨urlich v¨ollig nutzlos. Man beachte, daß eine solch sinnlose Prozedur selbst dann definiert werden kann, wenn die Berechnungskomplexit¨at der Erweiterungsschritte beispielsweise darauf eingeschr¨ankt wird, h¨ochstens polynomiell in der Gr¨oße des erweiterten Tableaus zu sein. Wenn die in den folgenden Abschnitten vorgestellte Fairneßstrategie verwendet wird, ist die Komplexit¨at der Entscheidung, welches der n¨achste Erweiterungsschritt sein soll, polynomiell in der Gr¨oße des expandierten Tableaus bzw. der Gr¨oße seiner m¨oglichen Nachfolgetableaus. Im Mittel ist die Komplexit¨at jedoch sehr viel geringer, weil nur diejenigen Teile eines Tableau betrachtet werden m¨ussen, die durch die jeweils Erweiterung ver¨andert werden. Die Gr¨oße der Tableaubeweise, die mit dieser Fairneßstrategie gefunden werden (und die Zahl der Erweiterungsschritte) ist h¨ochstens die der Tableaubeweise, die mit TsID ¨ im schlechtesten Fall konstruiert werden (also in dem Fall, daß zuf¨allig alle Aste des Suchbaums, die keinen Beweis haben, zuerst betrachtet werden).
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Regularit� at



Der Begriff der Regularit¨at ist aus dem Tableaubeweisen in klassischer Logik in Klauselnormalform (Letz et al., 1992) und Negationsnormalform (H¨ahnle & Klingenbeck, 1996; H¨ahnle et al., 1997) bekannt; er wird in (Beckert & H¨ahnle, 1998) auf NichtNormalform-Tableaus f¨ur die Pr¨adikatenlogik erster Stufe erweitert. Im folgenden definieren wir ein Regularit¨atskonzept f¨ur beliebige gutartige Kalk¨ule mit starren Variablen. Dieses Konzept unterscheidet sich von dem klassischen Begriff der Regularit¨at ganz wesentlich dadurch, daß das ganze Tableau betrachtet wird und nicht nur ein einzelner Ast; es erweist sich als geeignet zur Konstruktion einer deterministischen Beweisprozedur f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen.2 Nehmen wir an, eine Folge T1 ; : : : ; Tn von Tableaus sei bereits konstruiert. Wir sagen, eine Erweiterungsregelanwendung auf Tn sei irregul¨ar, wenn das Nachfolgetableau Tn+1 in einem der Vorg¨angertableaus Tj enthalten ist – insbesondere, wenn Tn+1 in Tn enthalten ist. In diesem Fall stellt die Folge Tj ; : : : ; Tn+1 einen Zyklus in der Beweissuche dar, weil Tn+1 keine Information enth¨alt, die nicht auch schon in Tj vorhanden sind. Nun bleibt nat¨urlich die Frage zu beantworten, wann ein Tableau ein anderes enth¨alt. Dazu legen wir zun¨achst fest, daß ein Tableau Tj ein Tableau Tn+1 enth¨alt, wenn jeder Ast von Tj einen Ast von Tn+1 enth¨alt. Intuitiv ist in diesem Fall das Tableau Tn+1 ¨ redundant, denn wenn geschlossene Teiltableaus unter allen seinen Asten konstruiert ¨ werden k¨onnen, dann ist es auch m¨oglich, geschlossene Teiltableaus unter allen Asten ¨ von Tj zu konstruieren, da ja jeder einen der Aste von Tn+1 enth¨alt. Jetzt bleibt allerdings die Frage, wann ein Tableauast einen anderen Ast enth¨alt. In erster Ann¨aherung k¨onnen wir sagen, daß ein Ast B einen Ast B 0 enth¨alt, wenn eine ¨ Variante jeder Tableauformel in B 0 in B vorkommt. Das ist allerdings eine Ubervereinfachung. Drei Aspekte m¨ussen zus¨atzlich beachtet werden:



Erster zus�atzli her Aspekt



Es reicht unter Umst¨anden nicht aus, wenn der Ast B nur eine Variante einer Tableauformel  enth¨alt, obwohl in B 0 mehrere Varianten von  vorkommen. Es kann n¨amlich sein, daß mehrere Varianten einer Formel f¨ur eine bestimmte Ableitung ben¨otigt werden. Wenn allerdings die Gr¨oße minimaler Pr¨amissen in einem Kalk¨ul beschr¨ankt ist, minimale Pr¨amissen also h¨ochstens k Formeln enthalten (f¨ur ein festes k 2 N ), dann reicht es aus, wenn der Ast B eine Variante jeder h¨ochstens k Formeln enthaltenden Teilmenge von Form (B 0 ) enth¨alt – was insbesondere impliziert, daß es gen¨ugt, wenn B nicht mehr als k variablendisjunkte Varianten einer Formel enth¨alt. Man beachte jedoch die unten beschriebenen weiteren zu ber¨ucksichtigenden Aspekte, die dazu f¨uhren k¨onnen, daß (a) Formeln, die (auf den 2 Kalk¨ule mit universellen Variablen werden hier nicht betrachtet, da sie sich bez¨uglich Regularit¨at wie Grundkalk¨ule verhalten.
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ersten Blick) Varianten voneinander sind, als wesentlich verschieden aufgefaßt wer¨ k Varianten unter den m¨ussen und daß (b) wegen der Interaktion verschiedener Aste, Umst¨anden doch nicht ausreichend sind. Beispiel 5.2.1 Minimale Pr¨amissen bestehen in dem Kalk¨ul f¨ur PL1 aus Abschnitt 3.6 aus h¨ochstens k = 2 Formeln. Ein Ast B enth¨alt darum einen Ast B 0 unter Umst¨anden nicht, selbst wenn er eine Variante jeder Formel auf B 0 enth¨alt.



Besteht beispielsweise der Ast B 0 aus den beiden Formeln  = T:(:p(X ) ^ p(f (X ))) und 0 = T:(:p(X 0 ) ^ p(f (X 0 ))), w¨ahrend B nur aus der Formel  besteht, dann ¨ enth¨alt zwar B eine Variante jeder Formel auf B 0 , dennoch stellt aber der Ubergang 0 von B zu B sicherlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar, weil n¨amlich der Ast B 0 geschlossen werden kann, der Ast B aber nicht; die zweite Variante 0 ist notwendig.



2



Wir beschr¨anken uns also im folgenden auf solche Kalk¨ule, bei denen minimale Pr¨amissen nicht von beliebiger Gr¨oße sind, sondern in ihrer Kardinalit¨at durch eine Konstante k 2 N beschr¨ankt sind. Wie andere Kalk¨ule, d. h., solche mit minimalen Pr¨amissen beliebiger Gr¨oße gehandhabt werden k¨onnen, ist am Ende von Abschnitt 5.4 beschrieben.



Zweiter zus�atzli her Aspekt Bei der Beantwortung der Frage, ob ein Ast B einen Ast B 0 enth¨alt, spielen nicht nur die Formeln auf B und B 0 eine Rolle, sondern auch ¨ die assoziierten Formeln auf anderen Asten, die mit den Formeln auf B bzw. B 0 starre Variablen gemeinsam haben. Definition 5.2.2 Sind  und Tableauformeln in einem Tableau T mit starren Variablen und gibt es eine starre Variable, die sowohl in  als auch in vorkommt, dann heißt mit  assoziiert. Die Menge aller Tableauformeln in T , die mit  assoziiert sind, ohne  selbst, sei mit Asso (T; ) bezeichnet. Ist  eine Menge von Tableauformeln in T , so sei



Asso (T; ) = (



[



2



Asso (T; )) n  :



2



Der Grund daf¨ur, daß assoziierte Formeln ber¨ucksichtigt werden m¨ussen, ist, daß ihr Vorhandensein sich bei der Anwendung von Substitutionen wegen der gemeinsamen Variablen auswirken kann. So werden wir zur Konstruktion einer deterministischen Beweisprozedur in Abschnitt 5.4 Regularit¨at mit der Einschr¨ankung kombinieren, daß jeweils nur eine solche von mehreren m¨oglichen Konklusionen verwendet werden darf,
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die bez¨uglich einer Gewichtsordnung (Abschnitt 5.3) minimale Formeln erzeugt. Nehmen wir an, der Ast B enthalte eine Variante (X ) einer Formel (X 0 ) auf B 0 , und die Variable X komme in dem Tableau T noch in einer assoziierten Formel (X ) vor, w¨ahrend es in dem Tableau T 0 kein weiteres Vorkommen von X 0 gebe. Nun kann es sein, daß eine Erweiterungsregelanwendung die Instantiierung von X bzw. X 0 mit einem Term t erfordert. Die entstehende Formel (t) wird in beiden Tableaus von gleichem Gewicht sein. In T wird aber zus¨atzlich die Formel (t) erzeugt; diese kann ein so großes Gewicht haben (insbesondere ein gr¨oßeres als (t)), daß sich dadurch die Regelanwendung auf das Tableau T verbietet – w¨ahrend die entsprechende Anwendung auf T 0 m¨oglich ist. In solch einem Fall enth¨alt der Ast B den Ast B 0 also nicht (es sei denn er enth¨alt noch eine weitere Variante von (X 0 ), mit der keine Formeln in T assoziiert sind).



Dritter zus�atzli her Aspekt Wie schon gesagt, enth¨alt ein Tableau T ein Tableau T 0 , wenn es f¨ur jeden Ast B in T einen Ast B 0 in T 0 gibt, so daß B den Ast B 0 ¨ enth¨alt. Dabei ist es durchaus m¨oglich, daß zwei verschiedenen Asten B1 und B2 0 von T derselbe Ast B zugeordnet wird. In diesem Fall gibt es f¨ur jede Menge 0 von k Formeln auf B 0 eine Formelmenge 1 auf B1 und eine Formelmenge 2 auf B2 , die Varianten von 0 sind. Die grundlegende Idee der Enthaltenseins-Relation impliziert, daß jede Regelanwendung, die auf dem Ast B 0 mit der Pr¨amisse 0 m¨oglich ist, auch – gleichzeitig – auf ¨ den beiden B 0 enthaltenden Asten B1 und B2 mit den Pr¨amissen 1 bzw. 2 m¨oglich sein soll. Daf¨ur m¨ussen aber die beiden Variablenumbenennungen, die  aus 1 bzw. aus 2 erzeugen, kompatibel sein. Entsprechendes gilt, wenn der Ast B 0 mehr als zwei ¨ Asten in T zugeordnet ist.



De nition und Eigens haften der Enthaltenseins-Relation Definition 5.2.3 Sei C ein Kalk¨ul mit starren Variablen; sei fv eine Signatur; seien T und T 0 Tableaus u¨ ber fv , die keine starren Variablen gemeinsam haben; und sei k 2 N eine nat¨urliche Zahl. Das Tableau T k -enth¨alt das Tableau T 0 , in Zeichen T 0



k T , wenn



i. jedem Ast B von T ein Ast B 0 von T 0 zugeordnet werden kann ii. und dann – jeweils f¨ur jedes Paar B; B 0 – jeder Menge 0  Form (B 0 ) von Tableauformeln auf B 0 , die h¨ochstens k Elemente hat, eine Menge   Form (B ) von Tableauformeln auf B und eine Variablenumbenennung   Subst (fv ) zugeordnet werden kann, so daß:
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1. F¨ur , 0 und  gilt jeweils: (a)



 = 0 ;



(b) f¨ur jede Tableauformel in Asso (T; ) gibt es (mindestens) eine Tableauformel 0 in Asso (T 0 ; 0 ), so daß  und 0 identisch sind bis auf die Umbenennung starrer Variablen, die nicht in  bzw. 0 vorkommen. ¨ 2. Ist ein Ast B 0 von T 0 verschiedenen Asten B1 ; : : : ; Bs von T zugeordnet (s  2), 0 0 0 dann gilt f¨ur alle  auf B , daß die  im Zusammenhang mit B1 ; : : : ; Bs zugeordneten Variablenumbenennungen 1 ; : : : ; s in folgendem Sinne kompatibel sind: es gibt eine Substitution  , so daß jFree ()[Asso (T;) = i (1  i  s). Seien nun T und T 0 Tableaus u¨ ber fv , die starre Variablen gemeinsam haben; und sei  eine Variablenumbenennung, so daß T und T 0  keine Variablen gemeinsam haben. Dann gelte T 0 k T , falls T 0  k T . 2 Enth¨alt eine Tableau T ein Tableau T 0 , dann ist jedem Ast B in T ein Ast B 0 in T 0 zugeordnet. Wir sagen dann auch, daß der Ast B den Ast B 0 enthalte, in Zeichen B 0 k B . Beispiel 5.2.4 Sei  = f(X )g und 0



= f(X 0 )g; ferner sei



Asso (T; ) = f (X; Y1); (X; Y2)g : Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 ist beispielsweise erf¨ullt, wenn



Asso (T 0; 0) = f (X 0; Y 0 )g : Sie ist nicht erf¨ullt, wenn Asso (T 0 ; 0 ) = ;; und sie ist auch nicht erf¨ullt, wenn Asso (T 0; 0) = f (Y 0; X 0)g ; da (X 0 ; Y1 ) und (Y 0 ; X 0 ) gleich zu machen die Umbenennung der Variablen erfordert, die in 0 vorkommt.



X0



2



Das folgende Lemma folgt sofort aus der Definition von k . Lemma 5.2.5 Die Relation k auf Tableaus (Def. 5.2.3) ist transitiv und reflexiv.



Wenn ein Tableau T 0 in einem Tableau T k -enthalten ist, dann ist T 0 in T k 0 -enthalten f¨ur alle k 0 < k .



Beispiel 5.2.6 Als einfaches Beispiel betrachten wir die Tableaus in Abbildung 5.6. Die Tableaus T1 und T2 1-enthalten die Tableaus T10 , T20 , T30 ; und das Tableau T1 2-enth¨alt die Tableaus T10 , T20 , T30 . Aber das Tableau T2 2-enth¨alt nur T10 . 2
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T:(X1 )



T:(X1 )



T:(Y1 )



T:(X2 )



T1



T2



T10



T:(Y1)



T:(Y1 )



T:(Y2)



T:(Y2 )



T20



T:(Y3 ) T0 3



Abbildung 5.6: Die Tableaus aus Beispiel 5.2.6.



T:p



T:p



T:q (X ) (a)



T:q (X 0 ) T:r(X 0 ) (b)



Abbildung 5.7: Tableaus, von denen keines das andere enth¨alt (Beispiel 5.2.7).



Beispiel 5.2.7 Keines der Tableaus T1 und T2 in Abbildung 5.7 (a) bzw. (b) enth¨alt das jeweils andere. Das Tableau T1 enth¨alt das Tableau T2 nicht, weil der Ast von T2 eine zus¨atzliche Formel enth¨alt. Und T2 enth¨alt T1 nicht, weil zwar eine Variante jeder Formelmenge des Astes von T1 auf dem Ast von T2 vorkommt, aber zu dem Element T:r(X 0) von Asso (T2 ; T:q (X 0 )) kein Gegenst¨uck in Asso (T1 ; T:q (X )) existiert, und also Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 nicht erf¨ullt ist. 2 Beispiel 5.2.8 Das Tableau T1 in Abbildung 5.8 (a) 1-enth¨alt das Tableau T2 in Abbildung 5.8 (b). Aber T2 enth¨alt T1 nicht, denn die Formeln T:p(X 0 ) und T:p(X 0 ) in T2 sind miteinander assoziiert, w¨ahrend die entsprechenden Formeln in T1 nicht miteinander assoziiert sind. ¨ Der Ubergang von T2 zu T1 stellt auch deutlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar, weil das Tableau T1 geschlossen werden kann, das Tableau T2 aber nicht. 2 Beispiel 5.2.9 Das Tableau T in Abbildung 5.9 (a) enth¨alt das Tableau T 0 in Abbil¨ dung 5.9 (b) nicht. Das k¨onnte nur sein, wenn die Aste B1 ; B2 von T beide den ein0 ¨ mit T:p(X; Y ) bzw. zelnen Ast von T enthielten. Zwar gibt es auf beiden Asten



F :p(a)



F :p(a)



F :q (b)



F :q (b) T:p(X 0 ) T:q (X 0 )



T:p(X )



T:q (Y ) (a)



(b)



Abbildung 5.8: Nahezu identische Tableaus, von denen das eine (a) das andere (b) enth¨alt, nicht aber umgekehrt (Beispiel 5.2.8).
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T:p(X; Y )



•



T:p(Y; X ) (a)



T:p(U; V ) (b)



•



T:p(X1 ; Y1 )



T:p(X2 ; Y2 ) (c)



Abbildung 5.9: Beispiel f¨ur Bedingung 2 in der Definition der EnthaltenseinsRelation (siehe Beispiel 5.2.9).



T:p(Y; X ) eine Variante der (einzigen) Formel T:p(U; V ) im Ast von T 0 . Aber die



erforderlichen Variablenumbenennungen fX 7! U; Y 7! V g und fX 7! V; Y 7! U g sind inkompatibel; sie haben keine gemeinsame Spezialisierung. Damit ist Bedingung 2 in der Definition der Enthaltenseins-Relation (Def. 5.2.3) verletzt. Bei dem Tableau in Abbildung 5.9 (c) tritt dieses Problem nicht auf; es 1-enth¨alt das Tableau T 0 . Die beiden erforderlichen Variablenumbenennungen fX1 7! U; Y1 7! V g und fX2 7! U; Y2 7! V g sind hier kompatibel. 2



Die Verwendung der Enthaltenseins-Relation macht nur Sinn, wenn sichergestellt ist, ¨ daß ein Tableau T sein Nachfolgetableau T 0 nur dann enth¨alt, wenn der Ubergang zu T 0 keinen Fortschritt in der Beweissuche bedeutet. Wie das folgende Beispiel zeigt, kann sich dabei ein Problem ergeben, wenn mehrere gleiche Regelanwendungen auf ¨ verschiedenen Aste von T m¨oglich sind. Beispiel 5.2.10 Bei dem in Abbildung 5.10 links gezeigten Tableau T1 ist die gleiche Erweiterungsregelanwendung, die aus der Pr¨amisse f F :p; T:pg die Konklusion ff?gg ¨ ableitet, auf beiden Asten m¨oglich; und um das Tableau abzuschließen muß diese ¨ Regelanwendung – nacheinander – auf beiden Asten ausgef¨uhrt werden. Jedoch ist das Tableau T2 , das als Zwischenschritt nach einer Regelanwendung entsteht (Abbil¨ dung 5.10 mitte) in T1 enthalten, denn beide Aste von T1 enthalten den rechten, noch nicht expandierten Ast von T2 . Damit ist dieser Schritt irregul¨ar. Das Tableau T3 , das ¨ durch die Erweiterung beider Aste entsteht (Abbildung 5.10 rechts), ist dagegen weder in T2 noch in T1 enthalten. Die Ableitung von T3 aus T1 ohne das Zwischenergebnis T2 ist also als regul¨ar anzusehen, und tats¨achlich bedeutet sie auch einen Fortschritt in der Beweiskonstruktion. 2 Um dieses Problem zu umgehen, erweitern wir die Definition des Begriffs Nachfolgetableau und erlauben die Ausf¨uhrung mehrerer gleicher Erweiterungsregelanwendun¨ gen auf verschiedenen Asten eines Tableaus, um ein Nachfolgetableau zu konstruieren. Definition 5.2.11 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen.



Ein Tableau T 0 , das aus einem Tableau T durch mehrere in folgendem Sinne gleiche Erweiterungsregelanwendungen konstruiert werden kann, heiße ein Nachfolgetableau von T : Es gibt
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T:p



regul¨ar



F :p T:p



?



T:p



F :p T:p



?



T:p



?



regul¨ar Abbildung 5.10: Beispiel, das die Notwendigkeit illustriert, mehrere gleiche Regelanwendungen als einen Schritt aufzufassen (siehe Beispiel 5.2.10).



¨ – verschiedene Aste B1 ; : : : ; Bn (n > 1) von T ,



– Pr¨amissen i auf Bi (1  i  n), die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, – eine Konklusion hC;  i mit i 



= j  (1  i; j  n),



¨ so daß T 0 aus T dadurch entsteht, daß jeder der Aste anschließend die Substitution  angewendet wird.



Bi mit C erweitert wird und



2



Nun k¨onnen wir daran gehen, basierend auf dem Begriff des k -Enthaltenseins, unser Regularit¨atskonzept formal zu definieren. Definition 5.2.12 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen; sei  eine Signatur; und sei k 2 N eine nat¨urliche Zahl.



Eine (endliche oder unendliche) Folge (Ti )i0 von Tableaus (und insbesondere ein Tableaubeweis T1 ; : : : ; Tn ) f¨ur eine Menge F  Form () von Formeln heiße k -regul¨ar, wenn sie keine Tableaus Tj und Ti enth¨alt, wobei j < i, so daß Ti k Tj (Def. 5.2.3). Eine Folge von Tableaus, die nicht k -regul¨ar ist, heiße k -irregul¨ar.



2



Wenn eine Folge T1 ; : : : ; Tn von Tableaus k -regul¨ar ist, Tn+1 ein Nachfolgetableau von Tn ist und die Folge T1 ; : : : ; Tn ; Tn+1 k -irregular ist, dann nennen wir die Erweiterungsregelanwendung, durch die Tn+1 aus Tn konstruiert wird k -irregul¨ar (denn sie verursacht die Irregularit¨at). Ob eine Erweiterungsregelanwendung regul¨ar ist oder nicht, h¨angt von dem Kontext ab, in dem sie verwendet wird. Um zu pr¨ufen, ob eine Erweiterungsregelanwendung regul¨ar ist, gen¨ugt es, die Teile des expandierten Tableaus zu betrachten, die von der Erweiterung betroffen sind, d. h., den erweiterten Ast und die mit seinen Formeln assoziierten Formeln des Tableaus. ¨ F¨ur die Uberpr¨ ufung der Regularit¨at sind keine Unifikationstests erforderlich, weil nur Variablenumbenennungen betrachtet werden und keine Instantiierung von Variablen mit Termen; das heißt, die Regularit¨at zu u¨ berpr¨ufen, ist nicht so komplex wie ein Subsumtionstest (der NP-vollst¨andig ist).
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Man beachte auch, daß zwar assoziierte Formeln ber¨ucksichtigt werden m¨ussen, es aber keine Rolle spielt, wo auf dem Tableau sie liegen. Die Struktur der Tableaus ist insofern also irrelevant und muß nicht verglichen werden. Wenn der oben definierte Regularit¨ats-Begriff verwendet wird, um den Suchraum einzuschr¨anken, indem nur regul¨are Folgen von Tableaus zugelassen werden, dann bleibt die Vollst¨andigkeit erhalten; das heißt, unser Regularit¨atskonzept ist nicht zu restriktiv. Satz 5.2.13 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen; sei  eine Signatur; und sei k 2 N die maximale Gr¨oße aller minimalen Pr¨amissen in C .



Wenn es einen Tableaubeweis f¨ur eine Menge F  Form ( ) von Formeln gibt, dann gibt es auch einen regul¨aren Tableaubeweis f¨ur F.



Beweis: Dieser Satz folgt sofort aus Satz 5.4.4, der besagt, daß eine vollst¨andige deterministische Beweisprozedur f¨ur alle gutartigen Kalk¨ule mit starren Variablen existiert, 2 die ausschließlich regul¨are Tableaubeweise konstruiert. Die Existenz einer vollst¨andigen deterministischen Beweisprozedur, die ausschließlich regul¨are Beweise konstruiert (Satz 5.4.4), impliziert nicht nur Satz 5.2.13; sie zeigt auch, daß unser Begriff der Regularit¨at restriktiv genug ist, um seinen Zweck zu erf¨ullen. Eine wichtige Klasse irregul¨arer Erweiterungsschritte ist die folgende: Nehmen wir an, ein Ast B1 eines Tableaus T werde mit einer Konklusion hC;  i erweitert; und ein ¨ Ast B20  in dem entstehenden Tableau T 0 sei in allen Asten B von T enhalten, die von dem Erweiterungsschritt betroffen sind, d. h., in dem Ast B1 (der erweitert wird) und in ¨ allen anderen Asten, die von  instantiierte Variablen enthalten. Dies ist insbesondere der Fall, wenn B20  in einem initialen Teilast S0 von T enthalten ist, der oberhalb der ersten Vorkommen aller starrer Variablen im Definitionsbereich von  endet. Beispiel 5.2.14 Wir nehmen an, daß die Erweiterungsregel des Kalk¨uls mit starren Variablen f¨ur PL1 aus Abschnitt 4.2.10 verwendet wird, um den Ast B1 des in Abbildung 5.11 (a) dargestellten Tableaus T abzuschließen. Dabei wird die Konklusion hff?gg; fX 7! agi aus der Pr¨amisse f F :p(a); T:p(X )g abgeleitet; das Ergebnis ist das Tableau T 0 in Abbildung 5.11 (b). Die Erweiterungsregelanwendung geh¨ort zu der oben beschriebenen Klasse einfach zu erkennender irregul¨arer Anwendungen. Der rechte Ast B20  von T 0 , dessen Knoten mit den Formeln F :p(a) und zweimal T:q (a) markiert sind, ist in dem initialen Teilast S0 von T enthalten, dessen Knoten mit F :p(a) und T:q (a) markiert sind; und S0 endet oberhalb des ersten Vorkommens von X in T , welches die einzige Variable ist, die von  instantiiert wird. Intuitiv ist diese Erweiterungsregelanwendung nutzlos, weil jedes geschlossene Teiltableau, daß unter B20  konstruiert werden kann, genauso sowohl unter B1 als auch unter B2 konstruiert werden kann. 2
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Abbildung 5.11: Eine irregul¨are Erweiterungsregelanwendung (Beispiel 5.2.14).
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Abbildung 5.12: Beispiel f¨ur den Unterschied zwischen dem neuen und dem klassischen Begriff der Regularit¨at (Beispiel 5.2.15).



Eine Erweiterungsregelanwendung wie oben beschrieben ist irregul¨ar gem¨aß der Definition von Regularit¨at, die gew¨ohnlich in der Literatur gegeben wird (z. B. in (Beckert & H¨ahnle, 1998)), wenn der Ast B20  die gleiche Extension mehrfach enth¨alt; seine ¨ Beziehung zu anderen Asten wird nicht weiter betrachtet. Beispiel 5.2.15 Abbildung 5.12 illustriert den Unterschied zwischen unserem neuen und dem klassischen Regularit¨ats-Begriff. Die Situation ist der in Abbildung 5.11 dargestellten und in Beispiel 5.2.14 erl¨auterten sehr a¨ hnlich. Nun aber endet der initiale Teilast S0 von T , der den Ast B20  des Tableaus T 0 enth¨alt, nicht oberhalb des ersten Vorkommens der Variablen X , die von  instantiiert wird. Also geh¨ort diese Erweiterungsregelanwendung nicht zu der Klasse einfach zu erkennender irregul¨arer Anwendungen; sie ist auch tats¨achlich regul¨ar gem¨aß unserer Definition von Regul¨arit¨at, weil ¨ von T 0 enth¨alt. der Ast B1 von T keinen der Aste Gem¨aß der klassischen Definition von Regularit¨at ist diese Erweiterungsregelanwendung jedoch irregul¨ar, weil der Ast B20  von T 0 die Extension fT:q (a)g zweimal enth¨alt. 2 Wie Beispiel 5.2.15 zeigt, ist der klassische Regularit¨ats-Begriff in manchen F¨allen restriktiver als unserer, was die Beweiskonfluenz zerst¨oren kann.3 Im Grundfall, wenn 3 Ob die Verwendung des klassischen, restriktiveren Regularit¨ats-Begriffs tats¨achlich die Beweiskon-
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das Tableau keine freien Variablen enth¨alt, besteht zwischen den beiden Regularit¨atsBegriffen kein Unterschied. Der Beweis von Satz 5.4.4, der der Hauptsatz dieses Kapitels ist, verwendet das folgende Lemma, in dem die Einschr¨ankung, die die Regularit¨at darstellt, beschrieben ist. Eine unendliche, regul¨are Folge von Tableaus enth¨alt unendlich viele verschiedene Tableauformeln; oder, was a¨ quivalent ist, wenn eine regul¨are Folge von Tableaus (bis auf Umbenennung starrer Variablen) nur endlich viele verschiedene Tableauformeln enth¨alt, dann ist sie endlich. Lemma 5.2.16 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen; sei  eine Signatur; und sei k 2 N eine nat¨urliche Zahl. Ferner sei  TabForm ( ) eine endliche Menge von Tableauformeln. Dann gibt es keine unendliche, regul¨are Folge (Ti )i0 von Tableaus, so daß f¨ur i  0 alle Tableauformeln in Ti Varianten der Tableauformeln in sind. ¨ Beweis: Die Aquivalenzrelation k auf Tableaus sei definiert durch:



T



k T 0



genau dann, wenn



T



k T 0



und



T 0 k T :



¨ Wir zeigen, daß es nur endlich viele Aquivalenzklassen (bzgl. k ) von Tableaus geben kann, die aus Varianten der Formeln in bestehen. Da endlich ist, gibt es nur endlich viele nicht nur bis auf Variablenumbenennung verschiedene Paare h; i von Tableauformelmengen, f¨ur die folgendes gilt:



   



Alle Elemente von  und sind Varianten von Formeln in ;



 hat h¨ochstens k Elemente; jede Formel in hat mindestens eine Variable mit einer Formel in  gemeinsam; es gibt keine Formeln ; 0 in , die bis auf Umbenennung nicht in  vorkommender Variablen identisch sind.



Sei r die maximal m¨ogliche Zahl verschiedener, inkompatibler Umbenennungen der Variablen in  (diese h¨angt nur von der Zahl verschiedener Variablen in  ab); und sei bk eine Menge solcher wie oben beschriebenen Paare, die r verschiedene Repr¨asentanten jeder Klasse von bis auf Variablenumbenennung gleichen Paaren enth¨alt; dabei sei die Menge b k so gew¨ahlt, daß alle ihre Elemente paarweise variablendisjunkt sind. kluenz zerst¨ort, h¨angt von den weiteren Einschr¨ankungen ab, die verwendet werden; jedoch ist es noch niemandem gelungen, eine deterministische Beweisprozedur f¨ur starre Variablen verwendende Kalk¨ule mit dem klassischen Begriff zu definieren. Und Grund daf¨ur mag sehr wohl sein, daß er zu restriktiv ist, um die Beweiskonfluenz zu bewahren, wenn er mit anderen Einschr¨ankungen kombiniert wird, die die Fairneß der Strategie sicherstellen (wie beispielsweise Gewichtsordnungen).
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Da b k endlich ist, ist auch die Potenzmenge P ( b k ) von b k endlich; und deren Potenzmenge P = P (P ( b k )) ist endlich. Jedem Tableau T sei ein Element von P wie folgt zugewiesen: Jeder Menge  von auf einem Ast von T auftretenden Formeln mit h¨ochstens k Elementen sei das Paar h; Asso (T; )i zugewiesen. Jedem Ast B von T sei ein Element von P (bk ) zugewiesen, daß Varianten der Paare enth¨alt, die Mengen  von Formeln auf B mit h¨ochstens k Elementen zugewiesen sind; dabei seien von Paaren, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, h¨ochstens r ausgew¨ahlt. Dem Tableau T sei ein Element ¨ von P zugewiesen, das aus Varianten der den Asten von T zugewiesenen Mengen besteht. ¨ Aus der Definition von k bzw. k folgt nun, daß zwei Tableaus T zur gleichen Aquivalenzklasse bzgl. k geh¨oren, wenn ihnen das gleiche Element von P zugewiesen ¨ werden kann. Damit gibt es h¨ochstens so viele Aquivalenzklassen, wie P Elemente hat – also endlich viele. Um den Beweis des Lemmas zu vervollst¨andigen, nehmen wir an, daß die Zahl der ¨ Aquivalenzklassen von Tableaus bzgl. k n 2 N sei. Es kann keine unendliche, regul¨are Folge von Tableaus geben, die ausschließlich Varianten der Formeln in enthalten, weil es in einer Folge T1 ; : : : ; Tn+1 der L¨ange n + 1 mindestens zwei verschie¨ dene Tableaus Tj und Ti geben muß, die zur gleichen Aquivalenzklasse geh¨oren, d. h., wir haben sowohl Tj k Ti als auch Ti k Tj . Da entweder j < i oder i < j folgt, daß die Folge irregul¨ar ist. 2



5.3



Gewi htsordnungen



Gewichtsordnungen sind das zweite wichtige Konzept (neben Regularit¨at), auf dem unsere Fairneßstrategie basiert, mit der deterministische Beweisprozeduren f¨ur beliebige gutartige Kalk¨ul mit starren Variablen konstruiert werden k¨onnen. Die wichtigen Eigenschaften einer Gewichtsordnung auf Tableauformeln, die benutzt wird, um Fairneß sicherzustellen, sind die folgenden: 1. Sie ist eine Wohlordnung auf der Menge der Tableauformeln (bis auf Umbenennung freier Variablen), d. h., sie ist wohlfundiert und es gibt immer nur endlich viele (von Variablenumbenennung abgesehen) verschiedene Tableauformeln, die mit einer gegebenen Tableauformel unvergleichbar sind. 2. Echte Instanzen einer Tableauformel  haben ein h¨oheres Gewicht als . 3. Tableauformeln, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, haben das gleiche Gewicht.
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Intuitiv sind dies typische Eigenschaften einer Ordnung auf Tableauformeln, die dadurch definiert sind, daß den Symbolen der Signatur Gewichte“ zugeordnet werden ” (was der Grund ist, warum wir sie Gewichtsordnungen nennen). Definition 5.3.1 Sei C ein Kalk¨ul mit starren Variablen; und sei  eine Signatur von C .



Eine Gewichtsfunktion w weist jeder Tableauformel in TabForm ( ) eine nat¨urliche Zahl (ihr Gewicht) zu, so daß die folgenden Bedingungen erf¨ullt sind: 1. Ist  eine beliebige Tableauformel, dann gibt es keine unendliche Menge von Tableauformeln, so daß



keine Tableauformeln ; 0 enth¨alt, die bis auf die Umbenennung starrer Variablen gleich sind (d. h., alle Formeln in sind echt verschieden), (b) w ( )  w () f¨ur alle 2 . (a)



2. Kommt X 2 Var in  2 TabForm ( ) vor und ist ein Term, der keine Variable ist, dann gilt



t 2 Term fv ( ), t 2= Var ,



w() < w(fX 7! tg) : 3. Sind ; 0 2 TabForm ( ) bis auf die Umbenennung starrer Variablen gleich, dann gilt w () = w (0 ). Sei w eine Gewichtsfunktion; dann ist die (von w induzierte) Gewichtsordnung w auf Tableauformeln f¨ur alle ; 2 TabForm ( ) definiert durch:



 w



genau dann, wenn



w()  w( ) :



2 Eine Gewichtsordnung wird auf Mengen von Tableauformeln fortgesetzt, indem die maximalen Gewichte der Formeln, die sie enthalten, verglichen werden. Diese Fortsetzung ist ebenfalls eine Wohlordnung – vorausgesetzt die Mengen von Tableauformeln, die verglichen werden, d¨urfen nur eine beschr¨ankte Zahl von Varianten jeder Tableauformel enthalten. Beispiel 5.3.2 Sei  eine Signatur von PL1. Wir nehmen an, jedem Funktions- und jedem Pr¨adikatensymbol in  sei ein (positives) Gewicht zugeordnet, so daß es nur endlich viele Funktions- und/oder Pr¨adikatensymbole eines bestimmten Gewichtes gibt (starre Variablen haben implizit das Gewicht 0); dann sei w () die Summe der Gewichte aller Funktions- und Pr¨adikatensymbole, die in  2 TabForm ( ) vorkommen, wobei mehrfache Vorkommen mehrfach gez¨ahlt werden. Die Funktion w ist eine Gewichtsfunktion gem¨aß Definition 5.3.1.
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Die Bedingung, daß nur endlich vielen Funktions- und Pr¨adikatensymbolen das gleiche Gewicht zugeordnet werden darf, spielt in der Praxis keine Rolle, weil nur eine endliche Zahl verschiedener Symbole in den Tableaus f¨ur eine gegebene Menge von PL1-Formeln auftreten kann, wenn die verbesserte Skolemisierung aus Abschnitt 4.4 verwendet wird; allen tats¨achlich vorkommenden Symbolen kann also das gleiche Ge2 wicht zugeordnet werden. Der Zweck von Bedingung 1 in der Definition von Gewichtsfunktionen ist offenbar; sie stellt sicher, daß, wenn unendlich viele verschiedene Formeln zu einem Tableauast hinzugef¨ugt werden, das maximale Gewicht der Formeln auf dem Ast fr¨uher oder sp¨ater jeden beliebigen Wert erreichen wird. Bedingung 2 mag etwas mehr Erl¨auterung erfordern. Sie stellt sicher, daß das Gewicht zunimmt, falls keine neuen Formeln an einen Ast angeh¨angt werden, sondern er nur immer und immer wieder dadurch ver¨andert wird, daß eine Substitution angewendet wird. Man beachte, daß eine solche Folge von Regelanwendungen die Regularit¨at nicht verletzt, wenn jeweils eine neue Formel entsteht.4 Beispiel 5.3.3 Wir nehmen an, daß eine Erweiterungsregel erlaubt, aus jeder Pr¨amisse der Form fp(f (   (X )   ))g die Konklusion hffq g; fr gg; fX 7! f (X 0 )g abzuleiten, wobei X 0 eine beliebige von X verschiedene starre Variable ist. Dann kann das in Abbildung 5.13 dargestellte (Teil-)Tableau f¨ur alle n aus dem (Teil-)Tableau abgeleitet werden, das aus einem einzigen mit T:p(X1 ) markierten Knoten besteht. Bedingung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen stellt sicher, daß das maximale 2 Gewicht der Formeln in den Tableaus Tn zunimmt.



5.4



Deterministis he Beweisprozeduren f� ur Kalk� ule mit starren Variablen



In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie vollst¨andige deterministische Beweisprozeduren f¨ur beliebige gutartige Kalk¨ule mit starren Variablen definiert werden k¨onnen; solche Beweisprozeduren k¨onnen verwendet werden, um eine Tiefensuche nach Tableaubeweisen mit einer Fairneßstrategie auszuf¨uhren (siehe die Diskussion in Abschnitt 5.1). Sie werden mit Hilfe der Konzepte der Regularit¨at (Abschnitt 5.2) und der Gewichtsordnungen (Abschnitt 5.3) konstruiert. Beispielsweise kann in dieser Weise eine deterministische Beweisprozedur f¨ur die starre bzw. gemischte Variablen verwendenden Kalk¨ule f¨ur PL1 aus den Abschnitten 4.2.10 und 4.3.6 definiert werden. 4 Macht man, wie im folgenden Abschnitt beschrieben, einen Kalk¨ul durch zus¨atzliche Rekonstruktionsschritte schwach nicht-destruktiv, dann kann diese Situation nicht mehr eintreten und Bedingung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen ist nicht mehr unbedingt notwendig.
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Abbildung 5.13: Ein Tableau, das die Notwendigkeit der Bedingung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen illustriert (siehe Beispiel 5.3.3).



Die Gutartigkeit des Kalk¨uls ist unverzichtbar. Er muß nicht-strukturell sein, weil sonst die Reihenfolge, in der Formeln zu einem Tableau hinzugef¨ugt werden, relevant ist und die Vollst¨andigkeit verloren gehen kann, wenn sie in der Reihenfolge ihres Gewichtes hinzugef¨ugt werden. Der Kalk¨ul muß monoton sein, da deterministische Prozeduren unter Umst¨anden zwischen n¨utzlichen auch redundante Beweisschritte ausf¨uhren; und die redundanten Formeln, die dadurch hinzugef¨ugt werden, d¨urfen die sp¨ater nachzuholen n¨utzlichen Erweiterungsregelanwendungen nicht verhindern. Es ist auch wichtig, daß der Kalk¨ul monoton bzgl. Substitution ist, so daß die Reihenfolge in der verschiedene sinnvolle Substitutionen angewendet werden, irrelevant ist. Wir betrachten zun¨achst nur solche Kalk¨ule, in denen minimale Pr¨amissen nicht beliebig groß sind, d. h., nicht mehr als k Formeln enthalten (f¨ur ein festes k 2 N ). Wie Kalk¨ule, die diese Eigenschaft nicht haben, dennoch behandelt werden k¨onnen, wird am Ende dieses Abschnittes diskutiert. Um sicherzustellen, daß eine Beweisprozedur in jedem Fall einen Tableaubeweis findet (vorausgesetzt ein Beweis existiert), m¨ussen die Folgen von Tableaus, die konstruiert werden, die folgenden beiden Bedingungen erf¨ullen: 1. Die Folge von Tableaus, die konstruiert wird, muß k -regul¨ar sein, d. h., Erweiterungsregelanwendungen, die ein in einem seiner Vorg¨anger k -enthaltenes Tableau erzeugen, sind verboten. 2. Bei jedem Ableitungsschritt wird aus allen m¨oglichen Erweiterungsregelanwendungen, die die Regularit¨atsbedingung nicht verletzen (w¨urden), eine solche ausgew¨ahlt, die ein Nachfolgetableau erzeugt, in dem das Maximalgewicht der Formeln so klein wie m¨oglich ist (d. h., Nachfolgetableaus werden anhand des maximalen Gewichtes aller ihrer Formeln verglichen). Wenn mehrere m¨ogliche Erweiterungsregelanwendungen die obigen Bedingungen erf¨ullen, kann eine Beweisprozedur beliebige Heuristiken verwenden, um eine von ihnen
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auszuw¨ahlen. Eine typische Heuristik ist beispielsweise, Konklusionen zu bevorzugen, die wenige Extensionen enthalten, so daß wenige neue Teil¨aste erzeugt werden. Man beachte, daß Formeln nicht notwendig in der Reihenfolge ihres Gewichtes zu einem Tableau hinzugef¨ugt werden, weil eine Formel  erst dann hinzugef¨ugt werden kann, wenn ihre Pr¨amisse  auf dem Ast vorhanden ist, – und das Gewicht der Formeln in  kann h¨oher sein als das von . Auch wird der Zeitpunkt, zu dem eine Konklusion verwendet wird, von derjenigen ihrer Formeln bestimmt, die das h¨ochste Gewicht hat, so daß Formeln mit geringem Gewicht, die nur zusammen mit Formeln hohen Gewichtes erzeugt werden k¨onne, erst sp¨ater zum Tableau hinzugef¨ugt werden. Um der Bedingung gen¨uge zu tun, daß alle Erweiterungsregelanwendungen, die Formeln geringeren Gewichts hinzuf¨ugen, ausgef¨uhrt werden m¨ussen, bevor Formeln gr¨o¨ ßeren Gewichtes abgeleitet werden, kann es notwendig sein, schon geschlossene Aste zu erweitern. Solche Erweiterungen sind nicht immer redundant, denn auch geschlos¨ ¨ sene Aste enthalten noch immer n¨utzliche Information und k¨onnen andere Aste durch Substitutionen beeinflussen, die bei ihrer Erweiterung auf das Tableau angewendet werden (die erste Substitution, die angewendet wird, um einen Ast abzuschließen, ist nicht notwendigerweise die richtige“). Wenn ein geschlossener Ast allerdings keine ”¨ starren Variablen mit anderen Asten gemeinsam hat, dann braucht er nicht erweitert zu werden. Leider ist die Regularit¨ats-Bedingung, wie sie oben definiert ist, immer noch sehr schwierig zu implementieren; sie erfordert, ein Tableau Tn+1 mit allen seinen Vorg¨angern T1 ; : : : ; Tn zu vergleichen, und nicht nur mit dem Tableau Tn , aus dem es abgeleitet wird. Solch ein Regularit¨atstest ist bez¨uglich des erforderlichen Speicherplatzes wie auch des Zeitaufwands sehr teuer. Noch schwerer wiegt, daß, wenn eine Irregularit¨at entdeckt wird, wenn also Tn+1 in einem seiner Vorg¨angertableaus Tj enthalten ist, andere Nachfolgetableaus von Tj (neben Tj +1 ) betrachtet werden m¨ussen; das entspricht jedoch in gewissem Sinne Backtracking. Der Grund f¨ur die Notwendigkeit, andere Nachfolgetableaus von Tj zu betrachten, ist der folgende: Ein Tableau Tn+1 , das in einem Tableau Tj enthalten ist, muß bei der Beweissuche nicht ber¨ucksichtigt werden, weil alle Tableaubeweise, die man aus Tn+1 konstruieren kann, genauso aus Tj konstruiert werden k¨onnen. Gilt j = n, dann gen¨ugt es, das Nachfolgetableau Tn+1 auszuschließen; und man kann sicher sein, daß ein Beweis, der aus Tn+1 ableitbar ist, genauso aus Tn ableitbar ist, ohne Tn+1 zu betrachten. Gilt jedoch j 6= n, dann ist m¨oglicherweise das Tableau Tn nicht Teil des aus Tn+1 und also Tj ableitbaren Tableaubeweises, sondern erfordert, mit einem alternativen Nachfolgetableau Tj0+1 fortzufahren, das von Tj +1 verschieden ist. Die Situation ist in Abbildung 5.14 schematisch dargestellt. Alle diese Probleme resultieren aus der Tatsache, daß ein Tableau Tj nicht notwendig in seinem Nachfolgetableau Tj +1 enthalten ist, weil Kalk¨ule mit starren Variablen destruktiv sind und Formeln, die in Tj vorkommen, in Tj +1 m¨oglicherweise nicht mehr enthalten sind. Ist der Kalk¨ul jedoch in dem Sinne schwach nicht-destruktiv,
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enthalten Abbildung 5.14: Beweissuche mit einem destruktiven Kalk¨ul.



T0



:::



Tj



:::



Beweis



Beweis



Tn



Tn+1 irregul¨ar Beweis



enthalten enthalten



Abbildung 5.15: Beweissuche mit einem schwach nicht-destruktiven Kalk¨ul.



daß Tableaus stets in ihren Nachfolgetableaus enthalten sind, ergibt sich die in Abbildung 5.15 dargestellte Situation. Nun ist das Tableau Tj in dem Tableau Tn enthalten, und man kann sicher sein, daß der aus Tn+1 ableitbare Beweis auch direkt aus Tn ableitbar ist, also ohne den Weg u¨ ber Tn+1 zu nehmen. In gewisser Weise sind also (schwach) nicht-destruktive Kalk¨ule beweiskonfluent bzgl. regul¨arer Beweise. Hat ein Kalk¨ul die Eigenschaft, daß Tableaus stets in ihren Nachfolgetableaus enthalten sind, nicht, dann k¨onnen unangenehme“ Zyklen auftreten. Es kann in einer un” endlichen irregul¨are Folge von Tableaus einen Zyklus geben, der aus unendlich vielen Tableaus Tni besteht, die sich alle gegenseitig enthalten; und es kann sein, daß keine der irregul¨aren Erweiterungsregelanwendungen einfach zu erkennen ist, also kein Tableau in der Folge in seinem unmittelbaren Vorg¨anger enthalten ist. Beispiel 5.4.1 Wir nehmen an, die in Tabelle 5.1 gezeigten symmetrische Regelschemata charakterisieren die Erweiterungsregel eines Kalk¨uls mit starren Variablen. Beginnend mit einem initialen Tableau, das aus einem Ast mit den Tableauformeln T:p(a), T:q (b) und T:p(X1 ) besteht, kann eine Folge T1 ; T2 ; : : : von Tableaus abgeleitet werden, so daß jedes Tableau Ti (i  0) der Folge das Tableau Ti+2 1-enth¨alt; aber keines der Tableaus Ti (i  0) enth¨alt das Tableau Ti+1 (i  0). Die ersten vier Tableaus der Folge sind in Abbildung 5.16 dargestellt. 2
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T:p(t) T:q (Y )



falls t mit der Konstanten a unifizierbar ist; Y ist eine beliebig starre Variable; ein Unifikator von t und a ist anzuwenden
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T:q (t) T:p(X )



falls t mit der Konstanten b unifizierbar ist; X ist eine beliebig starre Variable; ein Unifikator von t und a ist anzuwenden



Tabelle 5.1: Symmetrische Regelschemata, die eine Zyklus erlauben.



T:p(a)



T:p(a)



T:p(a)



T:p(a)



T:q (b)



T:q (b)



T:q (b)



T:q (b)



T:p(X1 )



T:p(a)



T:p(a)



T:p(a)



T:q (Y1)



T:q (b)



T:q (b)



T:p(X2 )



T:p(a)



T1



T2



T3



T:q (Y2)



T4



Abbildung 5.16: Eine irregul¨are Folge von Tableaus, die einen Zyklus enth¨alt (Beispiel 5.4.1).



Das obige Beispiel illustriert den Grund daf¨ur, daß schwer zu erkennende Zyklen auftreten k¨onnen; es ist jedoch ein sehr k¨unstliches Beispiel, und der Zyklus k¨onnte vermieden werden, wenn immer eine solche Pr¨amisse zur Ableitung einer bestimmten Konklusion verwendet w¨urde, die die wenigsten Instantiierungen starrer Variablen notwendig macht (was ohnehin eine gute Heuristik ist). Das heißt, anstatt die Konklusion hffT:p(Y )gg; fX 7! agi aus der Pr¨amisse fT:p(X )g abzuleiten, wird die Konklusion hffT:p(Y )gg; id i aus der Pr¨amisse fT:p(a)g abgeleitet. Es gibt jedoch, wie das folgende Beispiel zeigt, kompliziertere Situationen, in denen auch die Verwendung anderer Pr¨amissen nicht hilft. Beispiel 5.4.2 Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen einen Zyklus in einer unendlichen irregul¨aren Folge von Tableaus, die mit Hilfe des gemischte Variablen verwendenden Kalk¨uls f¨ur PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstruiert ist. Zur Konstruktion dieser Tableaufolge werden die folgenden Erweiterungsregelanwendungen wiederholt ausgef¨uhrt: – Eine Konklusion der Form ffT:r (Y )g; fT:s(Y )gg wird aus fT:(r (y ) _ s(y ))g abgeleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tableaus zu erweitern (z. B. um das Tableau T6 aus dem Tableau T5 abzuleiten). – Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wird eine Variable instantiiert (z. B. um T7 aus T6 abzuleiten).



X mit a
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– Eine Konklusion der Form ffT:p(X )g; fT:q (X )gg wird aus fT:(p(x) _ q (x))g abgeleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tableaus zu erweitern (z. B. um T8 aus T7 abzuleiten). – Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wird eine Variable Y mit b instantiiert (z. B. um T9 aus T8 abzuleiten). Nach Ausf¨uhrung dieser vier Schritte ist der Zyklus vollendet, d. h., jedes Tableau Ti der Folge enth¨alt das Tableau Ti+4 (f¨ur i  5). Kein Tableau in der Folge enth¨alt sein unmittelbares Nachfolgetableau, so daß der Zyklus schwierig zu erkennen ist. Man beachte, daß f¨ur jede Erweiterungsregelanwendung eine Pr¨amisse verwendet wird, die die Instantiierung m¨oglichst weniger Variablen erfordert. 2 Die oben beschriebenen Probleme, die alle dadurch entstehen, daß ein Tableau Ti+1 nicht notwendigerweise sein Vorg¨angertableau Ti enth¨alt, k¨onnen gel¨ost werden, indem man die Beweisprozedur auf folgende Weise schwach nicht-destruktiv macht: Wir fordern, daß sofort nach einem destruktiven Erweiterungsschritt die Regelanwendungen ausgef¨uhrt werden, die notwendig sind, um die zerst¨orten Formeln zu rekonstruieren. Dabei wird im schlimmsten Fall eine Kopie des von den Instantiierungen betroffenen Teiltableaus an jeden betroffenen Teilast angeh¨angt. Solch eine Rekonstruktion kann immer ausgef¨uhrt werden, weil der Kalk¨ul gutartig ist. Das Ergebnis ist ein Tableau Ti++1 , das das Tableau Ti und das Tableau Ti+1 enh¨alt, wie auch alle Tableaus, die als Zwischenergebnisse w¨ahrend der Rekonstruktion auftreten. Beispiel 5.4.3 Der linke Ast des Tableaus Ti in Abbildung 5.19 (a) wird mit Hilfe der Konklusion ff?gg; fX 7! ag abgeschlossen. Das Ergebnis ist das Tableau Ti+1 in Abbildung 5.19 (b), in dem alle die starre Variable X enthaltenden Formeln zerst¨ort worden sind. Sie werden rekonstruiert, indem Kopien des Teiltableaus S (X ) an alle ¨ Aste von Ti+1 angeh¨angt werden, auf denen Formeln fehlen; S (X ) besteht aus allen Formeln in Ti , in denen X vorkommt. Das Ergebnis ist das Tableau Ti++1 (Abbil2 dung 5.19 (c)), das sowohl Ti als auch Ti+1 enth¨alt. Wenn eine deterministische Beweisprozedur nach jeder Erweiterungsregelanwendung zun¨achst eine Rekonstruktion ausf¨uhrt, dann entsteht eine Folge T1+ ; T2+ ; : : : von Tableaus, wobei Ti++1 aus Ti+ durch eine regul¨are Erweiterungsregelanwendung und anschließende Rekonstruktion aller zerst¨orten Formeln entsteht. Um zu u¨ berpr¨ufen, ob solch eine Folge regul¨ar ist, gen¨ugt es, zu testen, ob das unmittelbare Nachfolgetableau Ti+1 von Ti+ in Ti+ enthalten ist. Weitere Vorg¨angertableaus m¨ussen nicht betrachtet werden, weil sie alle in Ti+ enthalten sind.



L



Satz 5.4.4 Sei C ein gutartiger Kalk¨ul mit starren Variablen f¨ur eine Logik ; sei  eine Signatur von ; sei k 2 N die maximale Gr¨oße minimaler Pr¨amissen in C ; und sei w eine Gewichtsfunktion.



L
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F :p(a) F :r(b)



F :p(a)



T:(p(x) _ q (x))



F :r(b)



T:(r(y) _ s(y))



T:(p(x) _ q (x))



T:p(a)



T:(r(y) _ s(y))



?



T0



T:q (a) T:r(b)



?



T:s(b) T:p(X1 )



T5



T:q (X1 )



F :p(a) F :r(b)



T:(p(x) _ q (x)) T:(r(y) _ s(y))



T:p(a)



?



T:q (a) T:r(b)



?



T:s(b) T:p(X1 )



T6



T:q (X1 )



T:r(Y1 )



T:s(Y1 )



F :p(a) F :r(b)



T:(p(x) _ q (x)) T:(r(y) _ s(y ))



T:p(a)



?



T:q (a) T:r(b)



?



T:s(b) T:p(a)



?



T7



T:q (a) T:r(Y1)



T:s(Y1 )



Abbildung 5.17: Eine irregul¨are Folge von Tableaus, die einen Zyklus enth¨alt (Teil 1); siehe Beispiel 5.4.2.
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F :p(a) F :r(b)



T:(p(x) _ q (x)) T:(r(y) _ s(y ))



T:p(a)



?



T:q (a) T:r(b)



?



T:s(b) T:p(a)



?



T:q (a) T:r(Y1 )



T8



T:s(Y1 )



T:p(X2 )



T:q (X2 )



F :p(a) F :r(b)



T:(p(x) _ q (x)) T:(r(y) _ s(y ))



T:p(a)



?



T:q (a) T:r(b)



?



T:s(b) T:p(a)



?



T:q (a) T:r(b)



?



T9



T:s(b) T:p(X2 )



T:q (X2 )



Abbildung 5.18: Eine irregul¨are Folge von Tableaus, die einen Zyklus enth¨alt (Teil 2); siehe Beispiel 5.4.2.



5.4 Deterministische Beweisprozeduren f¨ur Kalk¨ule mit starren Variablen



T:(p(x) _ (q (x) ^ r(x)))



T:(p(x) _ (q (x) ^ r(x)))



F :p(a)



F :p(a)



T:(s1 _ s2 )



T:p(X )



T:(s1 _ s2 )



T:(q (X ) ^ r(X ))



T:p(a)



?



T:q (X ) T:r(X ) T:s1



T:(q (a) ^ r(a)) T:q (a) T:r(a)



T:s2



T:s1



(a)



T:s2



(b)



T:(p(x) _ (q (x) ^ r(x))) T:(s1 _ s2 )



wobei S (X ) =



F :p(a) T:p(a)



?



T:(q (a) ^ r(a)) T:q (a)



S (X )



T:p(X )



T:r(a)



T:(q (X ) ^ r(X )) T:q (X )



T:s1



T:s2



S (X )



S (X )



T:r(X )



(c) Abbildung 5.19: Eine Tableau-Rekonstruktion (Beispiel 5.4.3).
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Falls es einen Tableaubeweis f¨ur eine Menge F  Form ( ) gibt, dann enth¨alt jede Folge (Ti+ )i1 von Tableaus f¨ur F, die wie unten beschrieben konstruiert ist, ein geschlossenes Tableau Tn+ (n 2 N ):



 T1+ ist ein initiales Tableau f¨ur F.  F¨ur alle i > 1 gilt: 1.



Ti+1 ist ein Nachfolgetableau von Ti+ (Def. 5.2.11), so daß (a) Ti+1 nicht in Ti+ k -enthalten ist und (b) es kein Nachfolgetableau Ti0+1 von Ti+ gibt,



das Bedingung (a) erf¨ullt und zudem ein kleineres maximales Formelgewicht als Ti+1 hat (bzgl. der Gewichtsfunktion w ). 2. Sei hCi ; i i die aus einer Pr¨amisse auf Ti+ ableitbare Konklusion, die verwendet wird, um Ti+1 zu konstruieren; und sei Si das minimale Teiltableau von Ti+1 , das alle Vorkommen der von i instantiierten freien Variablen enth¨alt. Das Tableau Ti++1 entsteht aus Ti+1 durch (wiederholte) Ausf¨uhrung aller Erweiterungsregelanwendungen, die notwendig sind, um ¨ andas Teiltableau Si zu erzeugen; dabei wird Si an das Ende aller Aste gef¨ugt, die durch das Si entsprechende Teiltableau in Ti+1 f¨uhren (welches durch Anwendung von i auf Si entsteht). Beweis: Teil 1: Da C gutartig ist, gilt folgendes: Wenn hC;  i eine Konklusion einer Pr¨amisse  ist, dann ist hC; id i eine Konklusion von  . Darum erfordern die Erweiterungsregelanwendungen, die notwendig sind, um Ti+ aus Ti zu konstruieren, keine Instantiierung starrer Variablen, d. h., sie sind nicht-destruktiv. Daraus folgt, daß



Ti k Ti+ f¨ur alle i  1 gilt.



Per Konstruktion von Ti++1 werden alle Formeln, die durch die Anwendung der Substi¨ tution i auf Ti+ zerst¨ort werden, auf allen Asten auf denen sie in Ti+1 fehlen, wieder eingef¨uhrt. Also gilt Ti+ k Ti++1 : Teil 2: Wir zeigen, daß die Folge (Ti+ )i1 regul¨ar ist (Def. 5.2.12). Nehmen wir das Gegenteil an; dann enth¨alt die Folge Tableaus Tj+ ; Ti+ , j < i, so daß Ti+ k Tj+ . Mit den Resultaten aus Teil 1 impliziert dies



Ti k Ti+ k Tj+ k Ti+ 1 ; was der Tatsache widerspricht, daß (per Definition) das Tableau Ti nicht in Ti+ 1 k -enthalten ist.
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Teil 3: Sei wmax 2 N ein beliebiges Gewicht. Wir zeigen, daß die initiale Teilfolge von (Ti+ )i1 endlich sein muß, die nur Formeln  mit Gewicht w()  wmax enth¨alt. Sei eine Menge von (Varianten von) Repr¨asentanten jeder Klasse von Tableauformeln in (Ti+ )i1 , die bis auf Variablenumbenennung gleich sind und deren Gewicht nicht gr¨oßer als wmax ist; ist also  eine Tableauformel mit w ()  wmax in (Ti+ )i1 , dann gibt es eine Variante von  in ; wir w¨ahlen so, daß die Formeln in paarweise variablendisjunkt sind. Die Definition von Gewichtsordnungen impliziert sofort, daß die Menge endlich sein muß. Darum ist Lemma 5.2.16 anwendbar, und die initiale Teilfolge von (Ti+ )i1 , in der keine Formel mit einem Gewicht von mehr als wmax auftritt, ist endlich. Teil 4: Per Voraussetzung gibt es einen (m¨oglicherweise irregul¨aren) Tableaubeweis



T10 ; : : : ; Tm0 f¨ur F. Sei wmax das maximale Gewicht aller in diesem Tableaubeweis auftretenden Tableauformeln; und sei Tn+ das letzte Tableau in der (wie in Teil 3 gezeigt) endlichen initialen Teilfolge von (Ti+ )i1 , in der keine Tableauformeln mit einem Gewicht von mehr als wmax auftreten (das Tableau Tn++1 enth¨alt also eine Formel mit einem Gewicht von mehr als wmax ). Wir beweisen durch Induktion u¨ ber j , daß es Substitutionen 1 ; : : : ; m 2 Subst ( ) gibt, so daß



Tj0 k Tn+ j :



j = 1: Sei 1 = id ; die Tableaus T10 und T1+ sind beide initiale Tableaus f¨ur F und enthalten keine starren Variablen; also gilt trivialerweise T10 = T1+ k Tn+ = Tn+ 1 .



j ! j + 1: Seien 0 die Pr¨amisse und hC; i die Konklusion, die f¨ur die Konstruktion von Tj0+1 aus Tj0 verwendet worden sind; und sei Bj0 der Ast in Tj0 , der erweitert worden ist. Die Substitution  sei so gew¨ahlt, daß sie nur in 0 vorkommende Variablen instantiiert; das ist immer m¨oglich, da der Kalk¨ul gutartig ist. Betrachten wir zun¨achst den Fall, daß kein Ast in Tn+ j den Ast Bj0 k -enth¨alt. Dann enth¨alt jeder Ast von Tn+ j einen nicht-expandierten Ast von Tj0 ; und es gilt also Tj0+1 k Tn+ j  und daher Tj0+1 k Tn+ j +1 mit j +1 = ( Æ j ). ¨ B 1 ; : : : ; B s in Tn+ j , die Bj0 k-enthalten. Da Bj0 k B l f¨ur Andernfalls gibt es Aste 1  l  s, gibt es eine Menge l von Tableauformeln auf B l und eine Substitution  (die wegen Bedingung 2 in der Definition der Enhaltenseins-Relation [Def. 5.2.3] nicht von l abh¨angt), so daß l  = 0 . Also kann B mit der Konklusion hC;  Æ  i erweitert ¨ werden. Sei nun Tb das Tableau, das dadurch aus Tn+ j entsteht, daß jeder der Aste B 1 ; : : : ; B s mit der Konklusion hC;  Æ  i erweitert wird. Dieses Nachfolgetableau Tb von Tn+ j k -enth¨alt Tj0+1 . Wir fahren fort, indem wir zeigen, daß jede Erweiterungsregelanwendung, die zur Konstruktion von Tb aus Tn+ j ausgef¨uhrt wird, irregul¨ar ist. Alle durch eine solche Regelanwendung neu entstehenden Tableauformeln, n¨amlich die in C und die in
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(Asso (Tn+ ; )), kommen nach der Definition von k bis auf Variablenumbenennung in Tj0+1 vor und haben also ein Gewicht kleiner oder gleich wmax . Da aber per Konstruktion Tn+ das letzte Tableau in der (regul¨aren) Tableaufolge ist, das keine Formel mit einem Gewicht von mehr als wmax enth¨alt, muß jede Erweiterungsregelanwendung, die keine Formel mit einem Gewicht von mehr als wmax erzeugt, irregul¨ar sein. Damit gilt Tj0+1 k Tb k Tn+ j = Tn+ j +1 mit j +1 = j . Teil 5: Wir k¨onnen nun die Aussage des Satzes beweisen, denn insbesondere k -enth¨alt das Tableau Tn+ m das Tableau Tm0 . Da Tm0 geschlossen ist, enth¨alt jeder Ast von Tm0 die Tableauformel ?. Also ist ? auch in jedem Ast von Tn+ m und somit in jedem Ast von Tn+ enthalten. Daraus folgt, daß Tn+ geschlossen ist. 2 Eine Beweisprozedur, die die Bedingungen des Satzes 5.4.4 erf¨ullt und eine regul¨are Folge T1+ ; T2+ ; : : : von Tableaus konstruiert, so daß Ti+ k Ti++1 f¨ur alle i  1, simuliert – in gewissem Sinne – eine Tiefensuche mit Iterative deepening (siehe Abschnitt 5.1.2). Das Gewicht der Formeln, die in einem Tableau vorkommen d¨urfen, wird schrittweise erh¨oht. Wenn ein (m¨oglicherweise irregul¨arer) Tableaubeweis existiert, der keine Formeln mit einem Gewicht von mehr als wmax enth¨alt, dann gibt es ein geschlossenes Tableau Tn+ , das das letzte in der konstruierten Folge ist, das keine Formel mit einem Gewicht von mehr als wmax enth¨alt. Es enth¨alt alle ableitbaren Tableaus T ()() die kleinste Menge, die die folgenden m¨oglichen Konklusionen enth¨alt: – alle Konklusionen in EPL1 ()(),



– die Konklusion ffT:(t < t00 )gg f¨ur alle Terme t; t00 2 Term 0PL1 ( ), so daß es Formeln in  T:(t < t0 ) und T:(t0 < t00 ) gibt, wobei t0 2 Term 0PL1 ( ), 2 – die Konklusion ff?gg, falls T:(t < t) 2  f¨ur einen Term t 2 Term 0PL1 ( ).



7.3 Beispiele f¨ur Hintergrund-Beweiser



t < t0 t0 < t00 t < t00 f¨ur alle t; t0 ; t00 2 Term 0PL1 ( )
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