






[image: ]


















	 Zuhause
	 Dokument hinzufügen
	 Anmelden
	 Ein Konto erstellen
	 PNG-Bilder









































Grundlagen der Theoretischen Informatik - Lehrstuhl fÃ¼r ...

LV â€žPro- grammierungâ€œ: kontextfreie Grammatiken (EBNF) zur Beschreibung der Syn- ... Im Prinzip sind Rechner ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur ... 

















 PDF Herunterladen 



 PNG-Bilder






 730KB Größe
 77 Downloads
 156 Ansichten






 Kommentar


























Fakultät Informatik, Institut für Theoretische Informatik, Lehrstuhl Automatentheorie



Skript zur Lehrveranstaltung



Grundlagen der Theoretischen Informatik Prof. Dr.-Ing. Franz Baader März 2007



LATEX-Bearbeitung 2005: T. Hinze, J. Hladik, H. Dietze, M. Fruth LATEX-Bearbeitung 2007: A. Claus, M. Sturm



Inhaltsverzeichnis Organisation der Lehrveranstaltung



3



Einführung



4



I



Endliche Automaten und reguläre Sprachen 1 Nichtdeterministische endliche Automaten . . . . . 2 Deterministische endliche Automaten . . . . . . . . 3 Nachweis der Nichterkennbarkeit . . . . . . . . . . 4 Abschlusseigenschaften und Entscheidungsprobleme 5 Reguläre Ausdrücke und Sprachen . . . . . . . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



7 10 15 25 28 33



II Grammatiken, kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten 6 Die Chomsky-Hierarchie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Rechtslineare Grammatiken und reguläre Sprachen . . . . 8 Normalformen kontextfreier Grammatiken . . . . . . . . . 9 Abschlusseigenschaften kontextfreier Sprachen . . . . . . . 10 Kellerautomaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



. . . . .



38 39 42 45 53 57



. . . . . . .



63 65 73 79 84 96 102 110



. . . . .



. . . . .



. . . . .



III Berechenbarkeit 11 Turingmaschinen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 Zusammenhang zwischen Turingmaschinen und Grammatiken 13 Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Aufzählbarkeit . . . . . . . 14 Primitiv rekursive Funktionen und Loop-Programme . . . . . 15 µ-rekursive Funktionen und While-Programme . . . . . . . . . 16 Universelle Maschinen und unentscheidbare Probleme . . . . . 17 Weitere unentscheidbare Probleme . . . . . . . . . . . . . . .



. . . . . . .



. . . . . . .



. . . . . . .



. . . . . . .



. . . . . . .



IV Komplexität 119 18 Komplexitätsklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 19 NP-vollständige Probleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 Abkürzungsverzeichnis



132



Literatur



133



2



Organisation der Lehrveranstaltung Verantwortlicher Hochschullehrer: Prof. Dr.-Ing. Franz Baader Technische Universität Dresden Fakultät Informatik Institut für Theoretische Informatik 01062 Dresden http://lat.inf.tu-dresden.de/~baader/



Aktuelle Informationen zur Lehrveranstaltung: http://wwwtcs.inf.tu-dresden.de/GThI/



Hinweis Dieses Skript ist als Hilfestellung für Studenten gedacht. Trotz großer Mühe beim Erstellen kann keine Garantie für Fehlerfreiheit übernommen werden. Es wird nochmals darauf hingewiesen, dass der prüfungsrelevante Stoff durch die Vorlesung bestimmt wird und nicht mit dem Skriptinhalt vollständig übereinstimmen muss.
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Einführung Die Lehrveranstaltung „Grundlagen der Theoretischen Informatik“ gibt eine Einführung in zwei wichtige Bereiche der Theoretischen Informatik: Automatentheorie und formale Sprachen (Teile I, II) Hier werden Wörter und Mengen von Wörtern (formale Sprachen) untersucht. • Wie beschreibt man solche Mengen? −→ Automaten oder Grammatiken . . . • Beispiel: Daten (d.h. Eingabe und Ausgabe von Programmen) sind Wörter. Die formale Sprache beschreibt die syntaktisch korrekten Daten. Berechenbarkeit und Komplexität (Teile III, IV) Hier betrachtet man Funktionen (von Zahlen nach Zahlen oder von Wörtern nach Wörtern). • Berechenbarkeit: Gibt es ein Programm, das die Funktion berechnet? Gibt es nichtberechenbare Funktionen? −→ abstrakte Maschinenmodelle und Programmiersprachen • Komplexität: Wieviel Zeit oder Speicherplatz benötigt eine Berechnung?
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Automatentheorie und formale Sprachen Dieser Teil der Theoretischen Informatik beschäftigt sich mit Wörtern und Mengen von Wörtern (formalen Sprachen). Wichtige Fragestellungen: 1. Charakterisierung: Wie beschreibt man die (meist unendlichen) Mengen von Wörtern mit endlichem Aufwand? • Automaten oder Maschinen, die genau die Elemente der Menge akzeptieren. • Grammatiken, welche genau die Elemente der Menge generieren (vgl. LV „Programmierung“: kontextfreie Grammatiken (EBNF) zur Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen). • Ausdrücke, welche beschreiben, wie man die Sprache aus Basissprachen mit Hilfe gewisser Operationen (z.B. Vereinigung) erzeugen kann. Abhängig von dem verwendeten Automaten-/Grammatiktyp erhält man verschiedene Klassen von Sprachen. Wir werden hier die vier wichtigsten Klassen betrachten, welche in der Chomsky-Hierarchie zusammengefasst sind: Klasse Typ Typ Typ Typ



0 1 2 3



Automatentyp



Grammatiktyp



Turingmaschine (TM) allgemeine Chomsky-Grammatik TM mit linearer Bandbeschränkung kontextsensitive Grammatik Kellerautomat kontextfreie Grammatik endlicher Automat einseitig lineare Grammatik



Bei Typ 3 existiert auch eine Beschreibung durch reguläre Ausdrücke. Am wichtigsten sind die Typen 2 und 3; beispielsweise kann Typ 2 weitgehend die Syntax von Programmiersprachen beschreiben.
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Organisation der Lehrveranstaltung 2. Welche Problemstellungen sind für eine Sprachklasse entscheidbar und mit welchem Aufwand? • Wortproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L (z.B. durch Automat, Grammatik, . . . ) und ein Wort w. Gilt w ∈ L? Anwendungsbeispiele: – Programmiersprache, deren Syntax durch eine kontextfreie Grammatik beschrieben ist. Entscheide für ein geg. Programm P , ob dieses syntaktisch korrekt ist. – Suchpattern für Textdateien sind häufig reguläre Ausdrücke. Suche die Dateien (Wörter), welche das Suchpattern enthalten (zu der von ihm beschriebenen Sprache gehören). • Leerheitsproblem: geg. eine Beschreibung der Sprache L. Gilt L 6= ∅? Anwendungsbeispiel: Wenn ein Suchpattern die leere Sprache beschreibt, so muss man die Dateien nicht durchsuchen. • Äquivalenzproblem: Beschreiben zwei verschiedene Beschreibungen dieselbe Sprache? Anwendungsbeispiel: Zwei Lehrbücher über eine Programmiersprache beschreiben die Syntax durch verschiedene Grammatiken. Sind diese wirklich äquivalent? 3. Welche Abschlusseigenschaften hat eine Sprachklasse? z.B. Abschluss unter Durchschnitt, Vereinigung und Komplement (L1 , L2 enthalten, so auch L1 ∩ L2 , L1 ∪ L2 , L1 ). Anwendungsbeispiele: • Suchpattern: Suche nach Dateien, die das Pattern nicht enthalten (Komplement) oder die zwei Pattern enthalten (Durchschnitt). • Reduziere das Äquivalenzproblem auf das Leerheitsproblem: Statt „L1 = L2 ?“ entscheidet man, ob (L1 ∩ L2 ) ∪ (L2 ∩ L1 ) = ∅.
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I Endliche Automaten und reguläre Sprachen Einführung Endliche Automaten sind gekennzeichnet durch: • endliche Menge von (internen) Zuständen • Übergänge zwischen Zuständen; abhängig von der internen Struktur des Automaten und von der Eingabe Im Prinzip sind Rechner ebenfalls endliche Automaten: Sie haben nur endlich viel Speicherplatz und daher nur eine endliche Menge möglicher Konfigurationen (Belegung der Speicherzellen). Die Konfigurationsübergänge werden bestimmt durch Verdrahtung und Eingaben (Tastatur, Peripheriegeräte). Aber: Wegen der extrem großen Anzahl von Zuständen sind endliche Automaten nicht die geeignete Beschreibungsebene für das Verhalten von Rechenmaschinen. Man abstrahiert daher von der Speicherplatzbeschränkung und nimmt potentiell unendlich großen Speicher an (z.B. unendliches Band bei Turingmaschine). Beispiel: (Eintrittsautomat) Beispiel für einen endlichen Automaten, bei dem dies die richtige Beschreibungsebene ist: Eingabe: 1, 2, r, d (d: Drehgitter dreht sich) Zustände: 0EUR, 1EUR, 2EUR, 3EUR



d r 



      



        



  !!" 



0EUR



1



2 1EUR



1



2EUR



r 2 r
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Endliche Automaten und reguläre Sprachen Teilweise interessiert man sich auch für Automaten mit Ausgabe (z.B. Rückgabe des Geldes, Freigeben der Sperre des Drehgitters). Wir werden diesen Aspekt hier nicht betrachten. Bevor wir den Begriff des endlichen Automaten formal einführen können, benötigen wir noch einige grundlegende Definitionen: Alphabet: Eine endliche Menge von Buchstaben (z.B. a, b, c, . . .) heißt Alphabet und wird meist mit Σ bezeichnet. Wort: Eine endliche Folge von Buchstaben w = a1 . . . an mit ai ∈ Σ heißt Wort über dem Alphabet Σ. Länge des Wortes: |w| = n; z.B. |aba| = 3 Anzahl der Vorkommen von Buchstaben: |w|a zählt die Vorkommen von a in w; z.B. |aba|a = 2, |aba|b = 1, |aba|c = 0 Leeres Wort: ε hat Länge 0 Menge aller Wörter über Σ: Σ∗ Menge aller nichtleeren Wörter über Σ: Σ+ := Σ∗ \ {ε} Formale Sprache: Eine Menge L von Wörtern mit L ⊆ Σ∗ heißt formale Sprache über Σ. Beispiele: • Menge aller Wörter über {a, . . . , z}, die korrekte Wörter der deutschen Sprache sind • Menge der Wörter, die das Stichwort „theorie“ enthalten
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Endliche Automaten und reguläre Sprachen Weiterhin benötigen wir verschiedene Operationen auf Sprachen oder Wörtern: Boolesche Operationen: L1 ∪ L2 , L1 ∩ L2 , L1 := Σ∗ \ L1 ,



L1 \ L2 := L1 ∩ L2



Konkatenation: u · v := uv; z.B. abb · ab = abbab L1 · L2 := {u · v | (u ∈ L1 ) ∧ (v ∈ L2 )} Beachte: Der Konkatenationspunkt wird häufig weggelassen (L1 L2 statt L1 · L2 ). Kleene-Stern: iterierte Konkatenation L0 := {ε} Ln+1 := Ln · L [ Ln L∗ := n≥0



+



L :=



[



Ln



n≥1



Präfix, Suffix, Infix: u ist Präfix von v gdw. v = uw für ein w ∈ Σ∗ . u ist Suffix von v gdw. v = wu für ein w ∈ Σ∗ . u ist Infix von v gdw. v = w1 uw2 für w1 , w2 ∈ Σ∗ .
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Nichtdeterministische endliche Automaten



1 Nichtdeterministische endliche Automaten Wir betrachten zunächst den etwas allgemeineren Begriff des Transitionssystems. Definition 1.1 (Transitionssystem) Ein Transitionssystem ist von der Form A = (Q, Σ, I, ∆, F ), wobei • Q eine Menge von Zuständen ist (nicht notwendigerweise endlich!), • Σ ein endliches Alphabet ist, • I ⊆ Q eine Menge von Anfangszuständen ist, • ∆ ⊆ Q × Σ × Q eine Übergangsrelation (Transitionsrelation) ist, • F ⊆ Q eine Menge von Endzuständen ist. Ein endlicher Automat hat endlich viele Zustände und nur einen Anfangszustand. Definition 1.2 (nichtdeterministischer endlicher Automat) Ein Transitionssystem A = (Q, Σ, I, ∆, F ) nennt man nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA), wenn • |Q| < ∞ • |I| = 1 Anstelle von (Q, Σ, {q0 }, ∆, F ) schreiben wir (Q, Σ, q0 , ∆, F ). Beispiel 1.3 Der NEA A = (Q, Σ, q0 , ∆, F ) mit den Komponenten • Q = {q0 , q1 , q2 } • Σ = {a, b} • F = {q2 } • ∆ = {(q0 , a, q1 ), (q1 , b, q2 ), (q2 , a, q2 ), q2 , b, q2 )} wird graphisch dargestellt als:



(*)



#



$



(&+



#&%'$ (,



Definition 1.4 (Pfad) Ein Pfad in einem Transitionssystem A ist eine Folge π = (p0 , a1 , p1 )(p1 , a2 , p2 ) . . . (pn−1 , an , pn ) mit (pi , ai+1 , pi+1 ) ∈ ∆ für i = 0, . . . , n − 1. π ist ein Pfad von p nach q, wenn p = p0 und q = pn . Die Beschriftung des Pfades π ist das Wort β(π) := a1 . . . an . Die Länge des Pfades π ist n. Für n = 0 sprechen wir vom leeren Pfad, welcher die Beschriftung ε hat.
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Nichtdeterministische endliche Automaten Die Existenz eines Pfades in A von p nach q mit Beschriftung w beschreiben wir durch w



p −→A q. w



Für Mengen Q1 , Q2 ⊆ Q heißt Q1 −→A Q2 , dass es Zustände p1 ∈ Q1 und p2 ∈ Q2 gibt w mit p1 −→A p2 . abw



Für den NEA aus Beispiel 1.3 gilt für alle w ∈ {a, b}∗ : q0 −→A q2 . Definition 1.5 (akzeptierte Sprache) w Das Transitionssystem A = (Q, Σ, I, ∆, F ) akzeptiert das Wort w ∈ Σ∗ gdw. I −→A F gilt. Die von A akzeptierte (erkannte) Sprache ist L(A) = {w ∈ Σ∗ | A akzeptiert w}. Für den NEA aus Beispiel 1.3 ist L(A) = {abw | w ∈ Σ∗ }, d.h. A akzeptiert genau die Wörter über Σ = {a, b}, welche mit ab beginnen. Definition 1.6 (Erkennbarkeit einer Sprache) Eine Sprache L ⊆ Σ∗ heißt erkennbar, wenn es einen NEA A gibt mit L = L(A). Da wir uns bei einem Transitionssystem i.a. nur für die akzeptierten Sprachen interessieren, bezeichnen wir zwei Transitionssysteme als äquivalent, wenn sie dieselbe Sprache akzeptieren. Beispiel 1.7 L = {w ∈ {a, b}∗ | ab ist nicht Infix von w} ist erkennbar, denn L wird z.B. von dem folgenden Automaten akzeptiert: 1 0 -/.



0



-32



Für manche Konstruktionen ist es günstig, auch endliche Automaten zu betrachten, bei denen Übergänge mit Wörtern beschriftet sind. Definition 1.8 (NEA mit Wortübergängen, ε-NEA) Ein NEA mit Wortübergängen hat die Form A = (Q, Σ, q0 , ∆, F ), wobei Q, Σ, q0 , F wie beim NEA definiert sind und ∆ ⊆ Q × Σ∗ × Q eine endliche Menge von Wortübergängen ist. Ein ε-NEA ist ein NEA mit Wortübergängen, wobei für alle (q, w, q 0 ) ∈ ∆ gilt: |w| ≤ 1 (d.h. w ∈ Σ oder w = ε). Pfade, Pfadbeschriftungen und akzeptierte Sprache werden entsprechend wie für NEAs definiert. Zum Beispiel hat der Pfad (q0 , ab, q1 )(q1 , ε, q2 )(q2 , bb, q3 ) die Beschriftung ab · ε · bb = abbb.
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Nichtdeterministische endliche Automaten Satz 1.9 Zu jedem NEA mit Wortübergängen kann man effektiv einen äquivalenten NEA konstruieren. Man zeigt dies mit Umweg über ε-NEAs. Lemma 1.10 Zu jedem NEA mit Wortübergängen kann man effektiv einen äquivalenten ε-NEA konstruieren. Beweis. Man ersetzt jeden Wortübergang (q, a1 . . . an , q 0 ) mit n > 1 durch Buchstabenübergänge (q, a1 , p1 ), (p1 , a2 , p2 ), . . . , (pn−1 , an , q 0 ), wobei p1 , . . . , pn−1 jeweils neue Hilfszustände sind (die nicht zur Endzustandsmenge dazugenommen werden). Man sieht leicht, dass dies einen äquivalenten ε-NEA liefert. Beispiel 1.11 Der NEA mit Wortübergängen, der durch die folgende Darstellung gegeben ist: 565



787 4



wird überführt in einen äquivalenten ε-NEA:



Lemma 1.12 Zu jedem ε-NEA kann man effektiv einen äquivalenten NEA konstruieren. Beweis. Der ε-NEA A = (Q, Σ, q0 , ∆, F ) sei gegeben. Wir konstruieren daraus einen NEA A0 ohne ε- Übergänge wie folgt: A0 = (Q, Σ, q0 , ∆0 , F 0 ), wobei n o a • ∆0 := (p, a, q) ∈ Q × Σ × Q | p −→A q ½ ε F ∪ {q0 } falls q0 −→A F 0 • F := F sonst 12



Nichtdeterministische endliche Automaten Noch zu zeigen: A0 kann effektiv bestimmt werden und L(A) = L(A0 ). 1. ∆0 und F 0 können effektiv bestimmt werden: a



• p −→A q gilt genau dann, wenn es Zustände p0 , q 0 ∈ Q gibt, für die gilt: ε



p −→A p0 ,



(p0 , a, q 0 ) ∈ ∆,



ε



q 0 −→A q



Die Übergangsrelation ∆ ist eine endliche Menge. Weiterhin sind „p ε sowie „q 0 −→A q ?“ Erreichbarkeitsprobleme in einem endlichen (Gibt es einen Pfad von p (q 0 ) nach p0 (q), dessen Übergänge nur schriftet sind?) ε • „q0 −→A F ?“ ist ebenfalls ein Erreichbarkeitsproblem in einem Graphen.



ε



−→A p0 ?“ Graphen. mit ε beendlichen



2. L(A) ⊆ L(A0 ): Es sei w = a1 . . . an ∈ L(A) und π = (p0 , a1 , p1 )(p1 , a2 , p2 ) . . . (pn−1 , an , pn ) ein Pfad in A mit p0 = q0 , pn ∈ F und ai ∈ Σ ∪ {ε}. Wir betrachten die Indizes i1 , . . . , im mit aij 6= ε. Offenbar ist w = ai1 . . . aim . 1. Fall: (m = 0) Es gibt keinen solchen Index, d.h. ai = ε für i = 1, . . . , n und damit gilt ε w = ε. Es gilt also q0 = p0 −→A pn ∈ F , was q0 ∈ F 0 liefert. Es ist daher w = ε ∈ L(A0 ). 2. Fall: (m > 0) Nach Definition von ∆0 ist nun aber (p0 , ai1 , pi1 )(pi1 , ai2 , pi2 ) . . . (pim−1 , aim , pn ) ein Pfad im NEA A0 . Aus pn ∈ F folgt pn ∈ F 0 , was w = ai1 . . . aim ∈ L(A0 ) zeigt. 3. L(A0 ) ⊆ L(A): Es sei w = a1 . . . an ∈ L(A0 ) und (p0 , a1 , p1 )(p1 , a2 , p2 ) . . . (pn−1 , an , pn ) mit p0 = q0 , pn ∈ F 0 ai+1



ein entsprechender Pfad. Nach Definition von ∆0 gilt nun in A: pi −→A pi+1 für i = 0, . . . , n − 1. Also gibt es in A einen Pfad von p0 nach pn mit Beschriftung w = a1 . . . a n . 1. Fall: (pn ∈ F ) Dann folgt sofort w ∈ L(A). 2. Fall: (pn ∈ F 0 \ F , d.h. pn = q0 ) ε Es gilt nun aber (nach Definition von F 0 ): pn = q0 −→A pˆ für ein pˆ ∈ F . Daher gibt es in A einen Pfad von p0 nach pˆ mit Beschriftung w.
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Nichtdeterministische endliche Automaten Lemma 1.12 kann man auch verwenden, wenn man zeigen will, dass es zu jedem endlichen Transitionssystem A = (Q, Σ, I, ∆, F ) einen äquivalenten NEA A0 gibt. Man definiert für einen neuen Zustand q0 ∈ / Q einen ε-NEA A00 = (Q ∪ {q0 }, Σ, q0 , ∆00 , F ) mit ∆00 = ∆ ∪ {(q0 , ε, q) | q ∈ I} A00 ist äquivalent zu A. Man erhält nun A0 aus A00 wie im Beweis des Lemmas beschrieben. Beispiel: (zu Lemma 1.12) Der ε-NEA aus Beispiel 1.11



wird in folgenden NEA überführt:



9
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: :
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Deterministische endliche Automaten



2 Deterministische endliche Automaten Die bisher betrachteten NEAs heißen nichtdeterministisch, weil es in ihnen zu einem Paar (q, a) ∈ Q × Σ mehr als einen Übergang geben kann, d.h. q 0 , q 00 ∈ Q mit q 0 6= q 00 und (q, a, q 0 ) ∈ ∆, (q, a, q 00 ) ∈ ∆. Definition 2.1 (deterministischer endlicher Automat) Ein NEA A = (Q, Σ, q0 , ∆, F ) heißt deterministisch (DEA), falls es für alle q ∈ Q, a ∈ Σ genau ein q 0 ∈ Q gibt mit (q, a, q 0 ) ∈ ∆. Anstelle der Übergangsrelation ∆ verwenden wir dann die Übergangsfunktion δ :Q×Σ→Q mit δ(q, a) = q 0 gdw. (q, a, q 0 ) ∈ ∆. DEAs werden in der Form (Q, Σ, q0 , δ, F ) geschrieben. Beachte: Zusätzlich zur Eindeutigkeit eines Übergangs haben wir auch die Existenz eines Übergangs für jedes Paar (q, a) gefordert. In der Literatur wird für deterministische Automaten manchmal nur die Eindeutigkeit des Übergangs gefordert, d.h. für (q, a) darf es höchstens ein q 0 mit (q, a, q 0 ) ∈ ∆ geben. Hingegen spricht bei Existenz aller Übergänge von vollständigen Automaten, d.h. wenn es für (q, a) mindestens ein q 0 gibt mit (q, a, q 0 ) ∈ ∆. Bezüglich der akzeptierten Sprachklasse macht dies keinen Unterschied. Beispiel 2.2 Der NEA @ 
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