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39. Algorithmus der Woche



Gauß-Seidel Iteration zur Berechnung physikalischer Probleme Autor Christoph Freundl, FAU Erlangen-N¨urnberg Ulrich R¨ude, FAU Erlangen-N¨urnberg



Zum Aufw¨armen: Fußball Diese Woche wird es bei unserem Algorithmus um die Berechnung von physikalischen Effekten gehen. Computer k¨onnen n¨amlich auch verwendet werden, um nat¨urliche Vorg¨ange zu simulieren. Das wird in der Wissenschaft immer wichtiger, weil man damit oft besser verstehen kann, wie die Natur funktioniert. Unsere Wettervorhersage beruht z.B. auf einer Simulation, bei der es auf die m¨oglichst genaue Abbildung der Natur im Computer ankommt. Neue Automodelle und Flugzeuge werden auch simuliert, lange bevor sie zum ersten mal gebaut werden. Viele Wissenschaftler sind sogar ganz auf die Simulation angewiesen. Astronomen, die wissen wollen was geschieht, wenn zwei schwarze L¨ocher zusammenstossen, m¨ussen Computersimulationen verwenden, denn Experimente sind dazu nat¨urlich nicht m¨oglich. Auch Computerspiele sind u¨ brigens oft Simulationen, nur dass es bei Spielen nicht unbedingt darauf ankommt, dass die Berechnungen mit der realen Welt u¨ berein stimmen. Mit unserem Algorithmus werden wir zumindest ein wichtiges Problem simulieren k¨onnen, n¨amlich das der W¨ameverteilung, wie man sie z.B. f¨ur die Wettervorhersage auch braucht. Allerdings werden wir uns auf feste Gegenst¨ande wie beispielsweise eine zweidimensionale Platte beschr¨anken, weil es f¨ur die Simulation am Anfang leichter ist, wenn man die Str¨omung der Luft nicht mit ber¨ucksichtigen muss. Bevor wir zur eigentlichen Aufgabe kommen, machen wir erst mal eine Aufw¨arm¨ubung“ und schauen uns beim Fußball ” um. Bei der letzten WM hat zwar schon nicht viel gefehlt, aber in der kommenden Europameisterschaft steht die Nationalmannschaft endlich doch im Finale. Die Spieler sind ganz aufgeregt, so aufgeregt, dass der Trainer davon u¨ berzeugt ist, dass sie es schon nicht schaffen werden, sich zur Nationalhymne in einer Reihe aufzustellen. Nachdem der Trainer das Spielfeld nicht betreten darf, wo er die Spieler ohne Weiteres selbst auf ihre Pl¨atze in der Reihe stellen k¨onnte, u¨ berlegt er sich voller Verzweiflung folgende Vorgehensweise: den beiden Spielern mit den Nummern 1 und 11, die am weitesten rechts und links stehen werden, sch¨arft er ein, nur darauf acht zu geben, dass die u¨ brigen Spieler noch zwischen ihnen Platz haben. Ansonsten sollen sie sich nicht mehr von der Stelle r¨uhren. Die restlichen Spieler mit den Nummern 2 bis 10 erhalten folgende Anweisung: wenn sie aufgerufen werden, sollen sie sich so bewegen, dass sie genau in der Mitte zwischen ihrem rechten und linken Nachbarn stehen. Der Trainer ruft nacheinander alle Spieler in der Reihenfolge ihrer Trikotnummern auf, und nachdem sich der Spieler mit der h¨ochsten Nummer bewegt hat, f¨angt der Trainer wieder von vorne an.
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Siehe da: nach einigen Durchl¨aufen dieses Verfahrens haben sich die Spieler tats¨achlich so bewegt, dass sie zumindest einigermaßen in einer Reihe stehen (davon kann man sich u¨ berzeugen, wenn man das unten angegebene Java-Applet aufruft). Ganz genau stimmt es zwar nicht, aber es ist gut genug, dass keiner etwas merkt. Um die Spieler ganz genau auf die Linie zu bekommen, m¨usste man den Algorithmus unendlich lange laufen lassen. Deshalb bekommt man in der Praxis nie das ganz richtige Resultat. Aber das macht nichts, weil schon nach gen¨ugend vielen Schritten das Ergebnis gut genug ist. Solche Algorithmen findet man h¨aufig, wenn es um sogenannte numerische Probleme geht, also dort, wo echte Kommazahlen ausgerechnet werden, wie man sie z.B. als Physiker oder Ingenieur braucht. Wenn sich die Spieler in der Reihenfolge ihrer Trikotnummern aufstellen, dann sagt man, dass sie lexikographisch sortiert stehen. Wir haben sie also immer wieder von links nach rechts aufgerufen, aber das h¨atten wir auch anders machen k¨onnen. Eine beliebte Variante ist die sogenannte Rot-Schwarz-Sortierung der Spieler. Dabei belegt die H¨alfte der Spieler mit den niedrigen Trikotnummern zun¨achst jeden zweiten Platz in der Reihe, anschließend f¨ullen die Spieler mit den hohen Trikotnummern die restlichen Pl¨atze auf. Aber auch, wenn die Spieler sich komplett zuf¨alig aufstellen, funktioniert das Verfahren, es muss nur immer f¨ur jeden Spieler klar sein, welches seine beiden Nachbarn sind.



Temperaturberechnung in einem Stab (1D) Jetzt kommen wir nun wirklich zur Berechnung einer Temperaturverteilung. Ist es nicht ein bisschen erstaunlich, dass wir auch dazu das Prinzip des Sich-in-einer-Reihe-Aufstellens verwenden k¨onnen? Will man z.B. die Temperaturverteilung in einem d¨unnen Stab berechnen, stellt man n¨amlich fest, dass die Temperatur an jeder Stelle des Stabes dem Mittelwert der benachbarten Temperaturen entsprechen muss. Fixiert man die Temperatur an den beiden Enden des Stabes, dann verl¨auft die Temperatur zwischen den beiden Enden in einer Reihe“, also linear vom einen zum anderen Ende. ” Um diese lineare Verteilung zu berechnen, braucht man mit Sicherheit noch keinen Computer, genau so wenig, wie ein Fußballtrainer normal keinen komplizierten Algorithmus braucht, um die Spieler in einer Reihe aufzustellen. Aber wir sehen, dass die Probleme verwandt sind und sich vielleicht auf gleiche Weise l¨osen lassen. Die Position des Spielers entspricht dem Temperaturwert, und ansonsten verl¨auft die Berechnung auf gleiche Weise wie bei unserem Fußballproblem. Als n¨achstes machen wir die Aufgabe noch etwas interessanter: wie sieht es denn mit dem Temperaturverlauf aus, wenn man den Stab zus¨atzlich an einer Stelle in der Mitte erhitzt? Dann gilt f¨ur die Temperatur
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an dieser Stelle nat¨urlich nicht mehr, dass sie dem Durchschnitt der benachbarten Temperaturen entspricht, hinzu kommt ja noch die zus¨atzliche Erw¨armung. Jetzt gibt es keine offensichtliche M¨oglichkeit mehr, den resultierenden Temperaturverlauf zu bestimmen, also u¨ berlegen wir uns, wie wir den Computer zur L¨osung dieses Problems benutzen k¨onnen. Eine erste Schwierigkeit ergibt sich aus der Tatsache, dass entlang des Stabes unendlich viele Punkte liegen, jeder Computer aber nur einen endlichen Speicher besitzt. Wir w¨ahlen daher entlang des Stabes eine endliche Anzahl an Punkten aus, an denen wir die Temperatur berechnen wollen. Diese Vorgehensweise nennt man auch Diskretisierung, da man ein kontinuierliches Problem auf ein diskretes Problem abbildet.



Sind die Punkte gleichm¨aßig u¨ ber den Stab verteilt, dann wird die Temperatur an einem Punkt aktualisiert u¨ ber die Formel Wert an Punkt i := 1/2 * (Wert an Punkt i-1 + Wert an Punkt i+1) + Erhitzung an Punkt i Wie im Beispiel der Fußballspieler werden nur die Punkte im Inneren des Stabes laufend neu berechnet, an den beiden Punkten am Rand des Stabes nimmt man die Temperatur als gegeben an. Je nach dem physikalischen Experiment, kann es aber auch sein, dass die Stabenden isoliert sind. Wir haben auch noch nicht u¨ berlegt, dass der Stab in der Praxis W¨arme an seine Umgebung abgibt. Das kann man durch enstprechend kompliziertere Formeln und Berechnungen mit ber¨ucksichtigen, die uns jetzt aber zu weit f¨uhren w¨urden. Statt dessen sehen wir uns eine andere Schwierigkeit an, die sich ergibt, wenn wir nicht einen eindimensionalen Stab, sondern eine zweidimensionale Platte berechnen wollen.



Temperaturberechnung auf einer Platte (2D) Wir k¨onnen die Aufgabenstellung erweitern, indem wir keinen eindimensionalen Stab, sondern eine zweidimensionale Kochplatte betrachten, die vielleicht wiederum an bestimmten Stellen erhitzt wird. Die Diskretisierung funktioniert a¨ hnlich wie im obigen Fall, diesmal ergibt sich ein zweidimensionales Gitter von Punkten. An diesen Punkten soll die Temperatur berechnet werden. F¨ur die Mittelung der Nachbartemperaturen an einem Punkt darf man jetzt nicht mehr nur die rechten und linken Nachbarn betrachten, sondern muss nat¨urlich auch die oberen und unteren Nachbarn mit dazunehmen.
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Aufgrund dieser Darstellung der Abh¨angigkeiten eines Punktes von seinen Nachbarpunkten spricht man von dem Stern, den man auf den Punkt und seine Umgebung anwenden muss, um seinen Wert neu zu berechnen. In diesem Fall handelt es sich also um einen F¨unf-Punkt-Stern, und der neue Wert eines Punktes berechnet sich zu Wert an Punkt (i,j) := 1/4 * (Wert an Punkt (i-1,j) + Wert an Punkt (i+1,j) + Wert an Punkt (i,j-1) + Wert an Punkt (i,j+1) + Erhitzung an Punkt (i,j)) Betrachten wir ein Beispiel, in dem am rechten Rand ein kurvenf¨ormiger Temperaturverlauf und an allen anderen R¨andern die Temperatur Null vorgegeben ist. Dabei stellen wir die Temperatur als Wert in der dritten Dimension in Abh¨angigkeit von der Position auf der Platte dar. In diesem dreidimensionalen Bild sieht man also eine Landschaft, deren H¨ohe der Temperatur an diesem Punkt entspricht. Das erste Bild zeigt damit eine Temperaturverteilung, bei der an allen Punkten eines Gitters mit 33 x 33 Punkten die Temperatur 0 ist, ausgenommen an dem rechten Rand. Dort ist eine Temperaturkurve vorgegeben.



Dies entspricht nicht der richtigen Temperaturverteilung, die wir ja erst mit unserem Gauß-Seidel-Verfahren ausrechnen wollen. Am Ende muss eine glatte Temperaturverteilung herauskommen, die aber anders als im eindimensionalen Stab nicht mehr linear ist, selbst wenn es keine zus¨atzlichen Temperaturquellen gibt. L¨asst man nun einige Gauß-Seidel-Iterationen laufen, dann erkennt man, wie die am Rand vorgegebene Temperatur in das Innere der Platte hineinwandert, bis die Temperaturverteilung u¨ ber der ganzen Platte schließlich sch¨on glatt aussieht. Der Rechenaufwand ist u¨ brigens nicht ohne, denn jeder Durchlauf des Gauß-Seidel Iteration
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Gauß-Seidel-Verfahrens muss ja an 31 x 31 = 961 Punkten den Durchschnitt von vier Zahlen berechnen. Bei Tausend Durchl¨aufen hat der Computer deshalb fast schon 5 Millionen Rechenoperationen zu bew¨altigen.



Nach einer Iteration



Nach zwei Iterationen



Nach zehn Iterationen
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Nach 100 Iterationen



Nach 1000 Iterationen



Auch wenn nach 100 Iterationen die berechnete L¨osung auf den ersten Blick schon recht gut erscheint, darf man das Verfahren an dieser Stelle noch nicht abbrechen, wie folgende Bilder zeigen. Das erste Bild zeigt die exakte L¨osung des Problems (die man in diesem Sonderfall mit mathematischen Formeln ausrechnen kann), im zweiten Bild werden diese exakte L¨osung und die nach 100 Gauß-Seidel-Durchl¨aufen u¨ bereinander gezeigt, so dass man sch¨on sehen kann, dass das Ergebnis noch nicht wirklich stimmt.



Exakte L¨osung
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Unterschied nach 100 Iterationen



Unterschied nach 1000 Iterationen



¨ Erst nach ungef¨ahr 1000 Durchl¨aufen zeigt die Uberblendung keinen Unterschied zwischen exakter und berechneter L¨osung mehr. Das unten angegebene Java-Applet erm¨oglicht, den Temperaturverlauf bei unterschiedlichen Erhitzungen zu berechnen. Die Temperatur wird hier farbkodiert, blau bedeutet eine niedrige Temperatur, rot eine hohe Temperatur. Auch wenn es so aussieht, als ob bei der Temperaturverteilung der zeitliche Fortschritt der Erhitzung dargestellt werden w¨urde, ist dies nicht der Fall. Was hier berechnet wird, ist der Zustand, wenn das System bei der gegebenen Erhitzung im Gleichgewicht ist. Mit anderen, etwas komplizierteren Verfahren kann man auch berechnen, wie sich der zeitliche Verlauf der Erw¨armung oder Abk¨ulung verh¨alt. Bei der Temperaturberechnung in einer Platte k¨onnte man u¨ brigens noch argumentieren, dass man die Temperatur mit einem Thermometer, das man an die Platte h¨alt, auch im Experiment leicht bestimmen k¨onnte und die Simuliererei damit ja u¨ berfl¨ussig ist. Die Temperaturbestimmung im Inneren eines festen dreidimensionalen Objekts, z.B. einem Ziegelstein, der bei hohen Temperaturen gebrannt wird, ist experimentell dann schon nicht mehr m¨oglich, ohne ihn zu zerst¨oren. Eine interessante Frage ist nat¨urlich, wie viele Durchl¨aufe des Gauß-Seidel-Verfahrens ben¨otigt werden, um eine gute N¨aherung der physikalischen L¨osung zu berechnen. Durch die Erfahrung (oder besser durch eine mathematische Analyse des Algorithmus) bekommt man heraus, dass bei einem Gitter mit NxN Punkten ungef¨ahr NxN Durchl¨aufe gemacht werden m¨ussen. Weil andererseits die Temperatur in der Platte um so genauer wiedergegeben werden kann, je feiner die Gitterpunkte liegen, bekommt man schnell einen Rechenaufwand, der auch moderne PCs u¨ berfordert. Das gilt vor allem dann, wenn man nicht zweidimensionale Gebilde (wie die Platte) sondern dreidimensionale Objekte simulieren m¨ochte, und zus¨atzliche physikalische Ph¨anomene - wie bei der Wettervorhersage - die Berechnungen komplizierter machen. Dann Gauß-Seidel Iteration
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braucht man einerseits schnelle Supercomputer, die vielleicht viele Millionen Euro teuer sind, und auch noch bessere Algorithmen, die das gleiche Resultat viel schneller ausrechnen k¨onnen. Die teuersten und schnellsten Computer der Welt werden jedes halbe Jahr neu in der TOP-500 Liste ver¨offentlicht. Diese Supercomputer werden fast ausschließlich f¨ur numerische Simulationen von komplizierten wissenschaftlichen Fragestellungen eingesetzt, bei denen das Gauß-Seidel-Verfahren und seine Varianten zum Einsatz kommen. Supercomputer sind damit sozusagen die Play-Stations f¨ur Wissenschaftler. Wer sich noch daf¨ur interessiert, hier sind zwei Ideen, wie man den Algorithmus beschleunigen kann: In den obigen Bildern sieht man, dass die richtige L¨osung von einer Seite her angen¨ahert wird, n¨amlich von unten. Anders gesagt, jeder Gauß-Seidel-Durchlauf bringt uns n¨aher an die richtige L¨osung, aber er geht nicht weit genug. Das kann man ausn¨utzen, indem man in jeder der einzelnen Berechnungen die ¨ Anderung entsprechend vergr¨oßert, d.h. mit einer Zahl gr¨oßer 1 (aber kleiner 2) multipliziert. Wenn man einen guten Vergr¨oßerungsfaktor gefunden hat, dann erreicht man viel schneller die richtige L¨osung. Diese Berechnungsweise ist das sogenannte SOR-Verfahren (engl: successive over relaxation). Die zweite Idee ist noch komplizierter und beruht darauf, dass Gitter mit verschiedenen Punktabst¨anden kunstvoll zusammenarbeiten. Dieses sogenannte Mehrgitterverfahren kommt dann mit einer sehr geringen Anzahl von Durchl¨aufen aus und gilt als das schnellste Verfahren f¨ur diese Art von Problemen. Da sind wir dann allerdings schon mitten in der Forschung. Wer sich daf¨ur interessiert, findet auf der Seite der Zeitschrift Computing in Science and Engineering einen kostenlosen englischen Artikel Why Multigrid Methods Are so Efficient, der sehr gut geschrieben ist, aber schon ein bisschen mehr Mathematik erfordert. Zu guter Letzt sei gesagt, dass das Gauß-Seidel-Verfahren von dem ber¨umtesten aller Mathematiker, n¨amlich Carl Friedrich Gauß, 1823 erfunden wurde und von einem seiner Kollegen, Philipp Ludwig Seidel, in der Folge weiter entwickelt wurde. Damals wurde nat¨urlich von Hand gerechnet. Gauß schreibt in einem Brief Das Verfahren l¨aßt sich halb im Schlaf ausf¨uhren oder man kann w¨ahrend dessen an andere Dinge den” ken.“ Wenn man das Verfahren heute programmiert, k¨onnen auch wir an andere Dinge denken, w¨ahrend Computer die Rechenarbeit machen.
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Reinigung, Überwachung, Baugewerbe, Rehabilita- tion und Pflege oder Wartung und Reparatur. So vielfältig die Dienstleistungen sind, die an Menschen oder ...
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