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Eine neue Methode zur Visualisierung qualitativer Daten J¨urgen Hansohm [email protected] http://www.UniBw-Muenchen.de/Campus/WOW/Hansohm.html



Abstract: Zur Visualisierung multivariater Daten mit verschiedenen Informationsniveaus (metrisch, nominal, ordinal, hierachisch, verbandsgeordnet, etc.) wird h¨aufig die klassische Methode der Multidimensionalen Skalierung nach Kruskal angewendet. Diese Methode hat jedoch verschiedene Nachteile, so beispielsweise die Notwendigkeit, Merkmale unterschiedlichen Informationsniveaus zu einem Verschiedenheitsindex zu aggregieren. Deshalb wird eine Verallgemeinerung der bew¨ahrten Hauptkomponentenanalyse vorgestellt, die u¨ ber den Ansatz vom Takane, Young und de Leuuw hinausgeht, der nur nominale und/oder ordinale qualitative Variable behandeln kann. Durch das Konzept der Differenzen auf Objektpaaren k¨onnen nahezu alle Informationsniveaus ad¨aquat behandelt werden. Ein illustrierendes Beispiel hierzu findet sich am Ende des Artikels.



1 Einleitung Graphische Darstellungen f¨ur quantitative Daten sind wohlbekannt: angefangen von Gesch¨aftsgraphiken, u¨ ber statistische Darstellungen bis zur Faktorenanalyse in zwei- oder dreidimensionalen R¨aumen. Eine Visualisierung qualitativer Daten ist ungleich schwieriger. Kategorielle Werte k¨onnen zwar durch Symbole, ordinale beispielsweise in manchen F¨allen durch Gesichter, dargestellt werden - Zusammenh¨ange in den Daten lassen sich so hingegen nicht visualisieren 1 . Im folgenden werden die M¨oglichkeiten aufgezeigt, qualitative Daten ihrem Informationsniveau entsprechend zu skalieren und ein neuer Ansatz dargestellt, der die f¨ur quantitative Daten bew¨ahrte Hauptkomponentenanalyse auf qualitative Daten nahezu beliebiger Struktur vollst¨andig verallgemeinert. Es wird im weiteren davon ausgegangen, daß die zu visualisierenden Daten in einer (logischen) Tabellenform vorliegen, entweder direkt oder als eine entsprechende Sicht (view) (siehe Tabelle 1). Der u¨ blichen Notation der Datenanalyse entsprechend, seien die Entities als Objekte und die Attribute als Merkmale bezeichnet. Ein Standardansatz in der Datenanalyse f¨ur Skalierungsverfahren (und auch f u¨ r Verfahren der Clusteranalyse) ist es, ausgehend von die¨ ser Datenmatrix, Ahnlichkeiten zwischen den Objekten (Entities) u¨ ber die Auspr¨agungen (Daten) aller Merkmale (Attribute) zu definieren und diese dann f¨ur eine Visualisierung zu 1 Außer



Betrachtung bleibt hierbei eine Visualisierung durch Graphen (Mind Maps, semantische Netze, etc.).
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Merkmal ,



Merkmal



Objekt Objekt



Merkmal



qualitative Daten



Objekt



Tabelle 1: Datenmatrix



nutzen. Bezeichnet man die Anzahl der Objekte mit , so erh¨alt man durch diesen Aggregationsprozeß u¨ blicherweise eine reelle   Matrix     mit     und    f¨ur alle      und der Bewertung, daß 







 



 



Objekt  ist a¨ hnlicher zu Objekt  als Objekt  zu Objekt 



¼ ¼



(1)



Eine solche Matrix wird als Distanzmatrix bezeichnet.



2 Multidimensionale Skalierung Bei der Multidimensionalen Skalierung wird versucht, entsprechend der Objektanzahl, Punkte   IR     so zu finden, daß der - in der Regel euklidische - Abstand zwischen diesen Punkten bestm¨oglich die durch die Distanz     gegebene (Un-)¨ahnlichkeit zwischen den Objekten widerspiegelt. Bezeichnet    die euklidische Norm auf IR  , so wird das Minimum der folgenden Kleinst-Quadrate Funktion gesucht:







 







 







        







(2)







Da die Werte    von (1) nur etwas u¨ ber den ordinalen Rang der Objektpaare aussagen, wird nach Kruskal [Kru64a, Kru64b] anstelle von (2) folgende Zielfunktion verwendet:
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(3)



¾     



Der Nenner von (3) dient nur dazu, die Zielfunktion invariant gegen¨uber ”Zoom”-Trans   zu machen. (2) bezeichnet man als metriformationen 2 der Konfiguration   sche, (3) als nichtmetrische Multidimensionale Skalierung [Krus74]). Streng genommen ist mit diesem Ansatz nur eine Visualisierung f¨ur  ; d.h. f¨ur Punkte    im maximal dreidimensionalen Raum gegeben; es gibt aber Ans¨atze, weitere Di 







2 Transformationen,



die sich nur durch einen Faktor voneinander unterscheiden
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mensionen, beispielsweise durch Gesichtselemente, darzustellen, sogenannte Chernoff faces [Cher73]).



Abbildung 1: Chernoff faces



Bis zu 20 Dimensionen k¨onnen so dargestellt werden. Das Verfahren der Multidimensionalen Skalierung kommt urspr¨unglich aus der Psychome¨ trie, wo eine Ahnlichkeit zwischen den Objekten auf direktem Wege ermittelt wird. Dies f¨uhrt zu einem wesentlichen Kritikpunkt dieses Ansatzes bei einer vorliegenden Datenma¨ trix: hier muß erst eine solche Ahnlichkeit aus den Auspr¨agungen der Merkmale gebildet werden. Dieses Aggregationsproblem bei der Erstellung einer Distanzmatrix ist kaum zufriedenstellend l¨osbar [Ambr80], p. 41 ff). Insbesondere kann durch eine solche Aggregation dem unterschiedlichen Informationsniveau der einzelnen Merkmale nicht Rechnung getragen werden [Ambr80], p. 58).



3 Informationsniveaus In der Praxis haben die Merkmale der Datenmatrix ein unterschiedliches Informationsniveau. So k¨onnen zum einen die Merkmalsauspr¨agungen verh¨altnis- (z.B. Temparatur), intervall- (z.B. Preis) oder absolut-skaliert (z.B. St¨uckzahl) sein. Dies sei unter dem Begriff quantitatives oder metrisches Merkmal zusammengefaßt. Zum anderen sind die Auspr¨agungen der qualitativen Merkmale eventuell nominal- oder ordinal-skaliert. Dar¨uber hinaus liegen h¨aufig noch komplexere Informationsniveaus vor. Als Beispiel sei hier das Merkmal ”Studiengang” bei einer Objektmenge von Studenten genannt. Die Merkmalsauspr¨agungen (s. Abb. 2) bilden hier offensichtlich eine Hierarchie. Dies ist u.a. typisch f¨ur Merkmale, die als Auspr¨agungen sowohl spezifische Bezeichnungen als auch Oberbegriffe enthalten. Andere Beispiele f¨ur komplexe Merkmale sind Verbandsordnungen, Profile oder ein direkter Paarvergleich (s. [Opit80], p. 399 ff, [Scha78], p. 20 ff). Treten in der Datenmatrix alle Arten von Merkmalen auf, so stellt sich die Frage nach der Vergleichbarkeit zwischen den Merkmalen. Ein Ansatz w¨are, f¨ur jedes Merkmal einen, bis auf monotone Transformationen eindeutigen, Distanzindex nach (1) zu definieren. Dies ist aus mehreren Gr¨unden problematisch:







F¨ur metrische und ordinale Merkmale geht hierbei die ”Richtung” verloren. Der 287
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Abbildung 2: Hierarchie des Merkmals ”Studiengang” [Opit80], p. 39).



Abstand zwischen den Auspr¨agungen ”gut” und ”schlecht” ist gleich dem zwischen ”schlecht” und ”gut”.







Die monotone Transformation einer Distanz liefert h¨aufig keine ad¨aquate Skalierung. Bei einem ordinalen Merkmal ergibt beispielsweise eine monotone Transformation einer Distanz, gebildet aus den ordinal-skalierten Auspr¨agungen, andere Werte als eine Distanz, gebildet aus einer monotonen Transformation der ordinalskalierten Auspr¨agungen.



Im folgenden wird deshalb ein neuer Ansatz beschrieben, der die obigen Nachteile nicht aufweist, da Differenzen statt Distanzen verwendet werden.



4 Problemdefinition Es wird unterstellt, daß f¨ur jedes Merkmal eine Menge von Differenzen definiert werden kann, die die Informationsstruktur widerspiegeln. Differenzen sind a¨ hnlich zu Distanzen, die normalerweise zur Charakterisierung von komplexen Informationsstrukturen verwendet werden. Generell sei eine Menge von Differenzen f¨ur  Objekte definiert als eine Menge (Kegel) von  -Matrizen mit 
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(4)



F¨ur jede Informationsstruktur ist ein Teilkegel von wie folgt definiert: F¨ur ein metrisches Merkmal     IR ist die Menge   definiert durch 3 
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(5)



F¨ur ein ordinales Merkmal    mit einer vollst¨andigen Pr¨aordnung auf      sei die Menge   definiert durch
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(6)







oder bei einer geforderten Rangbindung 
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und f¨ur ein nominales Merkmal  



       















 















(8)







F¨ur Merkmale mit komplexerer Informationsstruktur, wie Hierarchien, Verbandsordnungen, etc. sei die Menge    definiert durch 4 



        IR   ”ist a¨ hnlicher als”                 



















  











 







 







(9)







Hierdurch kann eine nahezu beliebige Informationsstruktur modelliert werden. Um die verschiedenen Merkmale miteinander zu vergleichen, sei die folgende Norm    auf durch







 



   



















(10)







und die Korrelation zwischen zwei Elementen  und Æ von durch   Æ  
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definiert.



4.1 ”Property Fitting” Problem Zu gegebenem   (  IN) werden f¨ur alle  Objekte Punkte    IR  und f¨ur alle  Merkmale Vektoren    IR     gesucht, so daß
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(12)



sei unterstellt, daß ”ist a¨ hnlicher als” eine vollst¨andige Pr¨aordnung auf den Objektpaaren beschreibt
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minimiert wird. Hierbei bezeichne Punktes  auf den Vektor   5 .







  



    die orthogonale Projektion des















Dieses Problem wird in der Literatur auch als ”Property Fitting” Problem bezeichnet (s. [Opit88, Opit00]). Anschaulich gesprochen, soll die Projektion der Punkte   auf den Merkmalsvektor   die durch die Differenzen gegebene Informationsstruktur   bestm¨oglichst wiedergeben. Merkmalsvektor    
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Abbildung 3: Punkte und ihre Projektion auf einen Merkmalsvektor



Wie weiter unten gezeigt, entspricht das oben dargestellte Problem f¨ur metrische Merk¨ male der Hauptkomponentenanalyse. Uber den Zusammenhang zwischen Multidimensionaler Skalierung und der Hauptkomponentenanalyse siehe [Math97]. Ein alternativer Ansatz ist das ”Punkt-Punkt-Modell” [Schu85]), bei dem die Merkmale durch Punkte repr¨asentiert werden. Dieser Ansatz wird im folgendem nicht weiter betrachtet.



     und Im folgenden seien mit  die Merkmalsverktoren zusammengefaßt.











 







 die Konfiguration und



4.2 Spezifizierung      ist offensichtlich gleich    , wird also durch die Diagonalelemente der Matrix  bestimmt. Insbesondere ist    f¨ur     mit  aus (12). Bei dem in (12) genannten Problem sind die Konfiguration    und die



Lemma 1























Merkmalsvektoren  gefordert, daß 6











 







































 nicht eindeutig bestimmt. Es sei deshalb o.B.d.A. 



 







(13)



5 (12) liegt zwischen  und ¾ , der durch ¾  geteilte Wert von (12) somit zwischen  und . Dieser Wert kann in Analogie zu [Kru64a, Kru64b] auch als Stress bezeichnet werden. 6 (13) bedeutet, daß der Schwerpunkt der Konfiguration gleich 0 ist
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und 



























   







(14)



Formel (14) bedarf einer Erl¨auterung. Die Konfiguration und die Merkmalsvektoren k¨onnen offensichtlich beliebig gedreht werden ohne daß die Zielfunktion (12) sich a¨ ndert. Ge     , dann ist nauer, sei  eine unit¨are Matrix; d.h.     und      und  kann so gew¨ahlt werden, daß        eine Diagonalmatrix ist. Desweiteren kann der Maßstab in jeder Koordinate verschieden gew¨ahlt werden. Sei also eine nicht singul¨are Diagonalmatrix, so ist   eine Maßstabs¨anderung, die durch    wieder r¨ uckg¨angig gemacht wird. Ohne Beschr¨ankung der Allgemeinheit sei mithin  die Einheitsmatrix.  



4.3 Ein Zwei-Phasen Modell zur L¨osung von (12) 4.3.1 Modellphase Zuerst sei der Fall der Minimierung von (12) f¨ur feste Differenzen   beschrieben. Satz 1 Sei
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Beweis: Zum Beweis ben¨otigen wir die folgenden Aussagen: Lemma 2
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(18)



Beweis von Lemma 2: Offensichtlich ist
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separierbar und es reicht zu zeigen, daß die Funktion IR 
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Die partielle Ableitung von 











Æ







$



$ 











Æ



       







(21)
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Wird diese partielle Ableitung gleich Null gesetzt, so ergibt sich  



und damit die Behauptung. ¾







Lemma 3 Sei         IR   und    on in IR mit   Merkmalsvektoren in IR mit   , ! dann wird die Funktion



  



%



  







(22)



Æ















  eine beliebige Konfigurati beliebige    IR   ,  und ,    















 







"











%



           #



#
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ist hierbei eine beliebige 







Beweis von Lemma 3:
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(24)
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(27)



Die L¨osung des Minimierungsproblems (27) ist bekanntlich (s. [Hart99], p. 527 ff) gegeben durch die Eigenvektoren mit den gr¨oßten Eigenwerten von  . Diese seien in " .¾ der Matrix " zusammengefaßt. Es gilt dann "  "  und ! 292



ein endlich dimensionaler Hilberraum mit dem Skalarprodukt     (  ), ' ein Teilraum von & und ( ' eine abgeschlossene, nichtleere Menge. F¨ur jeden Punkt  & sei die Projektion auf eine nichtleere, abgeschlossene Menge definiert als:



Satz 2 Sei   



&



 







 







&



              f¨ur alle   &   







dann gilt:











Beweis von Satz 2: Sei         f¨ur alle   ' .
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                          Da     konstant ist, entspricht die Minimierung von   der Minimierung von und umgekehrt.¾   Beweis von Satz 1: Die Menge        IR    ist ein   mit Teilraum aller Matrizen. Die Menge       ,  ,   ,   ,   IR    ist eine abgeschlossene Teilmenge von , da       .    ein Element der Projektion von  in die Menge aller Nach Lemma 3 ist   



 



 



 







 



  











 



 



 



 



  











 



 



 



  



 











 











 



 















 



 



 







 



 



'



!



 







 



















'



  



(











# 







%







#







 



%



"



 



!"



"











Konfigurationen und Richtungen in IR  . %
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 "  ein Element der Projektion Nach Satz 2 in Verbindung mit Lemma 2 ist damit % !  von        in die Menge aller Konfigurationen und Richtungen in IR ;  "  ist d.h. f¨ur %  #  !         minimal #
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  Nach Lemma 1 ist      .¾ 
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4.3.2 Skalierungsphase Im folgenden sei nun bei der Zielfunktion (12) die Konfiguration    ist jetzt jeweils f¨ur alle     die L¨osung von
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(32)



L¨aßt man der Einfachheit halber den Index  weg, so entspricht dies dem Problem, die     zu ermitteln und  anschließend auf Projektion    Æ  mit Æ    ist L¨osung von (32) (s. [Hans87], S. 105,   die L¨ange  zu normieren; d.h.    Lemma 1).



   kann eine F¨ur ein Merkmal  mit komplexer Informationsstruktur    L¨osung von    Æ  durch monotone Regression (s. [Opit80], S. 132) der Distanzen     an Æ Æ  und anschließendes Setzen von  Æ  gefunden werden (s. [Hans02], Theorem 1).



F¨ur metrische Merkmale ist nichts zu tun und f¨ur nominale Merkmale ist wegen







           























     







(33)



nur eine Mittelswertbildung von    u¨ ber die Kategorien des nominalen Merkmals erforderlich. Bei ordinalen Merkmalen mit Rangbindung kann die Projektion wegen (33) ebenfalls durch eine Mittelwertsbildung von    u¨ ber die Objekte gleichen Ranges mit anschließender gewichteter monotoner Regression und bei ordinalen Merkmalen ohne Rangbindung durch monotone Regression nach Sortierung der    bzgl. der   innerhalb der Objekte gleichen Ranges gefunden werden.
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In folgender Tabelle ist die Vorgehensweise noch einmal zusammengefaßt:
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               und        Kleinst-Quadrate L¨ o sung von                    bzw.                 und    
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Tabelle 2: Berechnung der
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¾  Æ mit Æ        



4.4 Der ALS-Algorithmus F¨ur die L¨osung des Problems (12) bietet sich nun der Alternating Least Squares (ALS) Algorithmus an, der auch von [Kru64a, Kru64b] zur Berechnung der klassischen Multidimensionalen Skalierung verwendet wurde. F¨ur andere Berechnungsans¨atze siehe [Kloc00].



   willk¨urlich - entsprechend ihrem 1. Zuerst werden die     ,  Informationsniveau - skaliert; bei einem ordinalen Merkmal kann z.B. die Differenz der Rangzahlen genommen werden. 2. Diese 



  ,    werden so normiert, daß     gilt.   ,    aus 2.) wird die beste Konfiguration mit den 























    3. Zu den  Merkmalsvektoren gesucht (Modellphase).



4. Zu der in 3.) gefundenen Konfiguration werden die optimalen     ermittelt (Skalierungsphase).







   



f¨ur alle



5. Solange sich die in 4.) gefundene Konfiguration wesentlich ver¨andert hat, wird mit 2.) fortgefahren. Dieser (normierte) ALS-Algorithmus hat die Eigenschaft, daß jeder H¨aufungspunkt der so ermittelten Skalierungen und Konfigurationen ein (lokales) Minimum der Zielfunktion (12) darstellt [Hans88]).



295



5 Beziehungen zu klassischen Verfahren Satz 3 Fu¨ r metrische Merkmale entspricht das Verfahren (12) dem Verfahren der Hauptkomponentenanalyse.











  , dann ist           und   Beweis: Ist      . Hieraus folgt:                  , wobei       die Standardabweichung von    darstellt. Das bedeutet, daß alle
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metrischen Daten durch 



Ohne Beschr¨ankung der Allgemeinheit seien also alle  (metrischen) Merkmale zen entspricht triert7 , dann entspricht die Matrix  aus (15) der (metrischen) Datenmatrix. !  demzufolge der Faktorenwertematrix und " der Ladungsmatrix bei der Hauptkomponentenanalyse.¾ Satz 4 Fu¨ r metrische, nominale und ordinale Merkmale entspricht das Verfahren (12) dem Verfahren von Young, Takane und de Leeuw [Youn78]). Beweis: In diesem Fall gilt f¨ur jedes Merkmal   
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   oder    oder      oder     .     l¨aßt sich folglich schreiben als        IR mit geeignetem 
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Nach (33) reduziert sich (16) damit zu











 



        







(34)







und nach Lemma 1 ist dies gleichbedeutend mit der Minimierung von
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tr)
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wobei ) die Matrix       den u¨ blichen Eigenschaften 8 sind.



(35)
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!



und " die Matrizen mit



Dies entspricht genau dem in [Youn78] beschriebenen Verfahren. Bemerkung: Dieser Ansatz ist somit eine Verallgemeinerung des in [Youn75, Youn81] beschriebenen Prinzips. Wie in [Hans02] dargestellt, l¨aßt der Ansatz sich auch auf andere multivariate Verfahren, wie z.B. die kanonische Korrelation [Youn76, Burg83]) anwenden.



7 Mittelwert=0 8







und Standardabweichung=1
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          und    , ist    Matrix
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6 Beispiel 14 Speiserestaurants einer Großstadt seien durch die Merkmale ”Qualit¨at” und ”Quantit¨at” der Speisen, ”Preisniveau”, ”Spezialisierung”, ”Atmosph¨are” und ”Beliebtheit” charakterisiert. W¨ahrend die Merkmale ”Qualit¨at” (sehr gut, gut, m¨aßig), ”Quantit¨at” (sehr gut, gut, m¨aßig), ”Preisniveau” (hoch, mittel, niedrig) und ”Beliebtheit” (sehr beliebt, beliebt, weniger beliebt, unbeliebt) ordinal skaliert sind, handelt es sich bei der ”Spezialisierung” um eine hierarchische Struktur, bei der die griechische und yugoslawische K¨uche im Vergleich zur italienischen K¨uche als a¨ hnlicher angesehen wird und diese drei wiederum als a¨ hnlicher im Vergleich zur chinesische K¨uche. Bei der ”Atmosph¨are” handelt es sich um einen direkten Paarvergleich zwischen den einzelnen Restaurants, es wird also jeweils ein Paar von zwei Restaurants miteinander verglichen und bewertet, welches Paar bzgl. der ”Atmosph¨are” a¨ hnlicher erscheint. Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14



Beliebth. (s) (s) (s) (s) (b) (b) (b) (b) (w) (w) (w) (u) (u) (u)



Quantit¨at (s) (g) (s) (m) (g) (g) (g) (s) (g) (g) (g) (s) (m) (s)



Qualit¨at (g) (s) (g) (s) (s) (g) (g) (g) (s) (g) (m) (m) (m) (m)



Preis (n) (h) (n) (h) (h) (m) (m) (m) (h) (h) (m) (m) (n) (m)



Spezialisierung Yugo Italien Yugo China Italien Yugo Italien China Griech. China Italien Griech. Italien Griech.



Atmosp. atmos1 atmos2 atmos3 atmos4 atmos5 atmos6 atmos7 atmos8 atmos9 atmos10 atmos11 atmos12 atmos13 atmos14



Tabelle 3: Datenmatrix der 14 Speiserestaurants



Das Verfahren lieferte im 2-dimensionalen Raum umseitiges Ergebnis (Abb. 4) bei einem Zielfunktionswert (Stress) von 9%. Interessant in diesem Zusammenhang ist auch das Reskalierungsergebnis der einzelnen Merkmale. In der Abbildung 5 sind die Ergebnisse (außer beim Merkmal ”Atmosph a¨ re”) graphisch zusammengefaßt. Man erkennt, daß ”Beliebtheit” und ”Qualit¨at” gut wiedergegeben werden 9, w¨ahrend bei ”Quantit¨at” nur zwischen sehr viel und nicht so viel und bei ”Preis” nur zwischen hoch und nicht hoch unterschieden wurde. Ferner erkennt man, daß die Konfiguration die ”Spezialisierung” schlecht wiedergibt, da kein Unterschied zwischen italienischer und chinesi9 Das gleiche gilt auch f¨ ur ”Atmosph¨are”, was aufgrund des Paarvergleiches naturgem¨aß schlecht darstellbar ist und hier aus Platzgr¨unden weggelassen wurde.
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1 3











  Quantit¨at 8         Beliebtheit           1214               6 7 



  11          13     24 Qualit¨at     Atmosph¨are      5          10 Spezialisierung     9   Preisniveau     Abbildung 4: Konfiguration



Beliebth.  (s)



Quantit¨ at  (s)



Qualit¨at  (s)



Preis  (h)



Spezialisierung Griech.



 (b)  (w)  (u)



 (g)



Yugo



 (m)  (n)



 (g),(m)  (m)



Italien China



Abbildung 5: Ergebnisse der Skalierung der Merkmale



scher K¨uche gemacht wird und der Unterschied zwischen griechischer und yugoslawischer K¨uche auf der einen und den anderen K¨uchen nicht sehr ausgepr¨agt ist. Dies verbessert sich etwas, wenn man eine Konfiguration in einem h¨oher dimensionalen Raum, z.B. im IR , betrachtet.
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