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Lokale Kurventheorie



1.1



Parametrisierte Kurven



Definition 1.1. Eine parametrisierte Kurve ist eine Abbildung c : I → Rn die auf einem Intervall I ⊂ R definiert ist.



Bezeichnung 1.2. • Ist n = 2, dann nennen wir c auch eine ebene Kurve, und ist n = 3, dann Raumkurve. • Wenn wir von Differenzierbarkeit der Kurve c sprechen, dann bezieht sich das, falls das Intervall nicht offen ist, auf innere Punkte. • Wenn wir nichts anderes sagen, dann sind unsere Kurven im Folgenden glatt. Definition/Bemerkung 1.3. 1. Es sei c : I → Rn eine parametrisierte Kurve. F¨ ur t0 ∈ I heißt c0 (t0 ) ∈ Rn der Geschwindigkeitsvektor oder der Tangentialvektor an c in t0 . 2. Die Abbildung c0 : I → Rn nennen wir Geschwindigkeitsfeld oder k¨ urzer Geschwindigkeit der Kurve. 3. Wenn wir explizit das Bild der parametrisierten Kurve c : I → Rn , also Sp(c) := c(I) ⊂ Rn betrachten, so sprechen wir von der Spur der Kurve oder dem Bild der Kurve c. Insbesondere k¨onnen verschiedene parametrisierte Kurven das gleiche Bild haben. 4. Betrachten wir nur das Bild einer parametrisierten Kurve als Objekt, so sprechen wir auch von einer unparametrisierten Kurve. Wenn allerdings keine Verwechslung zu bef¨ urchten ist, so sprechen wir sowohl bei einer parametrisierten als auch bei einer unparametrisierten Kurve kurz von einer Kurve. Beispiel 1.4. Der punktierte Einheitskreis S 1 \{(1, 0)} ⊂ R2 ist eine unparametrisierte Kurve. Er ist das Bild der folgenden parametrisierten Kurven:   cos(t) 2 c : ]0, 2π[ → R mit c(t) = , sin(t) ! 2 c˜ : R → R2



c˜ ˜ : R → R2



t −1 t2 +1 −2t t2 +1



mit



c˜(t) =



,



mit



  cos(π tanh(t)) ˜ c˜(t) = − . sin(π tanh(t))
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Definition 1.5. Es sei c : I → Rn eine parametrisierte Kurve und t0 ∈ I. • c heißt regul¨ ar in t0 , wenn c0 (t0 ) 6= 0, und c heißt regul¨ ar, wenn c0 (t) 6= 0 f¨ ur alle t ∈ I. • Ist c0 (t0 ) = 0, so heißt c singul¨ ar in t0 , und der Parameterwert t0 heißt singul¨ arer Wert. Definition/Bemerkung 1.6. 1. Es seien c : I → Rn und c˜ : J → Rn zwei parametrisierte Kurven, die durch eine glatte Abbildung φ : J → I gem¨ aß c˜ = c ◦ φ verbunden sind. Dann heißt c˜ eine Umparametrisierung von c und φ der Parameterwechsel. 2. Ist φ surjektiv, dann stimmen c und c˜ als unparametrisierte Kurven u c). Im Allgemeinen gilt lediglich ¨ berein, d. h. es gilt Sp(c) = Sp(˜ Sp(˜ c) ⊂ Sp(c). 3. Ist φ bijektiv, dann ist φ insbesondere injektiv und es gilt φ0 ≥ 0 oder φ0 ≤ 0 auf ganz J. 4. Ist c regul¨ ar, dann ist c˜ genau dann ebenfalls regul¨ar, wenn φ0 6= 0, also φ0 > 0 oder φ0 < 0 auf ganz J. Bijektive Parameterwechsel mit φ0 6= 0 heißen auch regul¨ are Parameterwechsel. 5. Ist φ0 > 0, so heißt der Parameterwechsel positiv oder orientierungserhaltend und ist φ0 < 0, so heißt er negativ oder orientierungsumkehrend. Z. B. ¨ andert φ(t) = −t den Durchlaufsinn der Kurve. Beispiel 1.7. Es sei φ : R → ]0, 2π[ mit φ(t) = 2 arctan(t) + π. Dann gilt c˜(t) = c(φ(t)) f¨ ur die Kurven aus Beispiel 1.4. Verabredung. Wenn wir ab jetzt von Parameterwechseln sprechen, so sind damit stets regul¨ are Parameterwechsel gemeint. Definition 1.8. Sei c : I → Rn eine regul¨are Kurve und t0 ∈ I. Dann ist f¨ ur t ∈ I die Bogenl¨ ange von c definiert als die Funktion s : I → R mit Z t Z tq 0 st0 (t) := kc (τ )kdτ = (c01 (τ ))2 + · · · + (c0n (τ ))2 dτ t0



t0



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



1 Lokale Kurventheorie



5



Bemerkung 1.9. • Zwei Bogenl¨angenfunktionen zu verschiedenen Startparametern unterscheiden sich durch eine Konstante. Wenn diese Konstante f¨ ur eine Aussage unerheblich ist, so schreiben wir auch s(t) statt st0 (t). • s : I → Rn ist differenzierbar mit s0 (t) = kc0 (t)k > 0 und daher ein positiver Parameterwechsel. Bemerkung 1.10. Es sei c : I = [a, b] → Rn eine parametrisierte Kurve mit Bogenl¨ angenparameter st0 f¨ ur t0 ∈ I. Aus der Definition folgt unmittelbar, dass st0 (t) < 0 f¨ ur t ∈ [a, t0 [ und st0 (t) > 0 t ∈ ]t0 , b]. Die Begr¨ undung des geometrischen Namens f¨ ur st0 liefert die folgende Feststellung: Der Betrag von st0 (t) entspricht der geometrischen L¨ange ` der Kurve c|[t,t0 ] falls t < t0 bzw. c|[t0 ,t] falls t > t0 . Insbesondere gilt dann `(c) = `(c|[a,t0 ) + `(c|[t0 ,b] ) = st0 (b) − st0 (a) . Zur Begr¨ undung sei Z = {t0 , t1 , . . . tk := t} eine Zerlegung von [t0 , t] und es bezeichne `i (c, Z) die L¨ange der Strecke, die c(ti ) und c(ti+1 ) verbindet, siehe Abbildung 1. Wir berechnen nun die L¨ange des gesamten so definierten Streckenzugs und definieren `(c, Z) :=



k−1 X



`i (c, Z) .



i=0



Dann ist `(c.Z) =



k−1 P i=0



kc(ti+1 ) − c(ti )k =



Zwischenstellen tˆi ∈ [ti , ti+1 ].



k−1 P i=0



kc0 (tˆi )k(ti+1 − ti ) f¨ ur geeignete



Abbildung 1: Bogenl¨ange einer Kurve



F¨ ur die L¨ ange der Kurve c auf dem Intervall [t0 , t] folgt schließlich Z t `(c [t0 ,t] ) = sup {`(c, Z) | Z ist Zerlegung von [t0 , t]} = kc0 (τ )kdτ = st0 (t). t0
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Satz 1.11. Es sei c : I → Rn eine regul¨ are Kurve. Dann l¨ asst sich c durch einen positiven Parameterwechsel so umparametrisieren, dass der Geschwindigkeitsvektor in jedem Punkt die L¨ ange 1 hat. Dieser Parameterwechsel ist eindeutig bis auf Translation, d. h. sind φ und φˆ zwei Parameterwechsel mit ˆ + k f¨ dieser Eigenschaft, dann gibt es ein k ∈ R, sodass φ(t) = φ(t) ur alle t. Definition 1.12. Eine Kurve c : I → Rn mit kc0 (t)k = 1 f¨ ur alle t ∈ I heißt auf Bogenl¨ ange parametrisiert.



Satz 1.13. Die Bogenl¨ ange einer Kurve ist invariant unter Bewegungen. D. h. f¨ ur eine Bewegung Φ(x) = Ax + b des Rn ist s(t) = s˜(t), wenn s die Bogenl¨ ange zu c und s˜ diejenige zu c˜ := Φ ◦ c ist.   cos(ωt) 2 . Dann ist Beispiel 1.14. 1. Es sei c : R → R mit c(t) = sin(ωt) τ s0 (t) = ωt, also φ := s−1 angenpara0 : R → R mit φ(τ ) = ω . Die Bogenl¨   cos(τ ) 2 metrisierung von c ist damit c˜ = c ◦ φ : R → R mit c˜(τ ) = . sin(τ )   R cos(ωt) 2. Es sei c : R → R3 mit c(t) =  R sin(ωt)  eine Helix oder Schraubenliht nie, siehe Abbildung 2. Abbildung 2: Schraubenlinie / Helix



Dann ist kc0 (t)k2 = R2 ω 2 + h2 =: R2 ω02 , also s0 (t) = Rω0 t und φ := τ s−1 angenparametrisierung der 0 : R → R mit φ(τ ) = Rω0 . Die Bogenl¨ Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Helix ist 



 ω τ) R cos( Rω 0 ω τ ) . c˜ = c ◦ φ(τ ) =  R sin( Rω 0 h Rω0 τ



ω0 Die L¨ ange einer(!) Schraube ist s0 ( 2π ohe einer(!) ω ) = 2πR ω . Die H¨ 2πh ohe der Helix. Schraube ist ω und heißt Gangh¨



3. Man erh¨ alt eine Zykloide, wenn man einen Kreis mit Radius R auf einer Geraden abrollt und den Weg eines Punktes verfolgt, der sich am Ende eines fixierten radialen Stahls befindet. In Abbildung 3 ist der schwarze Kreis der Ausgangskreis, der in positive x-Richtung abgerollt wird, und der fixierte Punkt ist (0, 0). Beim Abrollen bewegt sich dieser auf der roten Kurve. W¨ahlt man als Kurvenparameter t den Abrollwinkel, so erh¨alt man die folgende Parametrisierung:   t − sin(t) c(t) = R 1 − cos(t) Abbildung 3: Zykloide



Es ist kc0 (t)k2 = 2R2 (1 − cos(t)) = 4R2 sin2  s0 (t) = 4R 1 − cos 2t .



t 2







, sodass



Damit ist die L¨ ange eines Bogens der Zykloide durch s0 (2π) = 8R gegeben. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Der verfolgte Punkt muss allerdings nicht auf dem Rand des Ausgangskreises liegen. Es sei a der Abstand des betrachteten Endpunktes des Strahls von dem Mittelpunkt des Kreises. Abh¨angig davon ob a > R, a = R oder a < R ist, ergibt sich ein unterschiedliches Verhalten der Kurve, siehe Abbildung der   4. Die allgemeine Parametrisierung 0 Rt − a sin(t) Zykloide mit c(0) = ist dann c(t) = R−a R − a cos(t) Abbildung 4: Zykloiden f¨ ur verschiedene a



Frenetkurven(i)



1.2 1.2.1



Ebene Frenetkurven



Definition 1.15. Es seien c : I → R2 , cˆ : J → R2 zwei regul¨are, ebene Kurven. Weiter sei p ∈ Sp(c) ∩ Sp(ˆ c) ein Schnittpunkt mit p = c(t0 ) = cˆ(t1 ). 1. Die Kurven c und cˆ schneiden sich im Punkt p transversal, wenn c0 (t0 ) und cˆ0 (t1 ) linear unabh¨angig sind. 2. Man sagt, die Kurven c, cˆ ber¨ uhren sich in p von der Ordnung k > 0, wenn c(t0 ) = cˆ(t1 ) , c0 (t0 ) = cˆ0 (t1 ) , . . . , c(k) (t0 ) = cˆ(k) (t1 ) . Ein transversaler Schnitt kann als Ber¨ uhrung der Ordnung 0 interpretiert werden. (i)



Jean Fr´ed´eric Frenet (1816-1900)
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3. Zwei unparametrisierte ebene Kurven ber¨ uhren sich von der Ordnung k, wenn sich die jeweiligen Bogenl¨angenparametrisierungen von der Ordnung k ber¨ uhren. Beispiel 1.16. • Es sei c(t) eine ebene Kurve mit c00 (t0 ) 6= 0 und Tt0 (s) := c(t0 ) + sc0 (t0 ) die Tangente an c in p = c(t0 ). Dann ber¨ uhren sich c und Tt0 im Punkt p von der Ordnung 1, d. h. c(t0 ) = Tt0 (0) , c0 (t0 ) = Tt00 (0) aber c00 (t0 ) 6= Tt000 (0). • Die Tangente l¨ asst sich auch mit Hilfe ihrer Hesseschen Normalform beschreiben:   0 2 hx, c⊥ (t0 )i Sp(Tt0 ) = x ∈ R = δ0 kc0 (t0 )k wobei



δ0 =



hc(t0 ), c0⊥ (t0 )i det(c(t0 ), c0 (t0 )) = . kc0 (t0 )k kc0 (t0 )k



Somit ist die Tangente die Nullstellenmenge der Funktion Ft0 : R2 → R ,



Ft0 (x) =



hx, c0⊥ (t0 )i − δ0 , kc0 (t0 )k



es gilt also (Ft0 ◦ Tt0 )(s) = 0 f¨ ur alle s ∈ R. Die Ber¨ uhrung der Ordnung 1 von c und Tt0 l¨ asst sich dann auch wie folgt ausdr¨ ucken (Ft0 ◦ c)(t0 ) = 0 , (Ft0 ◦ c)0 (t0 ) = 0 aber (Ft0 ◦ c)00 (t0 ) 6= 0 – zumindest, wenn c00 (t0 ) 6= 0. Dieses Beispiel l¨ asst sich mit Hilfe des Satzes u ¨ ber implizite Funktionen verallgemeinern. Satz 1.17. Es seien c : I → R2 , cˆ : J → R2 regul¨ are Kurven mit p = c(s0 ) = cˆ(t0 ). Weiter sei F : R2 → R eine Funktion mit DF (p) 6= 0, die in einer Umgebung U von p die Menge U ∩ Sp(ˆ c) als Nullstellenmenge hat, d. h. F ◦ cˆ = 0 auf einem Teilintervall von J um t0 . Ber¨ uhrt cˆ die Kurve c im Punkt p von der Ordnung k, so gilt (F ◦ c)(j) (s0 ) = 0 f¨ ur j = 0, 1, . . . , k. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Beweisskizze. Da die Funktion F ◦ cˆ auf dem Intervall um t0 identisch verschwindet, gilt dies auch f¨ ur all ihre Ableitungen. Diese verschwinden also insbesondere in t1 . Jetzt h¨angt der Ausdruck (F ◦ cˆ)(j) (t0 ) nur von cˆ(t0 )ˆ c0 (t0 ), . . . , cˆ(j) (t0 ) ab. Ersetze hier nun diese Terme durch die nach Voraussetzung gleichen Gr¨ oßen c(s0 ), c0 (s0 ), . . . , c(j) (s0 ) und rechne zur¨ uck. (j) Dann gilt 0 = (F ◦ cˆ) (t0 ) = (F ◦ c)(j) (s0 ).  Wir nehmen dies als Motivation zur Definition von Ber¨ uhrungen in beliebigen Dimensionen. Definition 1.18. Es sei c : I → Rn eine regul¨are Kurve und p = c(t0 ) ∈ Rn ein Punkt auf der Kurve. Weiter sei F : Rn → R eine Funktion mit F (p) = 0 und DF (p) 6= 0. Dann ber¨ uhrt die Kurve c die Menge F −1 (0) von der Ordnung k > 0, wenn (F ◦ c)(t0 ) = 0 , (F ◦ c)0 (t0 ) = 0 , . . . , (F ◦ c)(k) (t0 ) = 0 . Zur¨ uck in Dimension 2 kann man sich fragen, ob es eine m¨oglichst einfache Kurve gibt, die eine vorgegebene Kurve mit der Ordnung 2 ber¨ uhrt. Satz 1.19 (Kr¨ ummungskreis). Es sei c : I → R2 eine regul¨ are Kurve und 0 00 t0 ∈ I mit {c (t0 ), c (t0 )} linear unabh¨ angig. Dann gibt es genau einen Kreis, der c im Punkt c(t0 ) mit der Ordnung 2 ber¨ uhrt. Der Mittelpunkt M (t0 ) und der Radius r(t0 ) dieses Kreises sind gegeben durch r(t0 ) =



kc0 (t0 )k3 , | det(c0 (t0 ), c00 (t0 ))|



M (t0 ) = c(t0 ) ±



r(t0 ) 0 c (t0 ) . kc0 (t0 )k ⊥



Hierbei ist das Vorzeichen in M (t0 ) bestimmt durch das Vorzeichen von det(c0 (t0 ), c00 (t0 )), also dadurch, ob {c0 (t0 ), c00 (t0 )} eine positive oder eine negative Basis des R2 liefert. Bemerkung 1.20. 1. Ist c auf Bogenl¨ange parametrisiert, also kc0 k = 1, 00 so ist immer c (t) ⊥ c0 (t), denn kc0 (t)k2 = hc0 (t), c0 (t)i = 1 ⇒ (kc0 (t)k2 )0 = 0 ⇔ hc0 (t), c00 (t)i = 0 . 2. Ist c auf Bogenl¨ ange parametrisiert so ist die lineare Unabh¨angigkeit 0 00 von {c (t), c (t)} a ¨quivalent zu c00 (t) 6= 0. Letzteres ist dann also die Bedingung f¨ ur die eindeutige Existenz des Kr¨ ummungskreises aus Satz 1.19. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Abbildung 5: Der Kr¨ ummungskreis



Diese f¨ ur den Mittelpunkt des Kr¨ ummungskreises zu bestimmende Vorzeichen werden wir nun mittels einer geometrischen Gr¨oße beschreiben. Zun¨achst geben wir den bei der obigen Beschreibung wichtigen Vektoren c0 und c0⊥ neue Namen. Definition 1.21. Es sei c : I → R2 eine regul¨are Kurve. Zur Kurve c seien die Abbildungen t, n : I → R2 wie folgt definiert: t(t) := n(t) :=



1 kc0 (t)k



c0 (t) ,



1 c0 (t) = t⊥ (t) . kc0 (t)k ⊥



Diese bilden in jedem Punkt eine positive ONB des R2 . t heißt das Tangentialvektorfeld oder kurz der Tangentialvektor und n das Normalenvektorfeld oder kurz der Normalenvektor. {t, n} nennt man das begleitende 2-Bein der Kurve c. Bemerkung 1.22. Es sei {t, n} das begleitende 2-Bein der regul¨aren Kurve c. Weiter sei φ ein Parameterwechsel und Ψ(x) = Ax + b eine Bewegung der Ebene. Dann gilt ˜ } mit ˜t = ±t ◦ φ und n ˜ = ±n ◦ φ ist das begleitende 2-Bein zu c˜ = 1. {˜t, n c ◦ φ. Hierbei gilt das untere/obere Vorzeichen, wenn φ positiv/negativ ist. ˆ } mit ˆt = At und n ˆ = ±An ist das begleitende 2-Bein zu cˆ = Ψ ◦ c. 2. {ˆt, n Hierbei gilt das obere/untere Vorzeichen, wenn Ψ positiv/negativ ist. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Satz 1.23 (Frenetgleichungen, n = 2). Es sei c : I → R2 eine regul¨ are Kurve mit begleitendem 2-Bein {t, n}. Dann gibt es eine Funktion κ : I → R, sodass t0 = κkc0 kn



n0 = −κkc0 kt



oder



 0    t 0 κ t 0 = kc k 0 n −κ 0 n



Definition 1.24. Sei c : I → R2 eine regul¨are Kurve. Dann heißt die Funktion κ gem¨ aß Satz 1.23 die Kr¨ ummung der Kurve c. Bemerkung 1.25. Es sei κ die Kr¨ ummung der regul¨aren ebenen Kurve c. det(c0 , c00 ) . Der Radius kc0 k3 und der Mittelpunkt des Kr¨ ummungskreises im Punkt c(t) sind damit durch 1 1 , r(t) = n(t) M (t) = c(t) + κ(t) κ(t)



ummung von c berechnet sich zu κ = 1. Die Kr¨



gegeben.



2. Ist c auf Bogenl¨ ange parametrisiert, so ist c00 ⊥ c0 und es gilt ( kc00 (t)k falls det(c0 (t), c00 (t)) ≥ 0 κ(t) = hc00 (t), n(t)i = −kc00 (t)k falls det(c0 (t), c00 (t)) < 0 3. Ist φ ein Parameterwechsel ˜ die Kr¨ ummung  und κ   der Umparametrisie κ ˜ =κ◦φ φ positiv rung c˜ = c ◦ φ, dann gilt falls . κ ˜ = −κ ◦ φ φ negativ 2 4. Ist Ψ eine Bewegung ˆ die Kr¨ ummung der Kurve  des R und  istκ  κ ˜=κ Ψ positiv cˆ = Ψ ◦ c, dann gilt falls . κ ˜ = −κ Ψ negativ



Eine regul¨ are ebene Kurve ist durch die Angabe der Kr¨ ummung im Wesentlichen bestimmt, denn es gilt der folgende Satz 1.26. Satz 1.26 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie, n = 2). Gegeben sei eine Funktion κ : I → R. Dann gibt es eine nach Bogenl¨ ange parametrisierte Kurve c : I → R2 mit Kr¨ ummung κ. Diese Kurve ist eindeutig bis auf positive Bewegungen des R2 .
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Frenetkurven im Raum



Bei einer ebenen Kurve c : I → R2 mussten wir zur Bestimmung des eindeutigen Kr¨ ummungskreises im Punkt c(t) vorausgesetzen, dass c0 (t) und c00 (t) linear unabh¨ angig sind. Zur Formulierung des Struktursatzes 1.23 konnten wir diese Bedingung jedoch wieder fallen lassen. Im Fall einer Raumkurve c : I → R3 werden wir ebenso zun¨achst von dieser Situation ausgehen. Wir werden dann aber sehen, dass wir die Bedingung der linearen Unabh¨ angigkeit zur Formulierung eines ¨ahnlichen Satzes jedoch beibehalten m¨ ussen. Deshalb nehmen wir das zum Anlass der folgenden Definition. Definition 1.27. Eine Raumkurve c : I → R3 heißt wendepunktfrei, wenn sie regul¨ ar und {c0 (t), c00 (t)} in jedem Punkt linear unabh¨angig ist. Bemerkung 1.28. Ist c : I → R3 eine regul¨are Kurve und c˜ : J → R3 ihre Parametrisierung auf Bogenl¨ange, so gilt: ⇔ c˜ wendepunktfrei m 00 c˜ 6= 0



c wendepunktfrei m 0 c × c00 6= 0



Definition 1.29. Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Raumkurve. Zu c definieren wir Abbildungen t, n, b : I → R3 wie folgt: 1 c0 (t) , kc0 (t)k 1 c0 (t) × c00 (t) , b(t) := 0 kc (t) × c00 (t)k n(t) := b(t) × t(t) . t(t) :=



Diese bilden in jedem Punkt eine positive ONB des R3 . t heißt das Tangentialvektorfeld, n das Normalenvektorfeld und b das Binormalenvektorfeld. Auch hier spricht man auch kurz von Tangential-, Normalen- oder Binormalenvektor. {t, n, b} nennt man das begleitende 3-Bein der Kurve c. Bemerkung 1.30. 1. Der Normalenvektor und Binormalenvektor lassen sich wie folgt mit Hilfe des Tangentenvektors ausdr¨ ucken: n(t) =



1 kt0 (t)k



t0 (t),



b(t) =



1 kc0 (t)kkt0 (t)k



c0 (t) × t0 (t) .
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2. Das begleitende 3-Bein der Raumkurve c ist durch die folgenden Bedingungen eindeutig festgelegt: 1 0 kc0 (t)k c (t), ∈ spanR {c0 (t), c00 (t)} mit ⊥ spanR {c0 (t), c00 (t)},



• t(t) = • n(t)



• b(t)



hn(t), c00 (t)i > 0,



• {t(t), n(t), b(t)} ist eine positive ONB des R3 . Bemerkung 1.31. Es sei {t, n, b} das begleitende 3-Bein der wendepunktfreien Kurve c. Weiter sei φ ein Parameterwechsel und Ψ(x) = Ax + b eine Bewegung des Raums. Dann gilt ˜ = ±b ◦ φ ist das begleitende ˜ mit ˜t = ±t ◦ φ, n ˜ , b} ˜ = n ◦ φ und b 1. {˜t, n 3-Bein zu c˜ = c ◦ φ, wobei das obere/untere Vorzeichen gilt, falls φ positiv/negativ. ˆ mit ˆt = At, n ˆ = ±Ab ist das begleitende 3ˆ , b} ˆ = An und b 2. {ˆt, n Bein zu cˆ = Ψ ◦ c, wobei das obere/untere Vorzeichen gilt, falls Ψ positiv/negativ ist. Satz 1.32 (Frenetgleichungen, n = 3). Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Kurve mit begleitendem 3-Bein {t, n, b}. Dann gibt es Funktionen κ : I → R+ und τ : I → R, sodass t0 = n0 = −κkc0 kt b0 =



κkc0 kn −τ kc0 kn



+τ kc0 kb



oder  0  t 0 κ n0  = kc0 k −κ 0 b0 0 −τ



  0 t τ   n . 0 b



Definition 1.33. Sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Raumkurve. Dann heißen die Funktionen κ bzw. τ gem¨aß Satz 1.32 die Kr¨ ummung bzw. die Torsion der Kurve c. Bemerkung 1.34. Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Kurve.
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1. Kr¨ ummung und Torsion von c berechnen sich gem¨aß κ=



kc0 × c00 k det(c0 , c00 , c000 ) und τ = . kc0 k3 kc0 × c00 k2



2. Ist c auf Bogenl¨ ange parametrisiert, so reduziert sich das zu κ = kc00 k und τ =



hc000 , bi . kc00 k



˜ bzw. τ˜ die Kr¨ ummung bzw. die 3. Ist φ ein Parameterwechsel und sind κ Torsion der Umparametrisierung c˜ = c ◦ φ, dann gilt κ ˜ = κ ◦ φ und τ˜ = τ ◦ φ. Insbesondere ist das unabh¨angig davon, ob φ positiv oder negativ ist. ˆ bzw. τˆ die Kr¨ ummung bzw. 4. Ist Ψ eine Bewegung des R3 und sind κ die Torsion der Kurve cˆ = Ψ ◦ c, dann gilt κ ˆ = κ und τˆ = ±τ , wobei das obere/untere Vorzeichen gilt, falls Ψ positiv/negativ ist. ¨ Ahnlich zur Konstruktion des Kr¨ ummungskreises einer ebenen Kurve, kann man sich nun Kugeln anschauen, die eine gegebene Raumkurve in einem Punkt ber¨ uhren. Betrachtet man Ber¨ uhrungen der Ordnung 2, so ist gibt es eine ganze Schar von Kugeln mit dieser Eigenschaft. Erst die Ber¨ uhrung dritter Ordnung macht die Schmiegkugel dann eindeutig. Wir formulieren das in dem Satz 1.35 Satz 1.35 (Schmiegkugel). Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Raumkurve mit 3-Bein {t, n, b}, Kr¨ ummung κ und Torsion τ . Des Weiteren sei c auf Bogenl¨ ange parametrisiert. 1. Es gibt eine Schar von Kugeln, die c in c(t0 ) von der Ordnung 2 ber¨ uhren. Die Mittelpunkte all dieser Kugeln liegen auf der Geraden gt0 (s) = c(t0 ) +



1 n(t0 ) + s b(t0 ) . κ(t0 )



Jede dieser Kugeln hat dann den Mittelpunkt Ms (t0 ) und den Radius rs (t0 ) mit s 1 Ms (t0 ) = gt0 (s) und rs (t0 ) = + s2 . 2 κ (t0 ) Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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2. Alle Kugeln der obigen Schar schneiden sich in einem Kreis. Dieser liegt in der Ebene spanR {c0 (t0 ), c00 (t0 )} = spanR {t(t0 ), n(t0 )} und hat den Mittelpunkt M0 (t0 ) = c(t0 ) + κ(t10 ) n(t0 ) und den Radius r0 (t0 ) = κ(t10 ) . 3. Ist zus¨ atzlich noch τ (t0 ) 6= 0, so befindet sich unter den Kugeln der obigen Schar genau eine, die c in c(t0 ) von der Ordnung 3 ber¨ uhrt. κ0 (t0 ) Diese geh¨ ort zum Parameter s = − κ2 (t0 )τ (t0 ) . Damit sind Mittelpunkt M (t0 ) und Radius r(t0 ) gegeben durch κ0 (t0 ) 1 n(t0 ) − 2 b(t0 ) , M (t0 ) = c(t0 ) + κ(t0 ) κ (t0 )τ (t0 ) s  κ0 (t ) 2 1 0 r(t0 ) = 1+ . κ(t0 ) κ(t0 )τ (t0 ) Definition/Bemerkung 1.36. Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Kurve mit 3-Bein {t, n, b}. Dann gibt es f¨ ur t0 ∈ I drei ausgezeichnete (ii) Ebenen: Schmiegebene: Normalebene:



Ets0 = c(t0 ) + spanR {t(t0 ), n(t0 )} = c(t0 ) + b(t0 )⊥



Etn0 = c(t0 ) + spanR {n(t0 ), b(t0 )} = c(t0 ) + t(t0 )⊥



rektifizierende Ebene: Etr0 = c(t0 ) + spanR {t(t0 ), b(t0 )} = c(t0 ) + n(t0 )⊥ In Termen der Kurve c und ihrer Ableitungen lassen sich E s und E n wie folgt schreiben: Ets0 = c(t0 ) + spanR {c0 (t0 ), c00 (t0 )} ,



Etr0 = c(t0 ) + spanR {c0 (t0 ), c0 (t0 ) × c00 (t0 )} . Ist c zus¨ atzlich auf Bogenl¨ange parametrisiert, dann gilt f¨ ur E r Etn0 = c(t0 ) + spanR {c00 (t0 ), c0 (t0 ) × c00 (t0 )} . Das Verhalten einer wendepunktfreien Kurve in einer Umgebung eines Punktes p = c(t0 ) k¨ onnen wir mit Hilfe der Taylorentwicklung(iii) der Kurve bestimmen. Es stellt sich heraus, dass die Projektionen der Kurve in die drei Ebenen aus Definition/Bemerkung 1.36 im Wesentlichen durch eine Normalparabel, durch eine kubische Normalparabel bzw. durch eine Neilsche (ii) F¨ ur ~v ∈ Rn bezeichnet ~v ⊥ den (n − 1)-dimensionalen Lotraum von ~v mit ~v ⊥ = {w ~ ∈ Rn | h~v , wi ~ = 0} = ker(~v T ). Im R3 entspricht das der Normalenform von Ebenen. (iii) Brook Taylor (1685-1731)
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Parabel(iv) gegeben ist, siehe Abbildung 6. Pr¨azise ausgedr¨ uckt wird das in dem folgenden Satz 1.37. Satz 1.37. Es sei c : I → R3 eine wendepunktfreie Raumkurve mit 3-Bein {t, n, b} und es sei 0 ∈ I. Weiter sei c nach Bogenl¨ ange parametrisiert, also 0 kc (t)k = 1. Dann hat c um c(0) die Taylorentwicklung  c(t) = c(0) + t + O(t3 ) t(0)  + 12 κ(0)t2 + O(t3 ) n(0)  + 61 κ(0)τ (0)t3 + O(t4 ) b(0) . Abbildung 6: Die Taylorentwicklung einer Raumkurve



t, 12 κ(0) t2







1



t, 16 κ(0)τ (0) t3



(iv)







1 κ(0) 2



t2 , 13 τ (0) t3







William Neile (1637–1670)
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Zum Abschluss der Diskussion der Raumkurven formulieren wir noch das Analoge zu Satz 1.26. Satz 1.38 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie, n = 3). Gegeben seien Funktionen κ : I → R+ und τ : I → R. Dann gibt es eine nach Bogenl¨ ange parametrisierte Kurve c : I → Rn mit Kr¨ ummung κ und Torsion τ . Diese Kurve ist eindeutig bis auf positive Bewegungen des R3 . 1.2.3



Allgemeine Frenetkurven



In diesem Abschnitt werden wir die S¨atze und Bemerkungen, die wir in den Dimensionen 2 und 3 erhalten haben, auf den Fall von Kurven im Rn verallgemeinern. Definition 1.39. Es sei c : I → Rn eine Kurve. c heißt Frenetkurve, wenn {c0 (t), c00 (t), . . . , c(n−1) (t)} f¨ ur alle t ∈ I eine linear unabh¨angige Menge ist. Insbesondere ist c dann regul¨ar. Definition/Bemerkung 1.40. Es sei c : I → Rn eine Frenetkurve. Das begleitende n-Bein {e1 , . . . en } mit ei : I → Rn ist eindeutig durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: 1. {e1 (t), . . . , en (t)} ist f¨ ur alle t ∈ I eine positiv orientierte ONB des Rn . 2. F¨ ur alle 1 ≤ k ≤ n − 1 und f¨ ur alle t ∈ I ist spanR {e1 (t), . . . , ek (t)} = spanR {c0 (t), . . . , c(k) (t)} . 3. F¨ ur alle 1 ≤ k ≤ n − 1 und f¨ ur alle t ∈ I ist hek (t), c(k) (t)i > 0. Beispiel 1.41. • Im Fall n = 2 ist eine parametrisierte Kurve genau dann eine Frenetkurve, wenn sie regul¨ar ist. • Im Fall n = 3 ist eine parametrisierte Kurve genau dann eine Frenetkurve, wenn sie wendepunktfrei ist. Satz 1.42 (Frenetgleichungen). Es sei c : I → Rn eine glatte Frenetkurve mit n-Bein {ei }i=1,...,n . Dann gibt es glatte Funktionen κ1 , . . . , κn−1 : I → R



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



1 Lokale Kurventheorie



19



mit κ1 , . . . , κn−2 > 0 und e01 = e02 = −kc0 kκ1 e1 e03 = .. .



kc0 kκ1 e2 −kc0 kκ2 e2



+kc0 kκ2 e3



e0n−1 =



..



+kc0 kκ3 e4



.



..



.



−kc0 kκn−2 en−2



e0n =



+kc0 kκn−1 en



−kc0 kκn−1 en−1



oder etwas k¨ urzer E 0 (t) = kc0 (t)kK(t)E(t) mit 



 eT1   E :=  ...  eTn







und



κ1



−κ1   −κ2  K :=    







   κ3  . .. ..  . .  −κn−2 κn−1  −κn−1 κ2



Die Matrix K heißt die Kr¨ ummungsmatrix der Frenetkurve c.



Bemerkung 1.43. Sei {ei } das n-Bein einer Frenetkurve c und K sei dessen Kr¨ ummungsmatrix. Weiter φ ein positiver Parameterwechsel und Ψ(x) = Ax + b eine orientierungserhaltende Bewegung, d.h. A ∈ SO(n). Dann gilt: 1. {˜ ei } mit e˜i = ei ◦ φ ist das n-Bein zu c˜ = c ◦ φ. ˜ mit K ˜ = K ◦ φ ist die Kr¨ 2. K ummungsmatrix zu c˜ = c ◦ φ. 3. {ˆ ei } mit eˆi = Aei ist das n-Bein zu cˆ = Ψ ◦ c. ˆ mit K ˆ = K ist die Kr¨ 4. K ummungsmatrix zu cˆ = Ψ ◦ c. Die allgemeine Variante der S¨atze 1.26 und 1.38 ist der folgende Satz 1.44.
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Satz 1.44 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie). Gegeben seien Funktionen κ1 , . . . , κn−1 : I → R mit κi > 0 f¨ ur 1 ≤ i ≤ n − 2. Dann gibt es eine nach Bogenl¨ ange parametrisierte Kurve c : I → Rn deren Frenetmatrix Kgem¨ aß Satz 1.42 gerade die κi enth¨ alt. Diese Kurve ist eindeutig bis auf positive Bewegungen. Beweisskizze. Mit E von oben schreiben wir die Frenetgleichungen als E0 = K E . Geben wir in t0 ∈ I eine positive ONB e01 , . . . , e0n vor und schreiben E0 ∈ SO(n) mit (E0 )ij = (e0i )j , so gibt es genau eine L¨osung E(t) des obigen DGL-Systems mit E(t0 ) = E0 . Es bleibt zu zeigen, dass E(t) in jedem Punkt eine ONB definiert, d.h. es gilt E(t)E(t)T = 1. Unsere L¨osung E liefert mit den Frenetgleichungen (EE T )0 = E 0 E T + E(E 0 )T = K(EE T ) − (EE T )K . Dies ist nun ein DGL-System f¨ ur die Abbildung EE T mit der konstanten T L¨ osung EE = 1 zum Anfangswert E0 E0T = 1. Da aber f¨ ur unsere alte T L¨ osung E(t) die Abbildung E(t)E(t) ebenfalls eine L¨osung mit dem gleichen Anfangswert ist, m¨ ussen beide L¨osungen u ¨bereinstimmen. Ist nun c0 ∈ Rn , so gibt es zum Anfangswert c(t0 ) = c0 genau eine L¨osung c : I → Rn der DGL c0 = e1 . T Um zu zeigen, dass E(t) = e1 (t), e2 (t), . . . , en (t) tats¨achlich das n-Bein zu c liefert, m¨ ussen die Punkte 1., 2., und 3. aus Definition/Bemerkung 1.40 u uft werden: 1. ist klar, und 2. und 3. zeigt man mit Induktion u ¨ berpr¨ ¨ ber den Index i von ei . ˜0 , c˜0 ) so gibt es dazu W¨ ahlt man zwei Anfangsbedingungen (E0 , c0 ) bzw. (E ˜0 = E0 AT , also jeweils eine eindeutige Kurve c bzw. c˜. Schreiben wir nun E e˜i = Aei , mit A ∈ SO(n) und b := c˜0 − c0 , so liefert das eine Bewegung Ψ(~x) = A~x + b. Die Kurve Ψ ◦ c hat nun die gleichen Kr¨ ummungen, wie c ˜ und erf¨ ullt die obigen DGLn mit Anfangsbedingungen (E0 , c˜0 ). Wegen der Eindeutigkeit der L¨ osung muss daher c˜ = Ψ ◦ c sein. 
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Ausgew¨ ahlte globale Eigenschaften ebener Kurven



Bezeichnung 2.1. 1. Eine Kurve c : [a, b] → R2 heißt differenzierbar, wenn es ein offenes Intervall I ⊃ [a, b] gibt, sodass c dort definiert und differenzierbar ist. Sie heißt glatt, wenn Sie auf I glatt ist. 2. Eine glatte Kurve c : [a, b] → R2 heißt geschlossen, wenn in den Randpunkten alle Ableitungen u ¨bereinstimmen, d. h. c(k) (a) = c(k) (b) f¨ ur k = 0, 1, . . .. 3. Eine geschlossene Kurve c : [a, b] → R2 heißt einfach geschlossen, wenn die Einschr¨ ankung c|[a,b[ : [a, b[ → R2 injektiv ist. ur alle 4. Eine geschlossene Kurve c : [a, b] → R2 heißt konvex, wenn f¨ t ∈ [a, b] das Bild Sp(c) ganz in einer der durch die Tangente c(t) + spanR {c0 (t)} definierten Halbebenen enthalten ist.   sin(t) Beispiel 2.2. Die Kurve ca : [0, 2π] → R2 mit c(t) = cos(t) + a4 cos(2t) ist einfach geschlossen f¨ ur a < 2 und besitzt einen Doppelpunkt f¨ ur a > 2. F¨ ur a = 2 ist die Kurve in einem Punkt nicht regul¨ar, siehe Abbildung 9. Definition 2.3. Es sei c : I → R2 eine regul¨are Kurve mit Kr¨ ummung κ. Dann heißt t0 ∈ I, bzw. c(t0 ) ∈ Sp(c), ein Scheitelpunkt der Kurve, wenn κ0 (t0 ) = 0.   a cos(t) beschriebene Ellipse mit HalbBeispiel 2.4. Die durch c(t) = b sin(t) achsen a > 0 und b > 0 hat genau vier Scheitelpunkte. Diese liegen in den Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen. Satz 2.5 (Vierscheitelsatz). Eine einfach geschlossene, konvexe Kurve c : [a, b] → R2 , die auf Bogenl¨ ange parametrisiert ist, hat mindestens vier Scheitelpunkte. Einen Beweis des Vierscheitelsatzes findet man z.B. in [Wa, 1.3 Satz C]. Bemerkung 2.6. Ist c : [a, b] → R2 eine geschlossene Kurve, so gilt dies auch f¨ ur alle Ableitungen c(k) , das Tangentialfeld t sowie das Normalenfeld n.
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Beispiel 2.7. Es folgen einige Beispiele geschlossener Kurven c mit Abbildungen f¨ ur c sowie f¨ ur die Geschwindigkeitsfelder c0 und Tangentialfelder 1 0 t = kc0 k c . In den Graphiken werden blaue Teile einer Kurve doppelt bzw. dreifach durchlaufen und wir weisen speziell auf die gerahmten Sonderf¨alle hin. 1. c(t) =







   cos t − sin t 0 , c (t) = a , siehe Abbildung 7. a 4 sin(2t) 2 cos(2t)



Abbildung 7: Bsp. 2.7.1 f¨ ur Parameterwerte a = 0.2, 1, 4 (a) Kurve c(t)



(b) Geschwindigkeit c0 (t)



(c) Tangentialvektor t(t)



1 1



1
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sin t cos t 0 2. c(t) =  a  , c (t) = − sin t − a sin(2t)  , siehe Abbilcos t + cos(2t)     sin4 t cos t 2 0    2. c(t) =8. , c0 (t) = , siehe Abb. 8. sina tt cos tat sin tcos −a 2 sin(2t) , ,siehe 2. dung c(t) = = cos t +sin a4 cos(2t) ,, cc0(t) 2. c(t) (t) = = −−sin sieheAbb. Abb.8.8. a a cos t + cos(2t) t − sin(2t) cos t + 44 cos(2t) − sin t −22 sin(2t) Abbildung Bsp. 2.7.2. 2.7.2 f¨ f¨ urr Parameterwert Parameterwertaa==0.3, 0.3,1 1, 3, 3 Abbildung 8: 8: Bsp. u Abbildung 8: Bsp. 2.7.2. f¨ u r Parameterwert a = 0.3, Abbildung 8: Bsp. 2.7.2. f¨ ur Parameterwert a = 0.3, 11, ,33 (a) Kurve Kurvec(t) c(t) (a) (a) Kurve c(t) (a) Kurve c(t)



0 (b)Geschwindigkeit Geschwindigkeitc0c(t) (t) (b) 0 0c (t) (b) Geschwindigkeit (b) Geschwindigkeit c (t)



(c) (c) Tangentialvektor Tangentialvektort(t) t(t) (c) Tangentialvektor (c) Tangentialvektort(t) t(t)



  1     01   sin t cos t   , siehe Abb. 9. sin t cos t 3. c(t) =  , c (t) = 0 a a 1 3. c(t) = cos t +sin (t) = −sin t +cos , siehe Abb. 9. t t acos(2t) ,, cc01(t) 4a sin(2t) cos(2t) 3. c(t) =  cos t +sin = − sin t +2acos , siehe Abb. 9. a4 sin(2t) 2 cos(2t) t t cos t + sin(2t) − sin t + 0 4 2 3. c(t) = , c (t) = , siehe Abbil-



cos t +



dung 9.



a 4



sin(2t)



− sin t +



a 2



cos(2t)
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2 , 1.9, 2 , 5



(a) Kurve c(t)



(b) Geschwindigkeit c0 (t)



(c) Tangentialvektor t(t)



1



Im Folgenden seien die Kurven in der Regel auf Bogenl¨ange parametrisiert. Wir schreiben dann c : [0, `] → R2 1wobei ` die L¨ange der Kurve bezeichnet. Eine große Rolle werden Kurven spielen, deren Bilder in S 1 ⊂ R2 enthalten sind. Dies ist insbesondere beim Tangentialfeld einer Kurve der Fall. Lemma 2.8.



1. Ist c : [0, `] → S 1 ⊂ R2 eine stetige Kurve mit Sp(c) ⊂ Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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S 1 , so gibt es eine stetige Funktion ϕ : [0, `] → R mit   cos(ϕ(t)) c(t) = . sin(ϕ(t)) Diese Funktion ist eindeutig durch die Angabe von ϕ(t0 ) = ϕ0 bestimmt. 2. Ist die Kurve c glatt, so gilt das auch f¨ ur die Winkelfunktion ϕ. Bemerkung 2.9. gem¨ aß



1. Ist c = (c1 , c2 ) : [0, `] → S 1 glatt, so l¨asst sich ϕ



ϕ(t) := ϕ0 +



Z t t0



1



2 0



1 0



2







c (τ )(c ) (τ ) − (c ) (τ )c (τ ) dτ



berechnen. 2. Ist c : [0, `] → S 1 eine geschlossene Kurve, so ist wegen c(0) = c(`) dann ϕ(`) = ϕ(0) + 2kπ f¨ ur ein k ∈ Z. Definition 2.10. Ist c : [0, `] → S 1 eine geschlossene Kurve und ϕ : [0, `] → R die Winkelfunktion gem¨aß Lemma 2.8, dann nennt man deg(c) :=



 1 ϕ(`) − ϕ(0) ∈ Z 2π



den Grad von c.



Beispiel 2.11. 1. Ist c : [0, `] → R2 eine regul¨are, geschlossene Kurve und p ∈ R2 \ Sp(c) so ist wc,p : [0, `] → S 1 ⊂ R2 mit wc,p (t) :=



c(t) − p kc(t) − pk



wohldefiniert. Ihr Grad heißt die Umlaufzahl von c bez¨ uglich p:  W (c, p) := deg wc,p .



2. Ist c : [0, `] → R2 eine regul¨are, geschlossene Kurve, so ist t = c0 : [0, `] → S 1 eine wohldefinierte geschlossene Kurve. Der Grad dieser Kurve heißt der Rotationsindex von c, also  Ind(c) := deg t . a. Es gilt Ind(c) = W (c0 , 0).
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0 b. Es bezeichne  ϕ : [0, `]→ R die Winkelfunktion von t = c , alcos(ϕ(t)) so t(t) = . Dann ist wegen t0 (t) = ϕ0 (t) n(t) die sin(ϕ(t)) Kr¨ ummung der Kurve c durch κ = ϕ0 gegeben. Mit ϕ(`) − ϕ(0) = R` 0 ϕ (τ )dτ ist deshalb 0



1 Ind(c) = 2π



Z



`



κ(t)dt .



0



Einen Beweis des folgenden Satzes findet man in [Ri, §40.1]. Satz 2.12 (Jordanscher Kurvensatz(v) ). Sei c : [a, b] → R2 eine regul¨ are, einfach geschlossene Kurve. Dann hat R2 \ Sp(c) zwei Komponenten. Genau eine der beiden Komponenten ist beschr¨ ankt und Sp(c) ist ihr gemeinsamer Rand. Bezeichnung 2.13. • Die beschr¨ankte Komponente gem¨aß Satz 2.12 nennt man das Innere der Kurve c. • Man nennt eine regul¨ are, einfach geschlossene Kurve positiv orientiert, wenn ihr Inneres beim Durchlaufen links liegt. Satz 2.14 (Hopfscher Umlaufsatz(vi) ). Es sei c : [0, `] → R2 eine regul¨ are, einfach geschlossene Kurve. Dann ist Ind(c) = ±1, wobei das Vorzeichen von der Orientierung der Kurve abh¨ angt. F¨ ur den Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes 2.14 ben¨otigen wir noch eine Verallgemeinerung von Lemma 2.8. Lemma 2.15. • Es sei M ⊂ R2 eine bez¨ uglich x0 ∈ M sternf¨ ormige Menge, d.h. f¨ ur jedes x ∈ M ist die Strecke x0 x = {x0 + t(x − x0 ) | t ∈ [0, 1]} ganz in M enthalten. Weiter sei f : M → S 1 ⊂R2 stetig.  Dann cos(ϕ(x)) gibt es eine stetige Abbildung ϕ : M → R mit f (x) = f¨ ur sin(ϕ(x)) alle x ∈ M . • Diese Funktion wird eindeutig, wenn man ϕ(x0 ) = ϕ0 mit f (x0 ) = (cos(ϕ0 ), sin(ϕ0 )) vorgibt. (v) (vi)



Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Heinz Hopf (1894-1971)
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• Ist f glatt, so auch ϕ. Beweisansatz: Normiere c geeignet und definiere auf dem Dreieck  4 := (t, s) ∈ R2 0 ≤ t ≤ s ≤ ` die Sekantenabbildung



f :4→S



1



 c(s) − c(t)     kc(s) − c(t)k mit f (t, s) := c0 (t)     −c0 (0)



s > t, (t, s) 6= (0, `) s=t (t, s) = (0, `)



Es sei nun ϕ(s, t) die Winkelfunktion von f (s, t) mit ϕ(0, 0) = 0 gem¨aß Lemma 2.15. Dann ist ϕ(t) ˆ := ϕ(t, von c0 (t) und es ist  t) die Winkelfunktion  ϕ(`) ˆ − ϕ(0) ˆ = ϕ(`, `) − ϕ(0, `) + ϕ(0, `) − ϕ(0, 0) . Zeigt man nun noch, dass beide Summanden jeweils den Wert π annehmen, dann folgt Ind(c) = 1. Abbildung 10: Die Sekantenabbildung f : 4 → S 1



Bemerkung 2.16.



1. Mit der Bemerkung in Beispiel 2.11.2b folgt nun, Z ` dass f¨ ur eine einfach geschlossene, regul¨are Kurve κ(τ )dτ = ±2π gilt.



0
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2. Es gibt auch eine Variante des Umlaufsatzes f¨ ur st¨ uckweise regul¨are, einfach geschlossene Kurven. Die zus¨atzliche vorkommenden Außenwinkel in den Ecken der Kurve haben jedoch keinen Einfluss auf den Rotationsindex und man erh¨alt wieder Ind(c) = ±1. 3. Dr¨ uckt man allgemein den Rotationsindex wieder analog zur Bemerkung in Beispiel 2.11.2b mit Hilfe der Kr¨ ummung aus, so ergibt sich im Fall st¨ uckweise regu¨arer, einfach geschlossener Kurven 2πInd(c) =



Z



`



κ(t)dt +



0



X



Außenwinkel .



Dabei ist der Außenwinkel in einer Ecke der Winkel zwischen Aus” trittstangente“ und Eintrittstangente“ mit Werten in [−π, π]. ” Bemerkung 2.17. 1. Der Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes l¨asst sich ¨ auch mittels allgemeinerer S¨atze der Theorie der Uberlagerungen f¨ uhren, ¨ wobei man insbesondere ausnutzt, dass R die universelle Uberlagerung von S 1 ist. Man kann dann zeigen, dass der Grad einer Kurve c : [0, `] → S 1 gem¨ aß Definition 2.10 invariant unter stetigen Homotopien ist, die die Endpunkte der Kurve konstant lassen. Im oben skizzierten Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes benutzt man die Homotopie zwischen c0 als Einschr¨ ankung von f auf die Diagonale einerseits, und f eingeschr¨ankt auf die Katheten des Dreiecks ∆ andererseits. 2. Zwei geschlossene Kurven, die durch eine stetig differenzierbare Homotopie auseinander hervorgehen, haben den gleichen Rotationsindex, z.B. ein eingedellter Kreis ohne Ecken und der Kreis. Ist H(s, t) die Homotopie zwischen den regul¨aren Kurven c0 (t) und c1 (t), so ist ∂t H(t, s) eine zwischen c00 (t) und c01 (t). Insbesondere gibt es keine solche Homotopie zwischen der liegenden Acht“ und S 1 . ” 3. Die stetige Differenzierbarkeit der Homotopie H im vorigen Punkt ist aber nicht notwendig. Zum Beispiel sind der Einheitskreis S 1 und das Quadrat als Rand von [−1, 1] × [−1, 1] stetig homotop und haben den gleichen Rotationsindex. Ebenso sind allerdings S 1 und die lie” gende Acht“aus Beispiel 2.7.1 homotop aber haben unterschiedliche Rotationsindizes.
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Grundzu achentheorie ¨ ge der Fl¨



3.1



Grundbegriffe Abbildung 11: Einige Punktmengen im R3 (a) Ellipsoid



(c) Zylindrische Acht



(b) Katenoid



(d) Zweischaliges Hyperboloid



Definition 3.1. Eine Teilmenge M ⊂ R3 heißt Fl¨ ache, wenn folgendes gilt: 1. F¨ ur alle p ∈ M gibt es eine offene Menge U ⊂ R2 , eine offene Menge V ⊂ R3 mit p ∈ V und eine Abbildung α : U → R3 , so dass (a) α(U ) = M ∩ V ,



(b) α : U → α(U ) ist ein Hom¨oomorphismus. 2. Du α hat f¨ ur alle u ∈ U vollen Rang zwei. Bezeichnung 3.2. 1. Die Abbildung α : U → α(U ) = M ∩ V ⊂ R3 heißt Parametrisierung von M um p. 2. u = (u1 , u2 ) ∈ U heißen die Koordinaten des Punktes p = α(u).
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3. α−1 : α(U ) → U mit α−1 (p) = (u1 (p), u2 (p)) heißt Koordinatensystem oder Karte und die ui : α(U ) → R heißen Koordinatenfunktionen. α(U ) = M ∩ V heißt Koordinatenumgebung. 4. Eine Menge {Ui , αi }i∈I von Parametrisierungen αi : Ui → M heißt Atlas von M , wenn sie ganz M u ¨berdecken, d.h. [ αi (Ui ) = M . i∈I



Der Atlas (und dann auch die Fl¨ache) heißt glatt, wenn alle αi : Ui → αi (Ui ) glatte Diffeomorphismen sind. Definition/Bemerkung 3.3. 1. Ist α : U → R3 eine Abbildung, mit der Eigenschaft 2. aus Definition 3.1, so nennt man α oder auch α(U ) ⊂ R3 ein parametrisiertes Fl¨ achenst¨ uck. 2. Ist α : U → R3 ein parametrisiertes Fl¨achenst¨ uck, dann gibt es um jeden Punkt u ∈ U eine Umgebung u ∈ U0 ⊂ U , so dass α(U0 ) eine Fl¨ ache im Sinne von Definition 3.1 ist und α U0 : U0 → α(U0 ) eine Parametrisierung.



Beispiel 3.4. chenst¨ uck.



• Jede Karte einer Fl¨ache liefert ein parametrisiertes Fl¨a-



• Die Mengen in Abbildung 11 (a), (b) und (d) sind Fl¨achen, zumindest wenn etwaige R¨ ander nicht zur Menge geh¨oren. • Die zylindrische Acht in Abbildung 11 (c) ist keine Fl¨ache. Es gibt aber lokale Fl¨ achenst¨ ucke αi : Ui → R3 , die M ganz u ¨ berdecken, d.h. S M = i αi (Ui ).



Beispiel 3.5. Es sei γ = (ρ, z) : I → R2 eine regul¨arte regul¨arer Kurve, und α : I × R → R3 mit   ρ(t) cos ϕ α(t, ϕ) =  ρ(t) sin ϕ  . z(t)



Dann nennen wir M = α(I × R) Rotationsfl¨ ache mit erzeugender Kurve γ.



1. M ist lokal um p = α(t0 , ϕ0 ) ∈ M genau dann ein parametrisiertes Fl¨ achenst¨ uck, wenn ρ(t0 ) 6= 0. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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2. M ist eine Fl¨ ache, wenn γ die z-Achse nicht schneidet und γ injektiv ist. Dies ist keine umfassende Klassifizierung von Rotationsfl¨achen im umgangssprachlichen Verst¨ andnis, da z.B. die Sph¨are nicht eingeschlossen ist. Definition/Bemerkung 3.6. 1. Die Abbildung α : U → R3 erf¨ ullt die Eigenschaft 2. – bzw. liefert ein parametrisiertes Fl¨achenst¨ uck – genau ∂α ∂α dann, wenn die Spalten ∂u (u) und (u) der Funktionalmatrix Dα(u) 1 ∂u2 in jedem Punkt u ∈ U linear unabh¨angig sind. Insbesondere ist das ∂α ∂α gleichbedeutend mit ∂u 1 (u) × ∂u2 (u) 6= 0. 2. Es sei M ⊂ R3 eine Fl¨ache und α : U → R3 eine Karte von M . Dann heißt   1 ∂α ∂α (α) 



N (u) := ∂α (u) × 2 (u)



1 (u) × ∂α2 (u) ∂u1 ∂u ∂u ∂u der Normalenvektor von M in p = α(u) bez¨ uglich α, siehe dazu auch Definition 4.11.



Definition 3.7. Es sei α : U → R3 eine Parametrisierung der Fl¨ache M und ˜ → U ein Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U, U ˜ ⊂ R2 . φ:U 3 ˜ Dann heißt α ˜ : U → R mit α ˜ = α ◦ φ eine Umparametrisierung der Fl¨ache ˜ ). und φ der Parameterwechsel. In diesem Fall ist insbesondere α(U ) = α ˜ (U Definition/Satz 3.8. Es sei M ⊂ R3 eine Fl¨ ache und p ∈ M . Weiter sei α : U → R3 eine Parametrisierung der Fl¨ ache mit p ∈ α(U ). Mit p = α(u) ist die Menge    ∂α ∂α Tp M := Bild Du α = spanR (u), 2 (u) ∂u1 ∂u unabh¨ angig von der Wahl der Parametrisierung. Die Menge Tp M heißt der Tangentialraum der Fl¨ ache M im Punkt p. Die Vektoren v ∈ Tp M heißen Tangentialvektoren.



Bemerkung 3.9. Es sei vp ∈ Tp M und α : U → M eine Parametrisierung um p mit α(u) = p. Dann l¨asst sich  vp in  der Basis gem¨aß Definition/Satz v1 3.8 darstellen, das heißt es gibt ~v = ∈ R2 so dass v2 vp = Du α · ~v = v 1
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ˆ → M eine Umparametrisierung mit φ(ˆ Ist nun α ˆ = α◦φ : U u) = u, so  1 v ˆ hat vp f¨ ur einen Vektor ~vˆ = ˆ die ∈ R2 in der Parametrisierung α vˆ2 Basisdarstellung ˆ ∂α ˆ ∂α u) + vˆ2 2 (ˆ u) . vp = Duˆ α ˆ · ~vˆ = vˆ1 1 (ˆ ∂u ˆ ∂u ˆ ˆ → R, so ist Schreiben wir φ = (φ1 , φ2 ) mit φi : U v 1 = vˆ1



1 ∂φ1 2 ∂φ (ˆ u ) + v ˆ (ˆ u), ∂u ˆ1 ∂u ˆ2



v 2 = vˆ1



2 ∂φ2 2 ∂φ (ˆ u ) + v ˆ (ˆ u) ∂u ˆ1 ∂u ˆ2



bzw. ~v = Duˆ φ · ~vˆ oder umgekehrt ~vˆ = Du φ−1 · ~v .



3.2



Differenzierbarkeit



Satz 3.10. Es sei M ⊂ R3 eine Fl¨ ache und α : U → M eine lokale Parametrisierung. Sei weiter V ⊂ Rn offen und f : V → R3 mit f (V ) ⊂ α(U ) ⊂ M . Dann ist f genau dann glatt, wenn α−1 ◦ f : V → R2 glatt ist. Folgerung 3.11. Ist M eine glatte Fl¨ache und sind αi : Ui → M f¨ ur i = 1, 2 zwei lokale Parametrisierungen mit α1 (U1 ) ∩ α2 (U2 ) 6= ∅, dann ist ˆ1 → U ˆ2 glatt. Hierbei ist U ˆk = α−1 (α1 (U1 ) ∩ α2 (U2 )) ⊂ Uk ϕ12 := α2−1 ◦ α1 : U k f¨ ur k = 1, 2. ¨ Die Abbildung ϕ12 bezeichnet man auch als Ubergangsfunktion der Parametrisierungen α1 , α2 – siehe dazu auch Definition 3.7 und Abbildung 12.
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¨ Abbildung 12: Ubergangsfunktion



α1(U1) ∩ α2(U2) M r



p



α2 α1



R



Uˆ2



2



U1 ~



u



Uˆ1



R2 !



uˆ



U2



ϕ12



Definition 3.12. Sei M ⊂ R3 eine glatte Fl¨ache und f : M → Rn eine Abbildung. Die Abbildung f heißt glatt um p, wenn es eine Parametrisierung α : U → M mit p ∈ α(U ) gibt, so dass f ◦ α : U → Rn glatt ist. f heißt glatt, wenn f glatt um p ist f¨ ur alle p ∈ M . Bemerkung 3.13. 1. Definition 3.12 ist unabh¨angig von der gew¨ahlten 1 Parametrisierung. ur eine Funktion f : M → R nach der Wahl einer 2. Oft werden wir f¨ Parametrisierung α : U → M sprachlich nicht zwischen den Funktionen f α(U ) : α(U ) → R und f ◦ α : U → Rn unterscheiden. Wollen wir den Unterschied betonen, so schreiben wir auch f (α) statt f ◦ α. Diese Notation wird sich als n¨ utzlich herausstellen.



Satz 3.14. Sei M ⊂ R3 eine glatte Fl¨ ache und f : M → Rn eine Abbildung. Dann ist f genau dann glatt um p ∈ M wenn es eine offene Menge V ⊂ R3 Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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mit p ∈ V und eine Abbildung fˆ : V → Rn mit fˆ M ∩V = f M ∩V gibt, so dass fˆ glatt ist. Definition 3.15. Es seien M1 , M2 ⊂ R3 Fl¨achen und f : M1 → M2 eine Abbildung.



1. f heißt glatt, wenn es lokale Parametrisierungen αi : Ui → Mi gibt, so dass α2−1 ◦ f ◦ α1 : U1 → U2 glatt ist. 2. f heißt Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, und wenn f und f −1 glatt sind. Bemerkung 3.16. • Definition 3.15 ist unabh¨angig von den gew¨ahlten Parametrisierungen. • Definition 3.15 l¨ asst uns zwar entscheiden, ob eine Funktion differenzierbar ist, aber sie sagt uns nicht, was die Ableitung“ bzw. das ” Differential“ einer solchen Abbildung ist. Eine Idee bekommen wir ” aber schon, wenn wir uns das folgende Diagramm anschauen Du α1



Tp M1



R2



Du fˆ



s



/ R2



Duˆ α2



+



Tf (p) M2



?



ˆ = α2−1 (f (p)) = fˆ(u). hierbei ist u = α1−1 (p) und u Definition 3.17. 1. Eine (glatte) Abbildung X : M → R3 heißt (glattes) Vektorfeld auf M . 2. Ein Vektorfeld X auf M heißt tangential, wenn X(p) ∈ Tp M f¨ ur alle p∈M 3. Ein Vektorfeld X auf M heißt normal, wenn X(p) ⊥ Tp M f¨ ur alle p ∈ M. Bemerkung 3.18. Ist α : U → M eine lokale Parametrisierung von M und X ein Vektorfeld auf M , so bezeichnet man X ◦ α auch als lokales Vektorfeld. Man identifiziert dabei oft X α(U ) : α(U ) → R3 und X ◦ α : U → R3 . Wenn



wir den Unterschied betonen wollen, dann schreiben wir auch X (α) statt X ◦ α. Insbesondere ist X genau dann glatt, wenn X (α) glatt ist. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Satz 3.19. Es sei M ⊂ R3 ein Fl¨ ache. Ist X : M → R3 ein glattes, tangentiales Vektorfeld und α : U → M ein lokale Parametrisierung, dann gibt es glatte Funktionen X1 , X2 : α(U ) → R derart, dass X(p) = X1 (p)



∂α −1 ∂α (α (p)) + X2 (p) 2 (α−1 (p)) . 1 ∂u ∂u (α)



Die Xi oder auch die Abbildungen Xi := Xi ◦ α : U → R nennt man die Koordinaten des Vektorfeldes in der Parametrisierung α. Bemerkung 3.20. lesen als



1. Die Darstellung im obigen Satz l¨aßt sich ebenfalls (α)



X (α) (u) = X1 (u)



∂α ∂α (α) (u) + X2 (u) 2 (u) ∂u1 ∂u



mit u ∈ U . ~ (α) := 2. Schreiben wir X



(α)



Iα(u)



(α)



X1 (α) X2



!



: U → R2 und







   ∂α ∂α ∂α ∂α (u), 1 (u) (u), 2 (u)    ∂u1  ∂u ∂u1 ∂u :=     ∂α  ∂α ∂α ∂α (u), 1 (u) (u), 2 (u) 2 2 ∂u ∂u ∂u ∂u T = Du α Du α



so lassen sich die Xi gem¨aß



~ (α) (u) = (I (α) )−1 · Du α X α(u) berechnen.



T



· X(α(u))



Satz 3.21. Es sei X ein tangentiales Vektorfeld auf der Fl¨ ache M und ¨ α : U → M , β : V → M zwei Parametrisierungen mit Ubergangsfunktion ˜ i die Koordinaten φ = β −1 ◦ α = (φ1 , φ2 ) : U → V .(vii) Seien weiter Xi und X von X bez¨ uglich α und β so gilt f¨ ur i = 1, 2 ˜ i (p) = ∂φi (α−1 (p))X1 (p) + ∂φi (α−1 (p))X2 (p) X ∂u1 ∂u2 (vii) Durch Verkleinerung der Definitionsbereiche von α und β d¨ urfen wir annehmen, dass α(U ) = β(V ) ist.
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oder k¨ urzer ~˜ ~ X(p) = Dα−1 (p) φ · X(p) . (β) ˜ i ◦ β : V → R bzw. Bemerkung 3.22. In Termen der Funktionen Xi = X (α) Xi := Xi ◦ α : U → R schreibt sich die Transformationsformel aus Satz 3.21 f¨ ur u ∈ U und i = 1, 2 als (β)



Xi (φ(u)) =



3.3



∂φi ∂φi (α) (α) (u)X1 (u) + (u)X2 (u) . ∂u1 ∂u2



Der Tangentialraum und das Differential



Bisher hatten wir den Tangentialraum u ¨ber Parametrisierungen definiert: ache und p ∈ M . Weiter sei Definition/Satz 3.8. Es sei M ⊂ R3 eine Fl¨ 3 α : U → R eine Parametrisierung der Fl¨ ache mit p ∈ α(U ). Dann ist die Menge   ∂α −1 ∂α −1 Tp M := Im(Dα−1 (p) α) = spanR (α (p)), 2 (α (p)) ∂u1 ∂u unabh¨ angig von der Wahl der Parametrisierung. Die Menge Tp M heißt der Tangentialraum der Fl¨ ache M im Punkt p. Die Vektoren v ∈ Tp M heißen Tangentialvektoren. Bezeichnung 3.23. Um etwas Schreibarbeit zu sparen, schreiben wir von nun an f¨ ur eine Parametrisierung α : U → M einer Fl¨ache M mit p = α(u) ∈ α(U ) ∂α ∂α −1 ∂α (p) := (α (p)) = (u) . i i ∂u ∂u ∂ui Gegebenenfalls verwenden wir ab und zu die noch platzsparendere Variante ∂α ∂i α(p) := ∂u i (p). Die Definition des Tangentialraums und des Tangentialvektors wollen wir nun etwas ”geometrisieren”. Satz 3.24. Sei M ⊂ R3 eine Fl¨ ache und p ∈ M . Sei weiter c : ] − , [ → M eine Raumkurve mit c(0) = p. Dann ist einerseits c0 (0) ∈ Tp M und andererseits gibt es zu v ∈ Tp M eine Raumkurve c : ] − , [ → M mit c(0) = p und c0 (0) = v. Das heißt also:  Tp M = v ∈ R3 | ∃c : ] − , [ → M : c(0) = p , c0 (0) = v Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Bemerkung 3.25. 1. Man kann den Tangentialraum auch ausschließlich mit Hilfe von Kurven auf der Fl¨ache definieren. Es sei Cp := {c : ] − , [ → M |  > 0, c(0) = p, c glatt}. Hierbei ist wegen Satz 3.10 c genau dann glatt, wenn ρ = α−1 ◦ c : ] − , [ → R2 f¨ ur eine Parametrisierung α glatt ist. Auf Cp definieren ¨ wir eine Aquivalenzrelation wie folgt: zwei Kurven c1 , c2 ∈ Cp heißen a quivalent, wenn es eine Parametrisierung α um p gibt, so dass die ¨ −1 0 −1 0 2 Vektoren (α ◦ c1 ) (0), (α ◦ c2 ) (0) ∈ R u ¨bereinstimmen, d.h. c1 ∼ c2 ⇐⇒ (α−1 ◦ c1 )0 (0) = (α−1 ◦ c2 )0 (0) . Diese Definition ist unabh¨angig von der Wahl der Parametrisierung und f¨ ur die Klasseneinteilung Cp /∼ gilt Tp M = Cp /∼ . 2. Den Umweg u ¨ber die Parametrisierung k¨onnen wir uns sparen und eine ¨ Aquivalenzrelation wie folgt definieren: c1 ∼ c2 ⇐⇒ c01 (0) = c02 (0) . Die Klasseneinteilungen Cp /∼ stimmen in beiden F¨allen u ¨berein.



¨ 3. Der Vorteil in der ersten Definition der Aquivalenzrelation ist, dass wir sie allein mit Hilfe der Fl¨ache und nicht mit Hilfe des ihn umgebenden Raumes erkl¨ aren. bp := bp und Tp M ⊃ C bp f¨ Beweisskizze. [Satz 3.24] Wir zeigen Tp M ⊂ C ur C  v ∈ R3 | ∃c : ] − , [ → M : c(0) = p , c0 (0) = v .



( ⊂“) Sei v ∈ Tp M , α : U → M eine Karte um p = α(u) und w ~ ∈ R2 ” −1 mit v = Dα−1 (p) α(w). ~ Sei weiter c das Bild der Geraden durch α (p) mit Richtung w ~ unter α, also c(t) = α(α−1 (p) + tw). ~ Wegen der Offenheit von U −1 ist α (p) + tw ~ ∈ U f¨ ur |t| klein genug, so dass c auf einem Intervall um 0 wohldefiniert ist. Es ist nun c(0) = α(α−1 (p)) = p und  d c0 (0) = α(α−1 (p) + tw) ~ dt t=0 d  = Dα−1 (p)+0 w~ α · ~ (α−1 (p) + tw) dt t=0 = Dα−1 (p) α · w ~ = v, Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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bp . also v ∈ C



bp und c : I → M eine Kurve mit c(0) = p und c0 (0) = v, ( ⊃“) Sei nun v ∈ C ” die ganz in einer Koordinatenumgebung von p verl¨auft, also Sp(c) ⊂ α(U ) f¨ ur eine Karte α : U → M um p. Sei nun ρ := α−1 ◦ c : I → U und w ~ := ρ0 (0). Dann ist Dα−1 (p) α(w) ~ = (α ◦ ρ)0 (0) = c0 (0) = v , also v ∈ Tp M .







Beweisskizze. [Bemerkung 3.25] Zum Beweis der Umformulierung von Satz 3.24 gem¨ aß der anschließenden Bemerkung 3.25 definieren wir Abbildungen Φ : Tp M → Cp /∼ und Ψ : Cp /∼ → Tp M und zeigen dann Ψ ◦ Φ = idTp M und Φ ◦ Ψ = idCp /∼ .



Es sei zu v ∈ Tp M mit v = Dα−1 (p) α(w) ~ die Kurve c(t) = α(α−1 (p) + tw) ~ genauso definiert wie im Beweis ⊂“ oben und wir setzen ” Φ(v) := [c] . Obwohl hier die Definition der Kurve c von der Wahl einer Karte abh¨angt, ¨ ist die zugeh¨ orige Aquivalenzklasse unabh¨angig von dieser Wahl. Zur Be~˜ mit gr¨ undung seien c(t) = α(α−1 (p) + tw) ~ und c˜(t) = α ˜ (˜ α−1 (p) + tw) ~ v = Dα−1 (p) α(w) ~ = Dα˜ −1 (p) α ˜ (w). ˜ Dann gilt ~˜ . (α−1 ◦ c)0 (0) = w ~ und (α−1 ◦ c˜)0 (0) = Dα˜ −1 (p) (α−1 ◦ α ˜ )(w)



Wegen ~˜ = Dα˜ −1 (p) (α ◦ α−1 ◦ α ~˜ Dα−1 (p) α(w) ~ = v = Dα˜ −1 (p) α ˜ (w) ˜ )(w) ~˜ = Dα−1 (p) α · Dα˜ −1 (p) (α−1 ◦ α ˜ )(w) stimmen beide Ergebnisse u ¨berein. Umgekehrt sei f¨ ur eine Kurve c˜ ∈ [c] ∈ Cp /∼ Ψ([c]) := c˜0 (0) . Die Abbildung Ψ ist wohldefiniert: Einerseits ist c˜0 (0) ∈ Tp M , da c˜0 (0) = Dα−1 (p) α(˜ ρ0 (0)) – analog zum Beweis ⊃“ und mit den dortigen Bezeichnun” gen. Andererseits ist die Abbildung von der Wahl des Repr¨asentanten c˜ ∈ [c] unabh¨ angig, denn f¨ ur c˜, cˆ ∈ [c] ist per Definition cˆ0 (0) = c˜0 (0). Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Es gilt nun Ψ ◦ Φ(v) = Ψ([α(α−1 (p) + tw)]) ~ = = Dα−1 (p) α(w) ~ =v







d dt t=0



 [α(α−1 (p) + tw)] ~



und Φ ◦ Ψ([c]) = Φ(c0 (0)) = [α(α−1 (p) + tρ0 (0))] = [c] . Hierbei gilt die letzte Gleichheit wegen α ◦ ρ = c, denn schreiben wir c˜(t) := α(α−1 (p) + 0 ρ0 (0)), dann ist einerseits c˜(0) = c(0) = p und andererseits c˜0 (0) = Dα−1 (p) α(ρ0 (0)) = (α ◦ ρ)0 (0) = c0 (0), also c˜ ∼ c.  Satz 3.26. Es sei V ⊂ R3 offen und F : V → R eine glatte Funktion mit 0 ∈ Bild(F ). F¨ ur M := F −1 (0) gilt: 1. M ist eine Fl¨ ache, wenn gradF (p) 6= 0 f¨ ur alle p ∈ M . 2. Tp M = gradF (p)⊥ = {v ∈ R3 | hv, gradF (p)i = 0} – anschaulich: der Gradient steht senkrecht auf der Fl¨ ache. Wir haben im Abschnitt 3.2 die Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen Fl¨ achen diskutiert, siehe Definition 3.15. In der anschließenden Bemerkung 3.16 haben wir auch das Problem angesprochen, wie ein geeignetes Differential, bzw. eine geeignete Ableitung gegeben ist. Wir haben dort ein Diagramm skizziert und die Suche nach einer Abbildung, die dieses Diagramm kommutativ macht, vertagt. Dies wollen wir nun nachholen und uns dazu der geometrischen Beschreibung des Tangentialraums bedienen. Definition 3.27. Sei f : M1 → M2 eine Abbildung zwischen zwei Fl¨achen. Dann ist die Abbildung dp f : Tp M1 → Tf (p) M2 definiert durch dp f (v) := (f ◦ c)0 (0) ∈ Tf (p) M2 . Dabei ist c : ] − , [ → M1 eine Kurve, die v ∈ Tp M1 repr¨asentiert, d.h. c(0) = p und c0 (0) = v. Das diese Definition mit der Diskussion in Bemerkung 3.16 zusammenpasst, zeigt der folgende Satz 3.28. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Satz 3.28. F¨ ur f : M1 → M2 ist dp f : Tp M1 → Tf (p) M2 unabh¨ angig von der gew¨ ahlten Kurve. Insbesondere ist die Matrixdarstellung von dp f bez¨ uglich zweier Parametrisierungen α1 : U1 → M1 um p bzw. α2 : U2 → M2 um f (p) gegeben durch Dα−1 (p) (α2−1 ◦ f ◦ α1 ) . Mit fˆ = α2−1 ◦ f ◦ α1 : U1 → U2 ist das dp f



Tp M1



/ Tf (p) M2 O



O



D



α1 α−1 1 (p)



D







R2



D



α−1 1 (p)



α2 α−1 2 (f (p))



/ R2



fˆ



Das Differential erf¨ ullt insbesondere die Kettenregel. Satz 3.29. Sind f : M1 → M2 und g : M2 → M3 glatte Abbildungen, dann ist das Differential der Verkettung g ◦ f : M1 → M3 gegeben durch dp (g ◦ f ) = df (p) g ◦ dp f : Tp M1 → Tg(f (p)) M3 denn es ist Du (g[ ◦ f ) = Dfˆ(u) gˆ ◦ Du fˆ dp (g◦f )



Tp M1



/ Tg(f (p)) M3 O



O



D



α1 α−1 1 (p)



D



D



[ g◦f



α−1 1 (p)



R2 Du fˆ



α1 α−1 1 (p)



D







Tp M1



α3 α−1 3 (g(f (p)))



Dfˆ(u) gˆ



#







R2 D



/ R2 :



α2 α−1 2 (f (p))



dp f



D



α3 α−1 3 (g(f (p)))







Tg(f (p)) M3 :



df (p) g



#
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Bemerkung 3.30. (Praktische Berechnung des Differentials.) Es sei α : U → M1 eine Parametrisierung der Fl¨ache M1 um p = α(u). ∂α Speziell f¨ ur die Vektoren ∂u aß Satz i (p) sind Kurven ci : ] − , [ → M1 gem¨ 3.24 gegeben durch c1 (t) = α(u1 + t, u2 ) ,



c1 (t) = α(u1 , u2 + t) ,



also ci = α ◦ ρi mit ρi (t) = u + t~ei , siehe dazu auch den Beweis zu Satz 3.24. Es sei f : M1 → M2 eine glatte Abbildung. Dann ist mit ρ0i (0) = ~ei dp f



 ∂α



∂ui



 (p) = (f ◦ ci )0 (0) = (f ◦ α ◦ ρi )0 (0) = Du (f ◦ α)(~ei ) =



∂(f ◦ α) (u) . ∂ui



Das heißt f¨ ur einen beliebigen Vektor w ∈ Tp M mit  der Basisdarstellung 1 ∂α ∂α w ist w = Du α(w) ~ = w1 (p) + w2 (p) und w ~= w2 ∂u1 ∂ui du f (w) = Du (f ◦ α)(w) ~ = w1



∂(f ◦ α) ∂(f ◦ α) (u) + w2 (u) . ∂u1 ∂u2
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Geometrie auf Fl¨ achen



4.1



Die erste Fundamentalform



Bisher hatten wir die Tangentialr¨aume an eine Fl¨ache als eine Zuordnung M 3 p 7→ Tp M ⊂ R3 von Vektorr¨aumen definiert. Im folgenden wollen wir diese Vektorr¨ aume auf nat¨ urliche Weise mit einem Skalarprodukt versehen. Definition 4.1. Es sei M eine Fl¨ache. Die Einschr¨ankung des Standardskalarproduktes des R3 auf die Tangentialr¨aume liefert eine Abbildung I, die jedem p ∈ M eine Bilinearform Ip ∈ Bil(Tp M ) zuordnet, d.h. f¨ ur v, w ∈ Tp M ist Ip (v, w) := hv, wi . Diese Zuordnung, bzw. die Sammlung von bilinearen Abbildungen Ip , heißt erste Fundamentalform von M . Bemerkung 4.2. 1. Die erste Fundamentalform liefert an jeder Stelle p ∈ M ein Skalarprodukt Ip . 2. Es sei α : U → M eine Parametrisierung von M . Dann ist die Ma∂α ∂α trixdarstellung von Ip bez¨ uglich der Standardbasis { ∂u 1 (p), ∂u2 (p)} von Tp M gegeben durch



oder



Ip(α) = (Dα−1 (p) α)T Dα−1 (p) α     ∂α ∂α ∂α ∂α (p), 2 (p)   ∂u1 (p), ∂u1 (p) ∂u1 ∂u   =      ∂α  ∂α ∂α ∂α (p), 1 (p) (p), 2 (p) 2 2 ∂u ∂u ∂u ∂u Tp M × Tp M O



Ip



(



Dα−1 (p) α×Dα−1 (p) α



6R (α)



Ip



R2



×



R2
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3. Wenn man den Punkt p in α(U ) variiert, lassen sich die Eintr¨age der (α) Matrix Ip als Abbildungen von U nach R interpretieren. Wir erhalten also eine Abbildung I (α) : U → Bil(R2 ) ' M2 R mit (α)



u 7→ Iu(α) := Iα(u) . Wir benutzen, wie u ¨blich in der Literatur, manchmal die Bezeichnung   E F (α) I = . F G mit E, F, G : U → R. Definition 4.3. 1. Eine Zuordnung µ, die jedem p ∈ M ein k-lineares Funktional µp ∈ M ulk (Tp M ) k-mal



}| { z µp : Tp M × · · · × Tp M → R



zuordnet, heißt glatt, wenn f¨ ur alle glatten, tangentialen Vektorfelder X1 , . . . , Xk : M → R3 die Funktion p 7→ µp (X1 (p), . . . , Xk (p)) glatt ist. 2. Eine Zuordnung Φ, die jedem p ∈ M eine k-lineare Abbildung Φp ∈ M ulk (Tp M, Tp M ) k-mal



}| { z Φp : Tp M × · · · × Tp M → Tp M



zuordnet, heißt glatt, wenn f¨ ur alle glatten, tangentialen Vektorfelder X1 , . . . , Xk : M → R3 das tangentiale Vektorfeld p 7→ Φp (X1 (p), . . . , Xk (p)) glatt ist. Bemerkung 4.4. 1. µ und Φ sind genau dann glatt, wenn es eine Parametrisierung gibt, sodass die Matrixdarstellungen“ ” (α) 2 µ : U → M ulk (R ; R) , µ(α) : u 7→ µ(α) u und Φ(α) : U → M ulk (R2 ; R3 ) ,



Φ(α) : u 7→ Φ(α) u
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2. F¨ ur Φ ist das ¨ aquivalent dazu, dass die beiden k-linearen Funktionale (α) U 3 u 7→ Φu,i ∈ M ulk (R2 ; R) f¨ ur i = 1, 2 glatte Eintr¨age haben. 3. Mit α−1 (p) = u ∈ U ist das R3 ⊃ Tp M o



Φp



(Tp M )k



d



O



µp



/R =



O



(α)



Φu



Du α



(Du α)k



(α)



µu



R2 o



(α)



(α)



Φu,1 ,Φu,2







(R2 )k



Folgerung 4.5. Die erste Fundamentalform ist glatt. Bemerkung 4.6. 1. Sind α : U → M und β : V → M Parametrisierun¨ gen um p, und ist φ := β −1 ◦ α : U → V die Ubergangsabbildung, so gilt Ip(α) = (Dα−1 (p) φ)T Ip(β) Dα−1 (p) φ , oder mit p = α(u) = β(φ(u)) (β)



Iu(α) = (Du φ)T Iφ(u) Du φ . 2. Es sei α : U → M eine Parametrisierung und Φ : R3 → R3 eine Bewegung mit Φ(x) = Ax + b. Weiter sei I (α) die Matrixdarstellung der ersten Fundamentalform von M bez¨ uglich α. Dann ist Matrixdarˆ ˆ = Φ(M ) bez¨ stellung der ersten Fundamentalform I von M uglich der ˆ Parametrisierung α ˆ = Φ ◦ α : U → M gegeben durch (α) ˆ IˆΦ(p) = Ip(α) .



ˆ ⊂ R3 Fl¨achen mit ersten Fundamentalformen Definition 4.7. Es seien M, M ˆ I, I. ˆ eine glatte 1. Es sei V ⊂ M eine offene Teilmenge von M und f : V → M Abbildung. f heißt lokale Isometrie, wenn f¨ ur p ∈ V und v, w ∈ Tp M Ip (v, w) = Iˆf (p) (dp f (v), dp f (w)) . Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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ˆ ein Diffeomorphismus der die Eigenschaft aus 1. erf¨ 2. Ist f : M → M ullt, dann heißt f eine Isometrie. ˆ sind (lokal) isometrisch. Man sagt auch: dass M und M ultigkeit der Identit¨at aus Definition 4.7.1 Bemerkung 4.8. 1. Die G¨ l¨ asst sich wie folgt u berpr¨ ufen: ¨ ˆ →M ˆ , und Wir w¨ ahlen Parametrisierungen α : U → M und α ˆ :U −1 ˆ die G¨ testen statt dessen f¨ ur fˆ := α ˆ ◦f ◦α:U →U ultigkeit von (α) ˆ f (u)



Iu(α) = (Du fˆ)T · Iˆˆ



· Du fˆ .



ˆ auf der selben ˆ:U →M 2. Gibt es Parametrisierungen α : U → M und α Grundmenge, so dass f¨ ur die jeweiligen lokalen Darstellungsmatrizen (α) (α) ˆ ˆ ˆ eine Iα(u) = Iα(u) gilt, dann ist die Abbildung α ˆ ◦ α−1 : α(U ) → M ˆ lokale Isometrie. ˆ eine Isometrie und ist α : U → M eine Parametrisie3. Ist f : M → M ˆ eine Parametrisierung von M ˆ . F¨ rung, dann ist α ˆ =f ◦α:U →M ur diese beiden Parametrisierungen gilt dann Punkt 2. Beispiel 4.9. Gegeben seien die Fl¨achen M = {(x, y, 0) |, x, y ∈ R} und ˆ = {(x, y, z) | x2 + y 2 = R2 }. Weiter sei f : M → M ˆ gegeben durch M  x x f (x, y, 0) = R cos R , R sin R , y . Dann ist f eine lokale Isometrie:



ˆ mit Wir w¨ ahlen Abbildungen α : R2 → M und α ˆ : R2 → M     a R cos ϕ α(a, b) =  b  , α ˆ (t, ϕ) =  R sin ϕ  . 0 t



ˆ . Diese liefern (eventuell nach Einschr¨ankung mit α(R2 ) = M und α ˆ (R2 ) = M (α) des Definitionsbereiches) Parametrisierungen und es gilt I(a,b) = 1 und   1 0 (α) ˆ Iˆˆ = . Weiter ist f (a,b) 0 R2



also



  fˆ(a, b) = α ˆ −1 ◦ f (a, b, 0) = α ˆ −1 R cos Ra , R sin Ra , b = b, Ra ,



D(a,b) fˆ =







0 1 R



1 0
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Damit gilt wie notwendig (α) ˆ (D(a,b) fˆ)T Iˆˆ D(a,b) fˆ = f (a,b)







0 1



  1 0 0 1 2 0 0 R R



1 R



   1 0 1 (α) = = I(a,b) . 0 0 1



ˆ \ {(R, 0, t) | t ∈ R} sind sogar Die Teilfl¨ achen ]0, 2πR[ × R × {0} ⊂ M und M isometrisch. ˆ die Bilder der Fl¨achenst¨ Beispiel 4.10. Es seien M und M ucke   R cosh(t) cos(s) 2 3  α : R → R , α(t, s) = R sinh(t) cos(s)  Rt



und



α ˆ : R2 → R3 ,







 u cos(v) α ˆ (u, v) =  u sin(v)  . Rv



ˆ kann Bemerkung 4.8.2 Nach einer geschickten Umparametrisierung von M ˆ verwendet werden, um zu zeigen, dass M und M lokal isometrisch sind.



4.2



Das Normalenfeld und Orientierbarkeit



Definition 4.11. Ist M eine Fl¨ache und α : U → R3 eine lokale Parametrisierung, dann heißt die Abbildung N (α) : U → S 2 ⊂ R3 mit   1 ∂α ∂α (α) N (u) = ∂α (u) × 2 (u) ∂α ∂u1 ∂u k ∂u1 (u) × ∂u 2 (u)k lokales Normalenfeld von M (bzgl. der Parametrisierung α). Bemerkung 4.12. Es seien α : U → M und β : V → M Parametrisierungen ¨ von M um p und φ := β −1 ◦ α : U → V die zugeh¨orige Ubergangsfunk(α) 3 (β) 3 tion. Sind N : U → R und N : V → R die zugeh¨origen lokalen Normalenfelder, so gilt  N (β) (φ(u)) = sign det(Du φ) N (α) (u) . Das folgt aus Dβ −1 (p) β = Dβ −1 (p) (α ◦ α−1 ◦ β) = Dα−1 (p) αDβ −1 (p) φ−1 oder 2



2



i=1



i=1



X X ∂φ−1 ∂β ∂α ∂α −1 i (p) = (D ) (p) = (β −1 (p)) i (p) . −1 (p) φ ij β j i j ∂v ∂u ∂v ∂u Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Definition 4.13. Sei M ⊂ R3 eine Fl¨ache. 1. M heißt orientierbar, wenn es ein glattes, normales Einheitsvektorfeld gibt, d.h. eine glatte Abbildung N : M → S 2 ⊂ R3 mit N (p) ⊥ Tp M f¨ ur alle p ∈ M . Eine solche Abbildung heißt (globales) Normalenfeld. 2. M heißt orientiert, wenn M orientierbar ist und ein Normalenfeld fixiert ist. ¨ Satz 4.14. M ist genau dann orientierbar, wenn es eine Uberdeckung von M mit Karten gibt – also einen Atlas –, so dass die Determinanten der ¨ Funktionalmatrizen der Ubergangfunktionen positiv sind. Beweisskizze. Gibt es so einen Atlas, dann definiere f¨ ur p ∈ M das Vektorfeld N durch N (p) := N (α) (α−1 (p)) f¨ ur eine Karte α : U → M um p. Dies ist unabh¨ angig von der Wahl der Karte, wegen Bemerkung 4.12. Ist umgekehrt N gegeben und {αi : Ui → M }i∈I ein Atlas, so ¨andere diesen wie folgt: Ist N ◦ αi = N (αi ) , so bleibt die Parametrisierung unver¨andert, ansonsten ersetze sie durch α ˜ i oder α ˆ i gem¨ aß des dritten Punktes der folgenden Bemerkung. Dann ist der neue Atlas vom gew¨ unschten Typ.  ¨ Bemerkung 4.15. • Eine Orientierung von M liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Parametrisierungen, deren Klasseneinteilung aus genau zwei Elementen besteht: Die Menge der positiven Parametrisierungen und die Menge der negativen Parametrisierungen. • Ein Atlas von M , der gem¨aß Satz 4.14 mit der gew¨ahlten Orientierung auf M vertr¨ aglich ist, heißt auch ein positiver Atlas. • Sei α : U → M eine positive Parametrisierung. Schreiben wir α−1 :  α(U ) → R2 als α−1 (p) = u1 (p), u2 (p) , so sind α ˆ : U → M und α ˜ : U → M mit   α ˆ −1 (p) = − u1 (p), u2 (p) , α ˜ −1 (p) = u2 (p), u1 (p) negative Parametrisierungen.



• Ist eine Fl¨ ache orientiert, dann ist das Normalenfeld eindeutig bestimmt. • Ist N das Normalenfeld und α eine positive/negative Parametrisierung, so ist N (p) = N ◦ α(u) = ±N (α) (u) Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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f¨ ur α(u) = p. Im Fall einer positiven Parametrisierung fallen unsere lokalen Bezeichnungsweisen gem¨aß Bemerkung 3.18 und Definition 4.11 und also zusammen. • Es sei Φ : R3 → R3 eine Bewegung mit Φ(x) = Ax + b und N (α) die lokale Darstellung des Normalenfeldes auf M bez¨ uglich einer Karte ˆ des Normalenfeldes ˆ (α) α : U → M . Dann ist die lokale Darstellung N ˆ = Φ(M ) bez¨ auf der Fl¨ ache M uglich der Parametrisierung α ˆ =Φ◦α: ˆ U → M gegeben durch ˆ ˆ (α) N (Φ(p)) = det(A)AN (α) (p) .



Beispiel 4.16. 1. Die Sph¨are S 2 ist orientierbar. Eine Orientierung ist 1 etwa durch N (p) = kpk p gegeben, wobei hier p ∈ S 2 ⊂ R3 als Vektor im R3 interpretiert wird. 2. Der Zylinder Z = {(x, y, z) | x2 + y 2 = R2!} ist orientierbar. Eine Orientierung ist gegeben durch N (p) =



1 R



x y 0



f¨ ur p = (x, y, z) ∈ Z.



3. Es sei F : R3 → R eine Abbildung mit 0 ∈ Bild(F ) und es sei M := F −1 (0). Dann ist M eine Fl¨ache, wenn gradF (p) 6= 0 f¨ ur alle p ∈ M , siehe Satz 3.26. Solche Fl¨achen sind orientierbar, und eine 1 Orientierung ist gegeben durch N (p) = kgradF (p)k gradF (p). Die beiden ersten Beispiele sind von diesem Typ. 4. Das M¨ obiusband ist nicht orientierbar. Es sei α eine rechteckige Karte, die das M¨ obiusband bis auf die Klebekante“ u ur ¨berdeckt. Dann gilt f¨ ” ein Normalenfeld N auf diesem Bereich N = N (α) . Der Grenzwert von N (α) gegen die beiden zu verklebenden R¨ander hat jedoch entgegengesetztes Vorzeichen, so dass es aus Gr¨ unden der Stetigkeit keine globale Abbildung N geben kann.



4.3



Die Weingartenabbildung und die zweite Fundamentalform



Vorbemerkung: Im Folgenden setzen wir voraus, dass die betrachteten ¨ Fl¨ achen orientiert sind. D.h. M ist orientierbar und wir haben eine Uberdeckung mit Karten, die die Eigenschaft aus Satz 4.14 haben.
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Unabh¨ angig davon sind die Ausdr¨ ucke, die wir einf¨ uhren werden, ebenfalls f¨ ur Fl¨ achenst¨ ucke definiert. Zur Wiederholung: Fl¨achenst¨ ucke sind Abbildungen α : U → α(U ) ⊂ R3 mit rg(Du α) = 2 f¨ ur alle u ∈ U mit U ⊂ R2 offen. Diese unterscheiden sich von den Parametrisierungen einer Fl¨ache dadurch, dass sie nicht notwendig injektiv sein m¨ ussen. Fl¨achenst¨ ucke sind insbesondere immer orientierbar. Weiter haben Sie die Eigenschaft, dass es zu jedem Punkt u ∈ U ˜ ⊂ U gibt, so dass α(U ˜ ) ⊂ R3 eine Fl¨ache mit globaler eine Umgebung U Parametrisierung α|U˜ ist. Bemerkung 4.17. Es sei N : M → S 2 das Normalenfeld der orientierten Fl¨ ache M . Dann ist dessen Differential durch dp N : Tp M → TN (p) S 2 gegeben. Sei α : U → M eine Parametrisierung um p. Dann ist N (α) = N ◦α : U → S 2 , so dass dp N



 ∂α



 ∂N (α) (p) = (p) , ∂ui ∂ui



siehe auch Bemerkung 3.30. Wir nutzen auch hier die abk¨ urzende Schreibweise ∂N (α) ∂N (α) −1 (p) := ∂ui (α (p)). ∂ui Wegen kN k = 1 ist ∂ (α) (α)  N ,N =2 ∂ui







∂N α , N (α) ∂ui







=0



f¨ ur i = 1, 2. Somit ist N (p) orthogonal zum Bild ( ) ∂N (α) ∂N (α) dp N (Tp M ) = spanR (p), (p) . ∂u1 ∂u2 Andererseits ist das orthogonale Komplement von N (p) der Tangentialraum Tp M , so dass das Bild von dp N im Tangentialraum Tp M enthalten. Wir k¨ onnen dp N daher als Selbstabbildung auf Tp M interpretieren: dp N : Tp M → Tp M . Definition 4.18. Die Abbildung Lp : Tp M → Tp M mit Lp (v) := −dp N (v) heißt Weingartenabbildung der Fl¨ache M .(viii) (viii)



Julius Weingarten (1836-1910)
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Bemerkung 4.19. 1. In einer lokalen Karte α : U → M sei u := α−1 (p). (α) Dann hat Lp die Matrixdarstellung Lu mit (α) Du α ◦ L(α) u = −Du N



wegen Tp M



Lp



O



Du α



R2



/ Tp M O







Du α



/ R2



(α)



Lu



2. Die Abbildung L : p 7→ Lp ist glatt im Sinne von Definition 4.3.2, da (α) u 7→ Lu glatt ist. Definition 4.20. Die Abbildung II, die jedem p ∈ M durch IIp (v, w) := Ip (Lp (v), w) eine bilineare Abbildung IIp : Tp M × Tp M → R auf Tp M zuordnet, heißt zweite Fundamentalform der Fl¨ ache M . Satz 4.21.



1. Lp ist selbstadjungiert bez¨ uglich Ip



2. IIp ist symmetrisch. 3. II : p 7→ IIp ist glatt im Sinne von Definition 4.3.1. Bemerkung 4.22. Es sei α : U → M eine Parametrisierung von M . Dann u ¨bertragen sich die Punkte aus dem Satz wie folgt. 1. Die Selbstadjungiertheit von Lp bez¨ uglich Ip – oder ¨aquivalent dazu die Symmetrie von IIp – ist gleichbedeutend mit der G¨ ultigkeit von * + * +   ∂N (α) ∂α ∂N (α) ∂α ∂2α (α) , = , = − N , . ∂ui ∂uj ∂uj ∂ui ∂ui ∂uj 2. Bez¨ uglich einer Parametrisierung benutzen wir manchmal auch hier die in der Literatur gebr¨auchliche Bezeichnung   ` m (α) II = m n Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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mit den glatten Funktionen `, m, n : U → R mit       ∂2α ∂2α ∂2α (α) (α) ` = N (α) , , m = N , , n = N , . ∂(u1 )2 ∂u1 ∂u2 ∂(u2 )2 Damit ist dann (α)



L



= (I



(α) −1



)



II



(α)



1 = EG − F 2







 G` − F m Gm − F n . Em − F ` En − F m



3. Es sei Φ : R3 → R3 eine Bewegung mit Φ(x) = Ax + b und II (α) , L(α) seien die Matrixdarstellungen der zweiten Fundamentalform und der Weingartenabbildung auf M bez¨ uglich einer Karte α : U → M . Dann ˆ ˆ f¨ ˆ (α) ˆ (α) sind die entsprechenden Matrixdarstellungen II ,L ur die Fl¨ache ˆ = Φ(M ) bez¨ ˆ M uglich der Parametrisierung α ˆ = Φ◦α : U → M gegeben durch ˆ (α) ˆ (α) II Φ(p) = det(A)IIp ,



ˆ (α) T ˆ (α) L Φ(p) = det(A)ALp A .



Definition/Bemerkung 4.23. Man definiert nun analog zur zweiten Fundamentalform die dritte Fundamentalform durch IIIp (v, w) := IIp (Lp (v), w) = Ip (L2p (v), w) = Ip (Lp (v), Lp (w)) . Diese ist linear abh¨ angig von Ip und IIp , denn es gilt IIIp − Spur(Lp )IIp + det(Lp )Ip = 0 .



4.4



Kru ¨ mmung



Es sei c : I → M ⊂ R3 eine regul¨are Kurve auf der Fl¨ache M .(ix) Dann ist 0 c0 (t) ∈ Tc(t) M und mit t := kcc0 k ist durch t0 (t) = kc0 (t)k κ(t) n(t) der Normalenvektor n(t) der Kurve definiert – zumindest dort, wo κ(t) 6= 0 ist. Der Vektor n ist in der Regel nicht tangential. Seine Normalkomponente, genauer die von t0 , ist durch 



 (t0 (t))norm = ht0 (t), Nc(t) iNc(t) = kc0 (t)kκ(t) n(t), Nc(t) Nc(t) (ix) c ist also insbesondere eine Raumkurve. Diese muss allerdings nicht notwendigerweise eine Frenetkurve sein.
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gegeben. Es bezeichne θ(t) den Winkel zwischen n(t) und Nc(t) , also cos(θ(t)) = hn(t), Nc(t) i . Die obige Diskussion motiviert nun die Einf¨ uhrung der folgenden Gr¨oße, die jedoch auch definiert ist, wenn κ(t) = 0: κN (t) := κ(t) cos(θ(t)) . κN (t) ist invariant unter Umparametrisierung der Kurve, also insbesondere unabh¨ angig von der Orientierung der Kurve. Sie a¨ndert jedoch ihr Vorzeichen, wenn man die Orientierung der Fl¨ache ¨andert, siehe Abbildung 13. Abbildung 13: κN (t)



M p = c(t0 ) c



c0 (t0 ) = kc0 (t0 )kt(t0 ) θ(t0 )



N (p) t0 (t0 ) = kc0 (t0 )kκ(t0 )n(t0 ) Bemerkung 4.24. κN (t) erf¨ ullt κN (t) =



IIc(t) (c0 (t), c0 (t)) . Ic(t) (c0 (t), c0 (t))



Dies h¨ angt f¨ ur ein festes t0 ∈ I nicht von der Form der Kurve c ab, sondern lediglich vom Punkt p = c(t0 ) und vom Tangentialvektor c0 (t0 ) in p, d.h. κ ˜ N (t0 ) = κN (t0 ) f¨ ur Kurven c, c˜ mit c(t0 ) = c˜(t0 ) und c0 (t0 ) = c˜0 (t0 ). 1
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Die letzte Bemerkung motiviert die folgende Definition. Definition 4.25. Es sei M ein Fl¨ache v ∈ Tp M \ {0} ein Tangentialvektor in p ∈ M . Dann ist die Normalkr¨ ummung in p in Richtung v definiert durch κN (p, v) :=



IIp (v, v) . Ip (v, v)



Bemerkung 4.26. • Die Berechnung von κN (p, v) geschieht entweder u ¨ber den obigen Quotienten oder – nach Auswahl einer Kurve c auf M mit c(t0 ) = p und c0 (t0 ) = v – u ¨ber κN (p, v) = κN (t0 ) • Eine ausgezeichnete Kurve erh¨alt man, wenn man die Ebene Ep,v := p + span{v, Np } mit M schneidet. Zumindest in einer Umgebung von p liefert das eine ebene Kurve cN mit cN (0) = p und c0N (0) = v. Diese Kurve heißt Normalenschnitt der Fl¨ ache im Punkt p. Diese Kurve erf¨ ullt insbesondere n(0) = ±Np , also θ(0) ∈ {0, π}. Ist κ(0) 6= 0 die (ebene) Kr¨ ummung der Kurve c, so ist |κ(0)| ihre Kr¨ ummung als Raumkurve. Dann gilt |κN (p, v)| = |κ(0)| und cos(θ(0)) definiert das Vorzeichen. • Ist c nun eine weitere ebene Kurve auf M mit c(t0 ) = p mit Tangente p + spanR {v}, dann liegt diese insbesondere in der Ebene p + spanR {n(t0 ), v} so sind wir in der folgenden geometrischen Situation, die wir im zweiten Punkt von Satz 4.27 formulieren. Die obige Diskussion liefert zusammenfassend den Satz von Meusnier:(x) Satz 4.27. 1. Die Normalkr¨ ummung κN (p, v) ist unab¨ angig von der zur Berechnung benutzten Wahl der Kurve mit c(0) = p und c0 (0) = v. ummungskreise aller ebenen Kurven, die man als Schnitt von 2. Die Kr¨ M mit einer Ebene erh¨ alt, deren einer Richtungsvektor durch v ∈ Tp M vorgegeben ist, liegen alle auf einer Kugel. Diese Kugel hat den 1 1 Mittelpunkt p+ N (p) und den Radius , siehe Abbildung κN (p, v) κN (p, v) 14. Bemerkung 4.28. Die Abbildung κN (p, ·) : Tp M → R erf¨ ullt f¨ ur alle v ∈ Tp M und r ∈ R \ {0} die Gleichung κN (p, rv) = κ(p, v) . (x)



Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754-1793)
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Abbildung 14: Der Satz von Meusnier



n(t0 )



N (p) ∧



p + spanR {N (p), n(t0 )}



∧



1



M 1 κ(t0 ) n(t0 )



∧



∧ κN (p,v) N (p)



θ(t0 ) Tp M p = c(t0 )



Die Kurve c erf¨ ullt c0 (t0 ) = v und v ∈ Tp M steht senkrecht auf der sichtbaren Ebene. Somit kann man κN (p, ·) als Funktion auf der kompakten Menge S 1 ' {v ∈ Tp M | kvk2 = 1} auffassen. Weiter ist 1



Ip (Lp (v), v) κN (p, v) = Ip (v, v) der Rayleigh-Quotient der selbstadjungierten Abbildung Lp : Tp M → Tp M , siehe Definition/Satz A.21. Folgerung 4.29. Es sei M eine Fl¨ache und κN (p, ·) : Tp M → R die Normalkr¨ ummung im Punkt p. Die Eigenwerte κ1 (p), κ2 (p) der Weingartenabbildung Lp sind durch das Maximum und das Minimum der Normalkr¨ ummung gegeben. Definition 4.30. Es sei M eine Fl¨ache und Lp die Weingartenabbildung im Punkt p. 1. Die Eigenwerte κ1 (p), κ2 (p) von Lp heißen Hauptkr¨ ummungen von M im Punkt p. 2. Die Eigenvektoren von Lp – bzw. deren linearen H¨ ullen – heißen Hauptkr¨ ummungsrichtungen. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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3. Eine Kurve c : I → M heißt Kr¨ ummungslinie, wenn f¨ ur alle t ∈ I der 0 Vektor c (t) ∈ Tc(t) M eine Hauptkr¨ ummungsrichtung im Punkt c(t) ist. Folgerung 4.31. Eine regul¨are Kurve c : I → M ist genau dann Kr¨ ummungsline, wenn es eine glatte Funktion f : I → R gibt, so dass (N ◦ c)0 (t) = f (t)c0 (t) f¨ ur alle t ∈ I. Das folgende Beipiel erg¨ anzt das Beispiel 3.5. Beispiel 4.32. Es sei M die Rotationsfl¨ache mit erzeugender Kurve γ = (ρ, z) : I → R2 , d.h.   ρ(t) cos ϕ α(t, ϕ) =  ρ(t) sin ϕ  . z(t) Dann gilt



 ρ0 (t) cos ϕ ∂α  0 = ρ (t) sin ϕ  , ∂t z 0 (t) 



und damit



  −ρ(t) sin ϕ ∂α  = ρ(t) cos ϕ  ∂ϕ 0 



∂α



2 ∂α 



det(I(t,ϕ) ) = (t, ϕ) × (t, ϕ) = ρ2 (t)kγ 0 (t)k2 . ∂t ∂ϕ



Die Komponenten der ersten Fundamentalform, der Normalenvektor und die Komponenten der zweiten Fundamentalform sind gegeben durch E(t, ϕ) = kγ 0 (t)k2 , F (t, ϕ) = 0 , G(t, ϕ) = ρ2 (t) ,  0  −z (t) cos ϕ 1  −z 0 (t) sin ϕ  , N (t, ϕ) = 0 kγ (t)k ρ0 (t) `(t, ϕ) = kγ 0 (t)k2 κ(t) ,



m(t, ϕ) = 0 ,



n(t, ϕ) =



ρ(t)z 0 (t) , kγ 0 (t)k



wobei κ die Kr¨ ummung der ebenen Kurve γ bezeichnet. Damit berechnet sich die Weingartenabbildung zu ! κ(t) 0 . L(t,ϕ) = z 0 (t) 0 ρ(t)kγ 0 (t)k Insbesondere sind die Koordinatenlinien ct0 (s) = α(t0 , s) und cϕ0 (s) = α(s, ϕ0 ) auch Kr¨ ummungslinien. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Definition 4.33. Sei M eine Fl¨ache und Lp die Weingartenabbildung im Punkt p. 1. Als Gauß-Kr¨ ummung von M in p bezeichnen wir die Determinante der Weingartenabbildung wir und schreiben K(p) = det(Lp ) = κ1 (p)κ2 (p) . 2. Als mittlere Kr¨ ummung von M in p bezeichnen wir die H¨alfte der Spur der Weingartenabbildung und wir schreiben 1 1 H(p) := Spur(Lp ) = (κ1 (p) + κ2 (p)) . 2 2 Bemerkung 4.34. 1. Die Berechnung der Hauptkr¨ ummungen, der Gauß-Kr¨ ummung sowie der mittleren Kr¨ ummung geschieht nach Auswahl einer Karte. Die berechneten Werte sind dann unabh¨angig von der gew¨ ahlten Karte.(xi) Insbesondere sind die Funktionen κ1 , κ2 , K, H : M → R glatt. 2. Es ist K(p) =



det(IIp ) , det(Ip )



wobei die Berechnung wieder mit Hilfe einer Karte geschieht und man (α) (α) Ip bzw. IIp durch die Matrizen Iα−1 (p) bzw. IIα−1 (p) darstellt. 3. K h¨ angt nicht von der Wahl der Orientierung, also der Wahl eines Normalenfeldes, ab. H a ¨ndert bei Umorientierung der Fl¨ache sein Vorzeichen. 4. Da die Weingartenabbildung bei geeigneter Wahl der Koordinatensysteme vor und nach der Anwendung einer positiven Bewegung die gleiche Matrixdarstellung hat, sind die Kr¨ ummungsgr¨oßen unter positiven Bewegungen invariant, vergleiche Bemerkung 4.22.3. Ist also Φ : R3 → R3 mit Φ(x) = Ax + b eine positive Bewegung, dann gilt ˆ H ˆ von f¨ ur die Kr¨ ummungsgr¨oßen κ1 , κ2 , K, H von M und κ ˆ1, κ ˆ 2 , K, ˆ = Φ(M ) M κ1 (p) = κ ˆ 1 (Φ(p)) , κ2 (p) = κ ˆ 2 (Φ(p)) , ˆ ˆ K(p) = K(Φ(p)) , H(p) = H(Φ(p)) . (xi) Ein Wechsel des Koordinatensystems liefert einen Basiswechsel im Tangentialraum und die Kr¨ ummungsgr¨ oßen sind als Invarianten einer linearen Abbildung definiert.
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Allgemein gilt f¨ ur die Normalkr¨ ummungen κN , κ ˆN : κN (p, v) = κN (Φ(p), Av) und die Eigenvektoren der Weingartenabbildungen sind u ¨ ber vˆ = Av verbunden. Definition 4.35. Sei M eine Fl¨ache und p ∈ M . Dann heißt p   elliptisch K(p) > 0        hyperbolisch    K(p) < 0 parabolisch K(p) = 0 und Lp 6= 0 ⇐⇒    Flachpunkt  L =0       p Nabelpunkt κ1 (p) = κ2 (p)



Insbesondere ist ein Nabelpunkt entweder elliptisch oder ein Flachpunkt und f¨ ur die Weingartenabbildung gilt dann Lp ∼ id. Bemerkung 4.36. Ist α : U → M eine Parametrisierung der Fl¨ache M um p = α(u0 ), dann gilt f¨ ur die Entwicklung von α um u0 ∂α ∂α (u0 ) + u2 2 (u0 ) 1 ∂u ∂u 1 1 2 ∂2α 1 2 2 ∂2α + (u ) (u0 ) + (u ) (u0 ) 2 ∂(u1 )2 2 ∂(u2 )2 ∂2α + u1 u2 1 2 (u0 ) + f (u) ∂u ∂u



α(u + u0 ) = α(u0 ) + u1



mit



lim f (u)2 u→(0,0) kuk



= 0. Betrachten wir nun das Skalarprodukt mit N (p), so



ergibt sich bis zur Ordnung 2 D



N



(α)



E



1 (p), α(u + u0 ) − α(u0 ) = 2







u1 u2



T



IIp(α)



 1 u . u2



Fassen wir nun die Tangentialebene als Koordinatenebene auf mit Koordina∂α ∂α tenachsen ∂u 1 (p) und ∂u2 (p) und RN (p) als dazu senkrechte Achse, dann ist M um p in zweiter Ordnung ein Graph in diesem Koordinatensystem. Die Schnitte des Graphen mit zu der Koordinatenebene parallelen Ebenen sind die Quadriken ( )  1  1 T 2 1 u (α) u QC := u ∈ R IIp =C . u2 2 u2 Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Eine solche Quadrik heißt auch Dupinsche Indikatrix. Die Quadriken QC sind Ellipsen bzw. Hyperbeln, wenn p elliptisch bzw. hyperbolisch ist, siehe Abbildung 15.(xii) Ist p parabolisch oder ein Flachpunkt, so l¨asst sich der Verlauf der Fl¨ache lokal nicht mit Hilfe der Entwicklung zweiter Ordnung beschreiben. Vergleiche etwa die Fl¨ ache die bei Rotation der Funktion y = 2 − x4 f¨ ur x ∈ ] − 1, 1[ um die x-Achse entsteht (genauer dem Punkt zu x = 0), mit dem Zylinder √ 2 u ber der ebenen Kurve y = 1 + 1 − x (genauer dem Punkt zu x = 0). ¨ Abbildung 15: Elliptischer bzw. hyperbolischer Punkt



Satz 4.37. Ist M eine zusammenh¨ angende Fl¨ ache, die nur aus Nabelpunkten besteht, so ist M Teimenge einer Sph¨ are oder einer Ebene. Beweisskizze. Es sei α : U → M eine Parametrisierung und p ∈ α(U ). Dann ist f¨ ur alle w ∈ Tp M laut Voraussetzung dp N (w) = λ(p)w. Schreiben wir ∂α 2 ∂α 1 2 w = w1 ∂u 1 (p) + w ∂u2 (p) und setzen (w , w ) = (1, 0), (0, 1), dann ist das ∂N (α) ∂α (p) = λ(p) 1 (p) , 1 ∂u ∂u



∂N (α) ∂α (p) = λ(p) 2 (p) . 2 ∂u ∂u



Ableiten des ersten Ausdruck nach u2 und des zweiten nach u1 liefert mit ∂λ ∂α ∂λ ∂α dem Lemma von Schwarz ∂u 1 ∂u2 = ∂u2 ∂u1 und wegen der linearen Un(xii) Die Grafiken sind aus der Mathematischen Modellsammlung der Technischen Universit¨ at Dresden u ¨bernommen: http://www.math.tu-dresden.de/modellsammlung/
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∂λ ∂λ abh¨ angigkeit schließlich ∂u 1 = ∂u2 = 0. Damit ist λ α(U ) = const und, da M zusammenh¨ angend ist, sogar λ = const auf ganz M . (α)



(α)



Ist nun λ = 0, so ist ∂N = ∂N = 0 also N (α) = N0 = const und wie ∂u1 ∂u2 oben sogar N = N0 . Damit ist dann M ⊂ p + {x | hx, N0 i = 0}.



Ist λ 6= 0, dann hat die Abbildung X = idM − λ1 N die lokale Form X (α) = (α) ∂α 1 ∂N (α) α − λ1 N (α) und es gilt ∂X = ∂u = 0 f¨ ur j = 1, 2. Nun folgt j + λ ∂uj ∂uj (α) X = X0 = const und wieder wie oben sogar X = X0 . Damit ist dann kp − X0 k2 = λ12 also M ⊂ S 21 (X0 ).   λ



Kr¨ ummungslinien waren definiert, als diejenigen Kurven entlang derer κN maximal bzw. minimal ist. Analog dazu schauen wir uns als n¨achstes Kurven an, entlang derer κN verschwindet. Definition 4.38. Es sei M eine Fl¨ache. 1. v ∈ Tp M heißt Asymptotenrichtung, wenn κN (p, v) = 0, also IIp (v, v) = Ip (Lp (v), v) = 0 . ur 2. Eine Kurve c : I → M heißt Asymptotenlinie, wenn c0 (t) ∈ Tc(t) M f¨ alle t ∈ I eine Asymptotenrichtung ist.



4.5



Beispiel: Regelfl¨ achen



Definition 4.39. Es sei c : I → R3 eine Kurve und v : I → R3 \ {0} ein Vektorfeld. Wenn durch die Abbildung α : I × R → R3 ,



α(t, s) := c(t) + sv(t)



ein parametrisiertes Fl¨ achenst¨ uck definiert ist, so heißt dieses Regelfl¨ ache. Die Kurve c heißt Leitkurve und die Gerade Et := R · v(t) heißt Erzeugende. Bemerkung 4.40. Die Abbildung α definiert lokal um den Punkt α(s, t) ein F¨ achenst¨ uck, wenn 



∂α











(t, s) × ∂α (t, s) = c0 (t) + sv 0 (t) × v(t) 6= 0 .



∂t



∂s Beispiel 4.41.



1. Zylinder: v(t) = v0 .
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   cos t 1 Z.B. liefert c(t) =  sin t  und v0 = 0, also 0 1 



 s + cos t α(t, s) =  sin t  , s



einen schiefen Zylinder u ¨ ber der Kreislinie in der xy-Ebene, siehe Abbildung 16(a). 2. Kegel: v(t) = c(t) − v0 .     cos t 0 Z.B. liefert c(t) =  sin t  und v0 = 0, also 0 1 



 (s + 1) cos t α(t, s) =  (s + 1)sint  , −s



einen Doppelkegel mit Spitze im Punkt (0, 0, 1), siehe Abbildung 16(b). In der Spitze zum Parameter s = −1 gilt insbesondere (c0 + sv 0 ) × v = 0. 3. Tangentenfl¨ ache: v(t) = c0 (t).



  cos t Z.B. liefert die Schraubenlinie c(t) =  sin t , also t 



 cos t − s sin t α(t, s) = sin t + s cos t , t+s



die so genannte Schraubtorse, siehe Abbildung 16(c). F¨ ur diese Abbil0 0 0 dung gilt (c +sv )×v = sv ×v, so dass entlang der Leitkurve, Parameter s = 0, das Bild von α keine Fl¨ache ist. Dies ist eine Eigenschaft, die f¨ ur alle Tangentenfl¨ achen gilt.
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Abbildung 16: Spezielle Regelfl¨achen (a) Zylinder



(b) Kegel



(c) Tangentenfl¨ ache



Bemerkung 4.42. 1. Das Bild von α muss nicht unbedingt eine Fl¨ache sein. Auch wenn das Bild von α eine Fl¨ache ist, dann muss α keine Parametrisierung der Fl¨ache sein. Zum Beispiel liefert α : R2 → R3



  1 + s cos( 2t )  cos(t) α(t, s)  1 + s cos( 2t ) sin(t)  s sin( 2t ) 



eine parametrisiertes Fl¨achenst¨ uck, also eine Regelfl¨ache. Das Bild ist jedoch keine Fl¨ ache, da es Selbstdurchdringungen hat. Die Einschr¨ankung des Definitionsbereiches auf R × ] − 21 , 12 [ liefert als Bild eine Fl¨ache, n¨ amlich das M¨ obiusband. Die Einschr¨ankung auf ]0, 2π[ × ] − 21 , 21 [ liefert sogar eine Parametrisierung eines Teils des M¨obiusbandes. 2. In speziellen F¨ allen erlauben wir singul¨are Punkte, das sind Punkte in denen (c0 + sv 0 ) × v = 0 ist. Siehe z.B. die Spitze des Doppelkegels im Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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obigen Beispiel 2 oder die Leitkurve als Teilmenge der Tangentenfl¨ache im obigen Beispiel 3. 3. Eine Umparametrisierung der Leitkurve ist eine zul¨assige Umparametrisierung der Fl¨ ache. Also darf man c – falls regul¨ar – als auf Bogenl¨ange parametrisiert annehmen. 4. Die Umparametrisierung (t, s) 7→ (t, kv(t)ks) ist eine zul¨assige Umparametrisierung der Fl¨ ache. Also darf man v als normiert annehmen, so 2 3 dass v : I → S ⊂ R . Satz 4.43. Es sei α(t, s) = c(t) + sv(t) mit kv(t)k = 1 die Parametrisierung einer Regelfl¨ ache. Dann ist die Leitkurve nicht eindeutig, aber es gibt ausgezeichnete Leitkurven: 1. Es gibt Leitkurven c˜, f¨ ur die c˜0 (t) ⊥ v(t) ist. Sei dazu



c˜(t) := c(t) −



Z



t



t0



0



hc (τ ), v(τ )idτ







v(t) .



¨ Eine Anderung von t0 liefert dann eine parallel verschobene Kurve. ur die cˆ0 (t) ⊥ v 0 (t) ist. Diese 2. Ist kv 0 (t)k 6= 0 so gibt eine Leitkurve cˆ, f¨ ist eindeutig und unabh¨ angig von der Leitkurve c mit der man gestartet ist. Diese nennen wir ausgezeichnete Leitkurve. Sei dazu cˆ(t) = c(t) − Satz 4.44.



hc0 (t), v 0 (t)i v(t) . kv 0 (t)k2



1. Die erste Fundamentalform einer Regelfl¨ ache erf¨ ullt E = kc0 k2 + s2 kv 0 k2 + 2shc0 , v 0 i , F = hc0 , vi + shv 0 , vi ,



G = kvk2 .



2. Die zweite Fundamentalform einer Regelfl¨ ache erf¨ ullt  det(c00 , c0 , v) + s det(v 00 , c0 , v) + det(c00 , v 0 , v) + s2 det(v 00 , v 0 , v) √ , `= EG − F 2 det(v 0 , c0 , v) m= √ , EG − F 2 n = 0. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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3. F¨ ur die Gauß-Kr¨ ummung einer Regelfl¨ ache gilt damit  det(c0 , v, v 0 ) 2 K=− ≤ 0, EG − F 2



so dass eine Regelfl¨ ache keine elliptischen Punkte hat. Bemerkung 4.45. Es sei die Regelfl¨ache mit Hilfe der ausgezeichneten Leitkurve parametrisiert und gelte kvk = 1. Dann ist c0 ⊥ v 0 und v ⊥ v 0 , also c0 × v v 0 . Damit gibt es eine Funktion η, die duch c0 (t) × v(t) = η(t)v 0 (t) definiert ist. In Termen dieser Funktion ist det(I(t, s)) = (η 2 (t) + s2 )kv 0 (t)k2 also K(t, s) = −



η(t) kv 0 (t)k und m = p , η 2 (t) + s2



η 2 (t) . (η 2 (t) + s2 )2



Insbesondere ist η konstant entlang der Erzeugenden Et . ∂α Die Fl¨ ache ist singlul¨ ar – d.h. ∂α angig – genau in ∂t und ∂s sind linear abh¨ 2 2 den Punkten mit η (t) = s = 0, also in den Punkten c(t) der Leitkurve mit η(t) = 0.



Insbesondere ist also K = 0 genau auf den Erzeugenden, die durch diese singul¨ aren Punkte gehen. Definition 4.46. 1. Eine Erzeugende Et einer Regelfl¨ache heißt torsal, wenn die Tangentialfl¨ ache entlang der Erzeugenden konstant ist. 2. Eine Regelfl¨ ache heißt Torse, wenn alle Erzeugenden torsal sind. Satz 4.47. Eine Erzeugende Et einer Regelfl¨ ache ist genau dann torsal, wenn K(t, s) = 0 f¨ ur alle s. Eine Regelfl¨ ache ist genau dann eine Torse, wenn K = 0, d.h. wenn die Menge {c0 (t), v(t), v 0 (t)} stets linear abh¨ angig ist. Der letzte Punkt liefert uns nun die M¨oglichkeit zur Klassifikation: Bemerkung 4.48. Die Standard-Torsen sind 1. Zylinder: v(t), v 0 (t) linear abh¨angig Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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2. Kegel: v(t), v 0 (t) linear unabh¨angig und c0 (t) = α(t)v(t) + β(t)v 0 (t) mit α(t) = β 0 (t). 3. Tangentenfl¨ ache: v(t), v 0 (t) linear unabh¨angig und c0 (t) = α(t)v(t) + β(t)v 0 (t) mit α(t) − β 0 (t) 6= 0. Es gibt Torsen, die Mischformen aus den obigen Standardbeispielen sind.
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Innere Geometrie von Fl¨ achen Eigenschaften der Richtungsableitung von Vektorfeldern



Es sei M eine Fl¨ ache und Y : M → R3 ein glattes Vektorfeld. Bez¨ uglich einer Parametrisierung α : U → M hat seine lokale Variante Y (α) = Y ◦ α die Form Y (α) = Y 1



∂α ∂α + Y 2 2 + Y 3 N (α) 1 ∂u ∂u



mit drei lokalen Funktionen Y i : U → R. Definition 5.1. Es sei M eine Fl¨ache, p ∈ M und v ∈ Tp M ein Tangentialvektor, dann ist die Richtungsableitung von Y in Richtung v durch d Dv Y := (Y ◦ c)(t) dt t=0



definiert. Hierbei ist c : ] − , [ → M eine Kurve mit c(0) = p und c0 (0) = v. Die Richtungsableitung ist unabh¨angig von der Wahl der Kurve c mit den angegeben Eigenschaften. 1 ∂α 2 ∂α Ist v in der Form v = Dα−1 (p) α vv2 = v 1 ∂u 1 (p) + v ∂u2 (p) gegeben und ist p = α(u0 ), so berechnet sich die Richtungsableitung von Y in Richtung v gem¨ aß 1 Dv Y = DY (α) (u0 ; vv2 ) d = Y (α) (u10 + tv 1 , u20 + tv 2 ) dt t=0  1  2 X ∂Y 2 ∂α ∂Y 3 ∂Y ∂α = vi + + N ∂ui ∂u1 ∂ui ∂u2 ∂ui i=1   2 2 2 X i 1 ∂ α 2 ∂ α 3 ∂N + v Y +Y +Y , ∂ui ∂u1 ∂ui ∂u2 ∂ui



i=1



wobei auf der rechten Seite alles als in p bzw. u0 = α−1 (p) ausgewertet zu verstehen ist. Die Normalenkomponente dieser Ableitung ist dann(xiii) hDv Y, N i = Dv Y 3 + II(v, Y tang ) (xiii) Hier und im Folgenden bezeichnen wir f¨ ur eine Funktion f : M → R ihre Richtungsableitung in Richtung v ebenfalls mit Dv f .



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



5 Innere Geometrie von Fl¨ achen



66



wobei Y tang = Y −hY, N iN hier und im Folgenden die Tangentialkomponente des Vektorfeldes Y bezeichnet. Insgesamt liefert das die folgende Bemerkung. Bemerkung 5.2. 1. Die Richtungsableitung eines Vektorfeldes Y auf M in Richtung v ∈ Tp M berechnet sich gem¨aß Dv Y =



2 2  ∂ 2 α tang X X ∂α ∂N i j + + Y v Y 3vi i ∂ui ∂ui ∂uj ∂u i=1 i,j=1 i=1  + Dv Y 3 + II(v, Y tang ) N



2 X



Dv Y i



2. Ist Y selbst tangential so reduziert sich das zu Dv Y =



2 X i=1



Dv Y i



2  ∂ 2 α tang X ∂α i j + Y v + II(v, Y )N ∂ui ∂ui ∂uj i,j=1



3. Ist Y tangential, so nicht unbedingt Dv Y . Bemerkung 5.3. 1. Ist X ein tangentiales Vektorfeld und Y ein Vektorfeld auf M , so bezeichnet DX Y das Vektorfeld mit DX Y (p) := DX(p) Y . 2. Ist f : M → R eine Funktion, X1 , X2 tangentiale Vektorfelder auf M und Y1 , Y2 Vektorfelder auf M . Dann gelten die folgenden Rechenregeln: DX1 +X2 Y = DX1 Y + DX2 Y , DX (Y1 + Y2 ) = DX Y1 + DX Y2 , Df X Y = f DX Y , DX (f Y ) = (DX f )Y + f DX Y 3. Es ist D ∂α



∂ui



∂α ∂2α = . ∂uj ∂ui ∂uj



4. Sind Y, Z Vektorfelder und X ein tangentiales Vektorfeld auf M , so gilt DX hY, Zi = hDX Y, Zi + hY, DX Zi . Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Definition 5.4. Sind X und Y tangentiale Vektorfelder auf M , dann bezeichnen wir den Ausdruck [X, Y ] = DX Y − DY X als Kommutator von X und Y . Satz 5.5 (Eigenschaften des Kommutators). 1. Sind X, Y tangentiale Vektorfelder und f : M → R eine glatte Funktion, so ist [X, Y ] = −[Y, X] ,



[f X, Y ] = f [X, Y ] − (DY f )X . 2. Es sei α eine Parametrisierung der Fl¨ ache M . Dann gilt f¨ ur die lokalen Basisfelder   ∂α ∂α , = 0. ∂ui ∂uj 3. Sind X und Y tangential, so auch der Kommutator [X, Y ]. Sind ∂α ∂α ∂α ∂α n¨ amlich Y = Y 1 1 + Y 2 2 und X = X 1 1 + X 2 2 , so ist ∂u ∂u ∂u ∂u  2  j j X ∂α i ∂X i ∂Y −Y . [X, Y ] = X i i ∂u ∂u ∂uj i,j=1



4. Sind X, Y und Z tangentiale Vektorfelder, dann gilt [[X, Y ], Z] + [[Z, X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0



5.2



Tensorialit¨ at, Metrik und 1-Formen



Wir haben uns schon in Abschnitt 4, genauer in Definition 4.3 und Bemerkung 4.4, mit Abbildungen besch¨aftigt, die eine spezielle Gestalt haben. Definition 5.6. 1. Wir sagen, eine Zuordnung M 3 p 7→ Φp ist vom Typ (k, 0), wenn es eine festes k gibt, so dass f¨ ur jedes p ∈ M die Abbildung Φp von der Form k-mal



z }| { Φp : Tp M × . . . × Tp M → R



ist, sie außerdem R-linear in jedem ihrer k Argumente und glatt ist. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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2. Wir sagen, die Zuordnung p 7→ Φp ist vom Typ (k, 1), wenn es ein k gibt, so dass f¨ ur alle p ∈ M die Abbildung Φp von der Form k-mal



z }| { Φp : Tp M × . . . × Tp M → Tp M



und R-linear in jedem ihrer k Argumente ist. 3. Wir lassen k = 0 zu und ersetzen in diesem Fall den Definitionsbereich durch M . 4. Die Menge aller Abbildungen auf M vom Typ (k, 0) bezeichnen wir mit T0k (M ), die vom Typ (k, 1) mit T1k (M ). Insbesondere ist T00 = C ∞ (M ) die Menge der glatten Funktionen auf M und T10 (M ) = X(M ) die Menge der tangentialen Vektorfelder an M , siehe auch Definition 5.16 und Bemerkung 5.17. Satz 5.7. Es bezeichne Tbk (M ) die Menge aller in jedem Argument C ∞ (M )linearen Abbildungen k-mal



z }| { b : X(M ) × . . . X(M ) → Φ



( C ∞ (M ) X(M )



falls  = 0 . falls  = 1



Dann gibt es eine Bijektion Tk (M ) ' Tbk (M ) .



Beweisansatz: 1) Haben wir eine Abbildung Φ ∈ Tk (M ) so definieren wir b ∈ Tbk (M ) f¨ Φ ur X1 , . . . , Xk ∈ X(M ) durch b 1 , . . . , Xk )(p) := Φp (X1 (p), . . . , Xk (p)) . Φ(X



b ∈ Tk (M ) gegeben dann definiere Φ ∈ Tk (M ) f¨ 2) Ist Φ ur v1 , . . . , vk ∈ Tp M durch b 1 , . . . , Xk )(p) Φp (v1 , . . . , vk ) := Φ(X



mit X1 , . . . , Xk ∈ X(M ) mit Xj (p) = vj f¨ ur alle 1 ≤ j ≤ k. Dazu m¨ ussen wir nun noch zeigen, dass die rechte Seite der Definition nicht von der Wahl der Vektorfelder abh¨angt. Mit anderen Worten, die Auswertung b 1 , . . . Xk ) einer Abbildung Φ b ∈ Tbk (M ) in p ∈ M h¨angt nur von den Φ(X Werten der Vektorfelder im Punkt p ab. Der Beweis geschieht ebenfalls Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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b 1 , . . . , Xk ) auf einer Menge in zwei Schritten: i) Zeige zun¨achst, dass Φ(X U ⊂ M verschwindet, wenn eines der Vektorfelder dort verschwindet. ii) b 1 , . . . , Xk )(p) verschwindet, wenn eines der Vektorfelder Zeige dann, dass Φ(X in p verschwindet.



Definition/Bemerkung 5.8 (Metrik auf einer Fl¨ache). • Es sei g eine Abbildung, die jedem p ∈ M ein Skalarprodukt auf Tp M zuordnet. Dann ist insbesondere g ∈ T02 (M ). Wir identifizieren g mit Hilfe des vorigen Satzes mit der zugeh¨origen C ∞ -linearen Abbildung(xiv) g : X(M ) × X(M ) → C ∞ (M ). Solch eine Abbildung g nennen wir Metrik auf der Fl¨ ache M .



• Eine Abbildung Φ ∈ T02 (M ) heißt nicht-entartet, wenn Φp nicht-entartet ist f¨ ur alle p, d.h: ist Φp (v, w) = 0 f¨ ur alle w ∈ Tp M so ist v = 0 ¨ • Aquivalent dazu gilt: Φ ist nicht-entartet, wenn Φ(X, Y ) = 0 f¨ ur alle Y ∈ X(M ) so ist X(p) = 0 f¨ ur alle p ∈ M . Beispiel 5.9. 1. Die erste Fundamentalform von M ist eine Metrik auf der Fl¨ ache. 2. Es sei M die Fl¨ ache die als Nullstellengebilde der Funktion f (x, y, z) = x2 + y 2 − z 2 + 1



  1 0 0 gegeben ist. Dann ist die Einschr¨ankung der Bilinearform 0 1 0  0 0 −1 des R3 auf die Tangentialr¨aume von M eine Metrik auf M . Definition 5.10. Die Menge Ω1 (M ) := T01 (M ) heißt die Menge der 1Formen auf M . Satz 5.11. 1. Es sei Ψ ∈ T02 (M ) nicht-entartet und ω ∈ Ω1 (M ). Dann gibt es genau ein Vektorfeld Xω ∈ X(M ) mit Ψ(Xω , Y ) = ω(Y ) f¨ ur alle Y ∈ X(M ). Ψ definiert einen C ∞ -linearen Isomorphismus zwischen X(M ) und Ω1 (M ). (xiv)



Wir werden ab jetzt die Abbildung Φ ∈ Tk (M ) und ihren Partner in Tbk (M ) mit dem selben Symbol bezeichnen. Außerdem verzichten wir auch bei den Mengen selbst auf den Akzent.
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2. Es sei Ψ ∈ T02 (M ) nicht-entartet. Dann gilt die folgende unmittelbare Verallgemeinerung der vorigen Aussage: Ψ definiert einen Isomorphismus zwischen T1k (M ) und T0k+1 (M ). Beweisansatz: Da in der definierenden Gleichung beide Seiten nur von dem Wert von Y im Punkt p abh¨angen, schauen wir uns punktweise auf allen Tangentialr¨ aumen die Gleichung Ψp (vp , Y (p)) = ωp (Y (p)) an. Hier ist dann ωp ein Element das Dualraums (Tp M )∗ von Tp M und Ψp eine nicht-entartete Bilinearform auf Tp M . Es greift nun die folgende Aussage der linearen Algebra: Eine nicht-entartete Bilinearform auf einem Vektorraum V liefert einen Isomorphismus zwischen V und V ∗ . Dann ist vp ∈ Tp M der Vektor, der mit Hilfe des durch Ψp gegebenen Isomorphismus dem Element ωp des Dualraums zugeordnet wird. Die Zuordnung Xω : p 7→ Xω (p) := vp ist dann ein glattes Vektorfeld. Bemerkung 5.12. Es sei ω ∈ Ω1 (M ) und Ψ ∈ T02 (M ) nicht-entartet. Weiter sei α : U → M eine Parametrisierung mit lokalen Vektorfeldern ∂α ∂α e1 := ∂u 1 , e2 := ∂u2 , die punktweise die kanonische Basis von Tp M liefern. Wir betrachten die Funktionen ω1 := ω(e1 ) und ω2 := ω(e2 ) und die Matrix (α) Ψ(α) deren Eintr¨ age die Funktionen Ψij = Ψ(ei , ej ) sind. Insbesondere ist Ψ nicht-entartet, wenn diese Matrix in jedem Punkt regul¨ar ist. Dann sind die (α) Komponenten des lokalen Vektorfeldes Xω = X 1 e1 + X 2 e2 gegeben durch −1   X 1 , X 2 = ω1 , ω2 Ψ(α)



5.3



Die kovariante Ableitung, Zusammenhang und Kru ¨ mmung



Definition 5.13. Es sei M eine Fl¨ache, Y ein Vektorfeld und X ein tangentiales Vektorfeld auf M . Der Ausdruck ∇X Y := (DX Y )tang heißt die kovariante Ableitung von Y in Richtung X. Bemerkung 5.14. Ist Y ebenfalls tangential, so gilt ∇X Y = DX Y − II(X, Y )N . Satz 5.15 (Eigenschaften der kovarianten Ableitung). Es sei f : M → R eine Funktion, Y, Y1 , Y2 Vektorfelder und X, X1 , X2 tangentiale Vektorfelder auf M . Dann gilt Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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C ∞ -Linearit¨ at im ersten Argument“.



2. ∇X (Y1 + Y2 ) = ∇X Y1 + ∇X Y2 Additivit¨ at im zweiten Argument“. ” 3. ∇X (f Y ) = (DX f )Y + f ∇X Y Leibnizregel bzw. Produktregel im zwei” ten Argument“.(xv) 4. Wegen 2. und 3. ist ∇X Y R-linear im zweiten Argument. 5. Wegen dN (v) ∈ Tp M f¨ ur v ∈ Tp M ist DX N = dN (X) tangential, also ∇X N = DX N = −L(X) . 6. Sind Y1 , Y2 tangential so gilt  DX I(Y1 , Y2 ) = I(∇X Y1 , Y2 ) + I(Y1 , ∇X Y2 )



Vertr¨ aglichkeit mit der ersten Fundamentalform“. ” 7. Sind X, Y tangential so ist [X, Y ] ebenfalls tangential und es gilt [X, Y ] = ∇X Y − ∇Y X Torsionsfreiheit“. ” Definition 5.16. Wir bezeichnen mit X(M ) die Menge der tangentialen Vektorfelder auf M . Bemerkung 5.17.



1. X(M ) ist ein C ∞ -Modul. Das heißt:



(a) Die tangentialen Vektorfelder mit der Addition bilden eine Gruppe, (b) Multipliziert man ein tangentiales Vektorfeld mit einer Funktion, so erh¨ alt man wieder ein tangentiales Vektorfeld. Insbesondere ist X(M ) ein reeller Vektorraum. 2. Auf X(M ) ist durch [X, Y ] eine schiefsymmetrische Multiplikation erkl¨ art. Diese Abbildung ist R-bilinear und das macht X(M ) zu einer R-Algebra. 3. Gem¨ aß Satz 5.5 gilt f¨ ur alle X, Y, Z ∈ X(M ) die Identit¨at [[X, Y ], Z] + [[Z, X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0. Durch diese zus¨atzliche Eigenschaft wird X(M ) zu einer so genannten Lie-Algebra.(xvi) (xv) (xvi)



Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) Marius Sophus Lie (1842-1899)
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Definition 5.18. Eine Abbildung b : X(M ) × X(M ) → X(M ) , ∇



b : (X, Y ) 7→ ∇ b XY , ∇



mit den Eigenschaften 1.,2. und 3. aus Satz 5.15 heißt Zusammenhang auf der Fl¨ ache M . ache und g eine Metrik auf M . Dann gibt es Satz 5.19. Es sei M eine Fl¨ genau einen Zusammenhang ∇g auf M , der mit g vertr¨ aglich und torsionsfrei ist, d.h.  DX g(Y1 , Y2 ) = g(∇gX Y1 , Y2 ) + g(Y1 , ∇gX Y2 ) , [X, Y ] = ∇gX Y − ∇gY X .



Dieser heißt Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g).(xvii) Beweisskizze. Man zeigt, dass, wenn dieser Zusammenhang existiert, er die so genannte Koszul-Formel (xviii) erf¨ ullen muss:  1 g(∇gX Y, Z) = DX (g(Y, Z)) + DY (g(X, Z)) − DZ (g(X, Y )) 2 (1)  − g(X, [Y, Z]) − g(Y, [X, Z]) − g(Z, [Y, X]) Wir bezeichnen die Funktion auf der rechten Seite mit ωXY (Z) und sehen, dass die Zuordnung X(M ) 3 Z 7→ ωXY (Z) ∈ C ∞ (M ) C ∞ -linear ist und somit ωXY ∈ Ω1 (M ). Mit Satz 5.11 sei nun ∇gX Y das eindeutig definierte Vektorfeld, das mit Hilfe der Metrik g der 1-Form ωXY zugeordnet ist. Nun muss man noch nachweisen, dass die so definierte Abbildung (X, Y ) 7→ ∇gX Y tats¨ achlich die Eigenschaften 1., 2. und 3. aus Satz 5.15 hat.  b ein Zusammenhang auf M . Definition 5.20. Es sei M eine Fl¨ache und ∇ b ∇ Dann heißt R : X(M ) × X(M ) × X(M ) → X(M ) mit b b X∇ bY Z − ∇ bY ∇ b XZ − ∇ b [X,Y ] Z R∇ (X, Y, Z) := ∇



b der Kr¨ ummungstensor des Zusammenhangs ∇.



b b Dann ist R∇ Satz 5.21. Es sei M eine Fl¨ ache mit Zusammenhang ∇. ∈ T13 (M ), also C ∞ -linear in jedem Argument. (xvii)



(xviii)



Tullio Levi-Civita (1873-1941) Jean-Louis Koszul (*1921)



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



5 Innere Geometrie von Fl¨ achen



73



Beispiel 5.22. 1. Es sei M eine Fl¨ache. Dann ist die kovariante Ableitung ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang der Fl¨ache bez¨ uglich der ersten Fundamentalform der Metrik, siehe Definition 5.13 und Satz 5.15. 2. Fassen wir die kovarianten Ableitung der Fl¨ache in diesem Sinne als Zusammenhang auf, so k¨onnen wir auch ihre Kr¨ ummung definieren. Diese bezeichnen wir einfach mit R und sprechen von der Kr¨ ummung der kovarianten Ableitung. Bemerkung 5.23. 1. Es sei M eine ache und α P : U → M eine ParaP iFl¨ ∂α ∂α metrisierung und es seien Y = Y ∂u und X = X i ∂u i i die lokalen i



i



Darstellungen der tangentialen Vektorfelder Y und X. Dann ist ! X ∂Y j X j k ∂α i ∇X Y = X + Γik Y ∂ui ∂uj ij



k



wobei die Γjik : U → R als Koeffizienten der kovarianten Ableitung der Basisvektoren definiert sind: X j ∂α ∂α ∇ ∂α = Γik j . k ∂u ∂ui ∂u j



2. Wir schreiben im Folgenden ∇i Y oder Di Y wenn wir in Richtung des ∂α Vektorfeldes ∂u i ableiten. Wegen  ∂α tang  ∂ 2 α tang ∂α ∇i j = Di j = ∂u ∂u ∂ui ∂uj ist Γkij = Γkji . 3. Wir schreiben f¨ ur die verschieden lokalen Matrizen (α)



(α)



(α)



ij (I (α) )−1 IIij = hij , Lij = Li j . ij = g , P Dann ist insbesondere gik g kj = δij mit dem Kronecker-Symbol(xix) k ( 1, falls i = j δij := . Die Beziehung zwischen erster Fundamental0, falls i 6= j form, zweiter Fundamentalform und Weingarten Abbildung ist dann X Li j = hik g kj .



Iij = gij ,



k



(xix)



Leopold Kronecker (1823-1891)



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



5 Innere Geometrie von Fl¨ achen



74



4. Die Koszul-Formel (1) liefert X 1  ∂gi` ∂gj` ∂gij  Γkij gk` = + − 2 ∂uj ∂ui ∂u` k



oder Γkij =



1 X k`  ∂gi` ∂gj` ∂gij  + − g 2 ∂uj ∂ui ∂u` `



Definition 5.24. Es sei M eine Fl¨ache und α : U → M eine Parametrisierung. Dann heißen die Komponenten Γkij : U → R der kovarianten Ableitung der kanonischen Basis die Christoffelsymbole 1. Art.(xx) Die Christoffelsymbole 2. Art sind durch 1  ∂gi` ∂gj` ∂gij  + − Γij;` := 2 ∂uj ∂ui ∂u` definiert. Die beiden Definitionen sind u ¨ber X X Γkij = g k` Γij;` oder Γij;k = gk` Γ`ij `



`



verkn¨ upft. Bemerkung 5.25. In der alten Schreibweise mit Hilfe der Komponenten E, F, G der ersten Fundamentalform lauten die Gleichungen, die die Christoffelsymbole definieren, wie folgt:        ∂E 1 Γ E F Γ ∂u1  11;1  =    11  = 1   ∂F ∂E 2 2 Γ11;2 F G Γ11 2 ∂u1 − ∂u2        ∂E 1 Γ E F Γ  12;1  =    12  = 1  ∂u2  2 ∂G Γ12;2 F G Γ212 ∂u1        ∂F ∂G Γ22;1 E F Γ122 2 ∂u 1 2 − ∂u1  =   =   ∂G 2 Γ F G Γ2 22;2



22



∂u2



Bemerkung 5.26. 1. Die lokalen Koordinaten des Kr¨ ummungstensors R der kovarianten Ableitung sind definiert durch  ∂α ∂α ∂α  X ∂α R , , = Rijk ` ` ∂ui ∂uj ∂uk ∂u `



(xx)



Elwin Bruno Christoffel (1829-1900)
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und lassen sich wie folgt berechnen: Rijk ` =



∂Γ`jk X m `  ∂Γ`ik ` − + Γjk Γim − Γm ik Γjm . j i ∂u ∂u m



2. Mit Hilfe von Satz 5.12 und der ersten Fundamentalform definieren wir ˜ : X(M ) × X(M ) × X(M ) × X(M ) → C ∞ (M ) durch die Abbildung R ˜ R(X, Y, Z, T ) = I(R(X, Y, Z), T ) . ˜ dual zu R ist, nennen wir ebenfalls R ˜ Kr¨ Da R ummungstensor, da in der Regel aus dem Kontext klar ist, welche Variante gemeint ist. ˜ die Koordinaten Bez¨ uglich einer Parametrisierung hat R ˜ Rijk` = R



 ∂α ∂α ∂α ∂α  X = , , , g`m Rijk m . ∂ui ∂uj ∂uk ∂u` m



Satz 5.27. Der Kr¨ ummungstensor der kovarianten Ableitung hat f¨ ur X, Y, Z, T ∈ X(M ) die folgenden Symmetrien ˜ ˜ i) R(X, Y, Z, T ) = −R(Y, X, Z, T ), ˜ ˜ ii) R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z), ˜ ˜ iii) R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T, X, Y ), ˜ ˜ ˜ iv) R(X, Y, Z, T ) + R(Z, X, Y, T ) + R(Y, Z, X, T ) = 0. Identit¨ at iv) ist gleichbedeutend mit R(X, Y, Z) + R(Z, X, Y ) + R(Y, Z, X) = 0 . In Termen der Koordinaten schreiben sich die Symmetrien als Rijk` = −Rjik` , Rijk` = Rk`ij ,



Rijk` = −Rij`k ,



Rijk` + Rkij` + Rjki` = 0 .



ur den Kr¨ ummungstensor Bemerkung 5.28. Der obige Satz gilt genauso f¨ g des Levi-Civita-Zusammenhangs ∇ zu einer beliebigen Metrik g auf M .
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Beweis: Identit¨ at i) folgt direkt aus der Definition. Aus i), ii) und iv) folgt unmittelbar iii), denn 2Rijk` = Rijk` + Rijk` = −Rjik` − Rij`k



= Rikj` + Rkji` + Rj`ik + R`ijk . Nach Vertauschen von i und k sowie j und ` erhalten wir 2Rk`ij = Rki`j + Ri`kj + R`jki + Rjk`i = Rikj` + R`ijk + Rj`ik + Rkji` , also dasselbe. Identit¨ at ii) und iv) rechnen wir mit Hilfe der Eigenschaften des Levi-Civita-Zusammenhangs nach. Insbesondere ben¨otigen wir die Torsionsfreiheit und die Vertr¨ aglichkeit mit der Metrik. Wir d¨ urfen uns wegen der ∞ C -Linearit¨ at auf eine lokale Basis beschr¨anken. So gilt mit der Abk¨ urzung ∂α ei = ∂u und mit [e , e ] = 0 sowie ∇ e = ∇ e : i j i j j i i Rijk` + Rkij` + Rjki` = I(∇i ∇j ek , e` ) − I(∇j ∇i ek , e` ) + I(∇k ∇i ej , e` ) − I(∇i ∇k ej , e` ) + I(∇j ∇k ei , e` ) − I(∇k ∇j ei , e` )



(( (( (( (( (( (( I(∇ ,∇ D( I(∇ ,∇ D( =( (( (( i ek( j e` ) j I(∇ i ek , e` ) + ( j ek( i e` ) − ( i I(∇ j ek , e` ) − ( (



(



(



(



(( (( (( (( (( (( I(∇ D( I(∇ ,∇ D( +( (( (( j , ∇i e ` ) i I(∇ i ej( i ej , e` ) − ( k e( k ej , e` ) + ( k e` ) − ( k I(∇ (



(



(



(( (( (( (( (( (( I(∇ ,∇ D( I(∇ D( +( (( (( j ei( j ei , e` ) + ( i , ∇j e ` ) − ( j I(∇ k e` ) , k I(∇ k e( k ei , e` ) − ( (



(



= 0



(



(



(



sowie Rijk` + Rij`k = I(∇i ∇j ek , e` ) − I(∇j ∇i ek , e` ) + I(∇i ∇j e` , ek ) − I(∇j ∇i e` , ek )



(( (( = Di I(∇j ek , e` ) − ( I(∇ ,∇ I(∇ ,∇ (( (( j ek( i e` ) − Dj I(∇i ek , e` ) + ( i ek( j e` ) (



(



(( (( + Di I(∇j e` , ek ) − ( I(∇ ,∇ I(∇ ,∇ (( (( j e`( i ek ) − Dj I(∇i e` , ek ) + ( i e`( j ek ) (



(



= Di I(∇j ek , e` ) − Dj I(∇i ek , e` ) + Di I(∇j e` , ek ) − Dj I(∇i e` , ek ) ( (( (( (( (( (k( (( (( =( D( D( ,∇ D( D( i D( j I(e i I(e j e` ) − ( j I(∇ i ek , e` ) + ( i I(∇ j e` , ek ) k , e` ) − ( (



(



(



(



( (( (( (`( −( D( D( ,∇ j D( i I(e j I(e i ek ) ` , ek ) + ( (



(



= 0.
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Bemerkung 5.29. 1. Identit¨at iii) muss man nicht unbedingt nachrechnen, denn da der Tangentialraum zweidimensional ist, ist jede alternierende dreifach lineare Abbildung dort trivial. Wir haben hier gezeigt, dass iii) unabh¨ angig von diesem algebraischen Argument aus der Definition der kovarianten Ableitung folgt. 2. Wegen der vielen Symmetrien, die die Rijkl haben, und da die Indizes nur die Werte 1 und 2 annehmen, hat der Kr¨ ummungstensor lediglich eine unabh¨ angige Komponente, etwa R1212 . Beispiel 5.30 (Fortsetzung von Beispiel 4.32). Es sei wie dort M die Rotationsfl¨ ache mit erzeugender Kurve γ(t) = (ρ(t), z(t)), also   ρ(t) cos ϕ α(t, ϕ) =  ρ(t) sin ϕ  . z(t)   gtt gtϕ (α) Mit der ersten Fundamentalform I = mit gtϕ gϕϕ gtt = E = kγ 0 k2 ,



gϕϕ = G = ρ2 ,



gtϕ = F = 0



lassen sich die Christoffelsymbole mit Hilfe der Koszul-Formel berechnen: Γtt;t = kγ 0 kkγ 0 k0 , 0



Γtϕ;ϕ = ρρ ,



Γtt;ϕ = 0 ,



Γtϕ;t = 0 , 0



Γϕϕ;t = −ρρ ,



Γϕϕ;ϕ = 0 ,



oder kγ 0 k0 , kγ 0 k ρ0 = , ρ



Γttt = Γϕ tϕ



Γϕ tt = 0 , Γtϕϕ = −



ρρ0 , kγ 0 k2



Γttϕ = 0 , Γϕ ϕϕ = 0 .



Die einzige unabh¨ angige Kr¨ ummungskomponente ist Rtϕtϕ = gϕϕ Rtϕt ϕ  ∂Γϕ  ∂Γϕ ϕt ϕ ϕ ϕ ϕ t ϕ tt − + Γtϕt Γϕ + Γ = gϕϕ Γ − Γ Γ − Γ Γ tt ϕt tt ϕt tϕ tt ϕϕ ∂t ∂ϕ  ρ0 2  ρ 0 0 kγ 0 k0 ρ0 − ρ2 0 + ρ2 = ρ2 ρ kγ k ρ ρ 00 0 00 0 ρ ρ +z z 0 = ρρ00 − ρρ kγ 0 k2 Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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(z 00 ρ0 − ρ00 z 0 )ρz 0 kγ 0 k2 κ z0 =− (ρ2 kγ 0 k2 ) ρ kγ 0 k =−



= − det L(α) det I (α)



= −K det I (α)



und h¨ angt direkt mit der Gauß-Kr¨ ummung der Fl¨ache zusammen. ˜ → M zwei ˜ : U Bemerkung 5.31. 1. Es seien α : U → M und α ˜ Parametrisierungen der Fl¨ache M mit α(U ) = α ˜ (U ) und es sei φ := ˜ → U die Ubergangstransformation. ¨ α−1 ◦ α ˜:U ˜ ij;k und R ˜ ijk` die KompoWeiter seien gij , Γij;k und Rijkl sowie g˜ij , Γ nenten der ersten Fundamentalform, die Christoffelsymbole und die Komponenten der Kr¨ ummung bez¨ uglich α sowie α ˜ . Dann gilt mit i i Aj := (Dφ) j : ˜ ij;k = Γ



X



Ai m Aj n Ak ` Γmn;` +



˜ kij = Γ



Ai m Aj n (A−1 )` k Γ`mn +



`,m,n



˜ ijk` = R



gmn



m,n



`,m,n



X



X



X



∂Aj m n Ak , ∂u ˆi



X ∂Aj m (A−1 )m k , ∂u ˆi m



Ai m Aj n Ak o A` p Rmnop ,



m,n,o,p



˜ ijk ` = R



X



Ai m Aj n Ak o (A−1 )p ` Rmno p .



m,n,o,p



˜ eine Isometrie zwischen den Fl¨achen M und M ˜ und 2. Es sei f : M → M k α : U → M eine Parametrisierung von M . Weiter seien Γij;k , Γij ,Rijk` und Rijk ` die Christoffelsymbole und Kr¨ ummungskomponenten auf ˜ mit M bez¨ uglich α. Dann stimmen die entsprechenden Gr¨oßen auf M ˆ diesen u uglich der Parametrisierung ¨ berein, wenn man sie auf M bez¨ ˆ berechnet, siehe Bemerkung 4.8.3. α ˜ =f ◦α:U →M



5.4



Das Theorema Egregium und der Satz von Bonnet



Satz 5.32. Es sei M eine Fl¨ ache und ∇ die kovariante Ableitung. Dann gelten f¨ ur alle X, Y, Z ∈ X(M ) die folgenden Gleichungen Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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1. Die Gauß-Gleichungen: R(X, Y, Z) = II(Y, Z)L(X) − II(X, Z)L(Y ) . Formulieren wir das in Koordinaten, so liefert das



oder



Rijk ` = hjk Li ` − hik Lj `



Rijk` = hjk hi` − hik hj` .



2. Die Gleichungen von Mainardi & Codazzi:



(xxi)



∇X (L(Y )) − ∇Y (L(X)) − L([X, Y ]) = 0 Ebenfalls in Koordinaten formuliert ist das  ∂hjk ∂hik X  ` ` − + Γ h − Γ h = 0. i` j` kj ki ∂ui ∂uj `



aß Bemerkung 5.29 hat der Kr¨ ummungstensor nur Bemerkung 5.33. Gem¨ eine unabh¨ angige Komponente, etwa R1212 . Wegen der Gauß-Gleichungen gilt f¨ ur diese R1212 = h21 h12 − h11 h22 = − det(II) = −K det(I) . Satz 5.34 (Theorema Egregium). Es sei M eine Fl¨ ache mit Gauß-Kr¨ ummung K. Weiter sei R der Kr¨ ummungstensor der kovarianten Ableitung und I die erste Fundamentalform. Dann gilt K=−



R1212 . det(I)



Bemerkung 5.35. Das Theorema Egregium sagt aus, dass die Gauß-Kr¨ ummung einer Fl¨ ache durch die Komponenten der ersten Fundamentalform beschrieben wird. Mit anderen Worten: Allein durch L¨angen- und Winkelmessung auf der Fl¨ ache l¨ asst sich ihre Kr¨ ummung bestimmen. Satz 5.36 (Satz von Bonnet(xxii) ). Es sei U = J1 × J2 ⊂ R2 ein offenes Rechteck auf dem Funktionen gij , hij : U → R f¨ ur 1 ≤ i, j ≤ 2 gegeben sind. Fasst man diese Funktionen zu zwei 2 × 2-Matrizen zusammen, n¨ amlich g := (gij ) und h := (hij ), so sei g in jedem Punkt u ∈ U symmetrisch und (xxi) (xxii)



Delfino Codazzi (1824-1873), Gaspare Mainardi (1800-1879) Pierre Ossian Bonnet (1819-1892)
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positiv definit und h in jedem Punkt u ∈ U symmetrisch. Ferner sollen die mit Hilfe von g und h berechneten Funktionen(xxiii) Li j , Γkij und Rijk` die Gleichungen von Gauß und von Mainardi & Codazzi erf¨ ullen. Dann existiert ein parametrisiertes Fl¨ achenst¨ uck α : U → R3 , dessen erste und zweite Fundamentalform durch g und h gegeben ist, also I (α) = g und II (α) = h. Dieses Fl¨ achenst¨ uck ist dann eindeutig bis auf eine Bewegung im Raum. Beweisskizze. Idee: Suche zun¨achst anschließend, um α zu bekommen.



∂α , ∂α ∂u1 ∂u2



und N und integriere diese



P jk 1) gij , hij liefern mit Hilfe der Koszulformel Γkij und direkt Li j = g hik . Motiviert durch die Gleichung der kovarianten Ableitung und durch die Definition der Weingartenabbildung betrachten wir das Differentialgleichungssystem X ∂xi = Γkij xk + hij N ∂uj k X ∂N =− Li k xk ∂uj k



aus 18 Gleichungen f¨ ur die neun gesuchten Abbildungen x1 , x2 , N : U → R3 . Wir geben Anfangswerte x1 (u0 ) = a1 , x2 (u0 ) = a2 , N (u0 ) = a3 ∈ R3 vor, wobei {a1 , a2 , a3 } eine positive Basis, a3 ⊥ spanR {a1 , a2 } mit ka3 k = 1 und hai , aj i = gij (u0 ) sein soll. Die Gleichungen von Gauß und Mainardi & Codazzi sind nun genau die Bedingungen daf¨ ur, dass das DGL-System eindeutige L¨osungen x1 (u),x2 (u) und N (u) zu diesen Anfangsbedingungen hat. Nun l¨ osen wir die Differentialgleichung gung



∂α = xj . Die Integrabilit¨atsbedin∂uj



∂x1 ∂x2 = ist wegen der Symmetrie von Γ und h erf¨ ullt und eine ∂u2 ∂u1



(xxiii)



Diese Berechnung geschieht etwa mit den Formeln aus Bemerkung 4.22.2, Bemerkung 5.23.4 und Bemerkung 5.26.1.
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L¨ osung ist durch Z 1  x1 (u0 + t(u − u0 ))(u1 − u10 ) + x2 (u0 + t(u − u0 ))(u2 − u20 ) dt α(u) = 0



gegeben.



2) Es bleibt noch nachzuweisen, dass die erste und zweite Fundamentalform von α jeweils durch g und h gegeben ist. Zu zeigen ist hxi , xj i = gij ,



kN k2 = 1



hxi , N i = 0 ,



(?)



f¨ ur unsere L¨ osung x1 , x2 , N von oben. Wir leiten jeweils die linken Seiten der zu beweisenden Gleichungen ab. Das liefert mit 1) das folgende DGL-System X ∂hxi , xj i X ` = Γik hx` , xj i + Γ`jk hx` , xi i + hik hxj , N i + hjk hxi , N i k ∂u ` ` X X ∂hxi , N i = Lk ` hxi , N i + Γ`ik hx` , xj i + hjk kN 2 k ∂uk `



∂kN k2 ∂uk



=2



`



X `



Lk ` hx` , N i



aus 14 Gleichungen f¨ ur die sieben Funktionen hxi , xj i, hxi , N i und kN k2 . Insbesondere haben wir zwei L¨osungen, n¨amlich die rechten Seiten von (?) – wie man durch Einsetzen pr¨ uft – und die linken Seiten – mit deren Hilfe wir das System ja definiert haben. Außerdem stimmen beide L¨osungen in u0 u ¨berein, so dass sie wegen der Eindeutigkeit der L¨osung u ¨berall gleich sind. 3) Eindeutigkeit der Parametrisierung: Es gelten weiter die Bezeichnungen ˜ = h. Wir aus 1)+2). Sei nun α ˜ eine weitere Parametrisierung mit I˜ = g, II ∂α ˜ ˜ sei das Normalenfeld. setzen x ˜i := ∂ui und N Sei nun A : R3 → R3 die Basiswechselmatrix mit x ˜1 (u0 ) = Aa2 , x ˜2 (u0 ) = ˜ (u0 ) = Aa3 . Da f¨ Aa2 , N ur die Basen insbesondere h˜ x1 (u0 ), x ˜2 (u0 )i = g12 (u0 ) = ˜ (u0 )i = 0 = hai , a3 i f¨ ha1 , a2 i und h˜ xi (u0 ), N ur i = 1, 2 gilt, erf¨ ullt die Basiswechselmatrix hAv, Awi = hv, wi f¨ ur alle v, w ∈ R3 . Die Matrix A ist also orthogonal. ˆ := AN . Dann erf¨ Weiter sei mit Hilfe dieser Matrix x ˆi := Axi und N ullen ˜ ˆ x ˜1 , x ˜2 , N und x ˆ1 , x ˆ2 , N jeweils das System aus 2) mit den selben Anfangswerten in u0 . Deshalb ist insbesondere x ˜i = x ˆi bzw. ∂α ˜ ∂α ∂(Aα) =A i = . i ∂u ∂u ∂ui Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Deshalb gibt es nun ein b ∈ R3 , so dass α ˜ = Aα+b, d.h. α ˜ und α unterscheiden sich nur durch die Bewegung v 7→ Av + b. 



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



6 Paralleltransport und Geod¨ aten



6 6.1



83



Paralleltransport und Geod¨ aten Vektorfelder l¨ angs Kurven und Paralleltransport



Es sei X ∈ X(M ) ein tangentiales Vektorfeld auf der Fl¨ache M und c : I → M eine regul¨ are Kurve. Wir betrachten eine lokale Parametrisierung α : U → M ∂α ∂α mit c(I) ⊂ α(U ). Damit sei X = X 1 1 + X 2 2 : α(U ) → R3 und ∂u ∂u β = (c1 , c2 ) : I → U mit c = α ◦ β, also c(t) ˙ = Dβ(t) α · β 0 (t) = c˙1 (t)



∂α ∂α (c(t)) + c˙2 (t) 2 (c(t)) . ∂u1 ∂u



Dann ist, siehe Bemerkung 5.23,  ∂α  ∂X j X X j k (c(t))X (c(t)) ∇c(t) c˙i (t) (c(t)) + Γ (c(t)) ˙ X = ik ∂ui ∂uj ij



=



k



X  X ∂X j j



|i



∂ui



(c(t))c˙i (t) +



{z } j d(X ◦ c) = (c(t)) dt



X ik



 ∂α Γjik (c(t))c˙i (t)X k (c(t)) (c(t)) ∂uj



Wir schreiben xj (t) = X j ◦ c(t) und Γjik (t) := Γjik ◦ c(t) und erhalten bei Vernachl¨ assigung der Argumente  ∂α X  dxj X j ∇c˙ X = + Γik c˙i xk . (2) dt ∂uj j



ik



Betrachten wir das nun in t = t0 , so sehen wir hier nochmal, dass der Ausdruck auf der rechten Seite nur von v = c(t ˙ 0 ) abh¨angt und ∇v X somit unabh¨ angig ist von der Wahl der Kurve mit dieser Eigenschaft. Weiter ben¨ otigen wir zur Berechnung von ∇c˙ X nicht den gesamten Verlauf von X, sondern lediglich die Werte von X l¨angs der Kurve c, n¨amlich statt X j nur xj = X j ◦ c. Somit macht die kovariante Ableitung auch Sinn f¨ ur tangentiale Vektorfelder, die lediglich entlang der Kurve c definiert sind. Definition 6.1.



1. Es sei c : I → M eine Kurve auf der Fl¨ache M .



(a) Eine Abbildung Y : I → R3 heißt(xxiv) (tangentiales) Vektorfeld (xxiv)



Wir werden im Folgenden in den meisten F¨ allen tangentiale Vektorfelder l¨ angs einer Kurve betrachten, deshalb lassen wir den Zusatz ”tangential” in diesem Abschnitt fallen. Ist ein Vektorfeld explizit nicht notwendig tangential, so versehen wir es wie in (b) mit dem Zusatz ”allgemein”.
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l¨ angs c, wenn Y (t) ∈ Tc(t) M f¨ ur alle t ∈ I.



(b) Ist der Definitionsbereich der Abbildung Y nicht wie im vorigen Punkt eingeschr¨ ankt, so sprechen wir auch von einem allgemeinen Vektorfeld l¨ angs c. 2. Ein Vektorfeld Y l¨ angs c heißt glatt, wenn f¨ ur eine Karte α : U → M mit α(U ) ∩ c(I) = 6 ∅ die Abbildungen y 1 , y 2 : I˜ → R mit  1  y (t) = (Dα−1 (c(t)) α)−1 Y (t) y 2 (t) ˜ ⊂ α(U ). glatt sind. Dabei ist I˜ ⊂ I so zu w¨ahlen, dass c(I) 3. Es sei Y ein Vektorfeld l¨angs c. Weiter sei V˜ ⊂ M eine offene Umgebung von c(I), d.h. V˜ = M ∩ V f¨ ur eine offene Menge V ⊂ R3 . Weiter sei X : V˜ → R3 mit X(p) ∈ Tp M ein lokales Vektorfeld auf M mit X c(I) = Y . Dann heißt X eine Erweiterung von Y . Gibt es so ein X, dann heißt Y erweiterbar.



Bemerkung 6.2. 1. Ist Y ein Vektorfelds l¨angs c, so muss es eine Erweiterung wie oben nicht immer geben, z.B. wenn c(I) dicht in M ist. 2. Schr¨ ankt man allerdings c und Y auf ein hinreichend kleines Intervall ein, so ist diese Einschr¨ankung erweiterbar. ur eine Karte α : U → M so kann man Y f¨ ur t ∈ I 3. Ist c(I) ⊂ α(U ) f¨ schreiben als X ∂α Y (t) = y i (t) i (c(t)) . ∂u i



Das heißt, Y l¨ aßt sich lokal als Linearkombination erweiterbarer Vektorfelder l¨ angs c schreiben, wobei die Koeffizienten Funktionen auf I sind. 4. Die Menge der Vektorfelder l¨angs einer Kurve c bilden eine reellen Vektorraum und einen C ∞ (I)-Modul. Beispiel 6.3. 1. Ist X ∈ X(M ) und c : I → M eine Kurve, so ist X ◦ c : I → M ein Vektorfeld l¨angs c und X selbst eine Erweiterung. 2. Es sei c : I → M eine Kurve, dann ist das Geschwindigkeitsfeld c˙ : I → R3 ein Vektorfeld l¨angs c. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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3. Ist Y : I → R3 ein Vektorfeld l¨angs c : I → M , dann ist Y 0 : I → R3 in der Regel lediglich ein allgemeines Vektorfeld l¨angs c. Das gilt zum Beispiel f¨ ur das Beschleunigungsfeld c¨ : I → R3 der Kurve c. 4. Ist M orientiert mit Normalenfeld N : M → S 2 , so ist f¨ ur c : I → M die 3 Abbildung n : I → R mit n(t) = N (c(t)) ein allgemeines Vektorfeld l¨ angs c. Definition 6.4. Es sei Y ein Vektorfeld l¨angs der Kurve c : I → M . Dann ist die kovariante Ableitung von Y l¨ angs c definiert durch ∇c˙ Y := (Y˙ )tang . Bemerkung 6.5. Wegen der Rechnungen zu Beginn dieses Kapitels, stimmt die kovariante Ableitung von Vektorfeldern l¨angs Kurven gem¨aß Definition 6.4 mit der gew¨ ohnlichen kovarianten Ableitung gem¨aß Definition 5.13 u ¨berein, wenn das betrachtete Vektorfeld erweiterbar ist. Unabh¨ angig vom umgebenen Raum kann man die kovariante Ableitung f¨ ur Vektorfelder l¨ angs einer Kurve wie folgt charakterisieren Satz 6.6. Es sei M eine Fl¨ ache und c : I → M eine Kurve. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung D auf der Menge der Vektorfelder l¨ angs c mit den Eigenschaften i) D(f Y ) = f˙Y + f DY f¨ ur Vektorfelder Y l¨ angs c und Funktionen f auf I. ii) Ist X eine Erweiterung von Y auf einer Umgebung I˜ von t0 ∈ I, so ist (DY )(t0 ) = ∇c(t ˙ 0 ) X. D ist dann genau die kovariante Ableitung gem¨ aß Definition 6.4. Sind Y und Y˜ Vektorfelder l¨ angs c, so gilt d I (Y (t), Y˜ (t)) = Ic(t) (DY, Y˜ ) + Ic(t) (Y, DY˜ ) dt c(t) wobei I die erste Fundamentalform von M ist. Beweisskizze: Angenommen die Abbildung D existiert. Dann liefert die lokale Beschreibung gem¨ aß Bemerkung 6.2 zusammen mit den Bedingungen i) und ii) f¨ ur DY die rechte Seite der Formel (2). Dadurch ist die Abbildung dann eindeutig. F¨ ur die Existenz definieren wir DY u ¨ ber die rechte Seite von (2). Dann erf¨ ullt dies die Bedingungen i) und ii). Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



6 Paralleltransport und Geod¨ aten



86



Bezeichnung 6.7. Es sei Y eine Vektorfeld l¨angs c. Dann findet man f¨ ur die kovariante Ableitung von Y l¨angs c in der Literatur auch die Bezeichnung ∇ dt Y . Wegen der Eigenschaft ii) des vorigen Satzes bzw. wegen Bemerkung 6.5 bevorzugen wir die Bezeichnung ∇c˙ Y . Definition 6.8. Ein Vektorfeld Y l¨angs c heißt parallel, wenn ∇c˙ Y = 0. Bemerkung 6.9. Der Begriff Parallelit¨at“ h¨angt nicht von der Wahl der ” Parametrisierung der Kurve c ab. Satz 6.10. Sind Y, Y˜ parallele Vektorfelder l¨ angs der Kurve c, so ist der Winkel zwischen Y (t) und Y˜ (t), also hY (t), Y˜ (t)i = Ic(t) (Y (t), Y˜ (t)), konstant. Satz 6.11. Es sei c : I → M eine Kurve auf der Fl¨ ache M , c(t0 ) = p ∈ M und v ∈ Tp M . Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y : I → R3 l¨ angs c mit Y (t0 ) = v. Definition 6.12. Es sei c : [0, `] → M eine Kurve auf M und w ∈ Tc(0) M . Weiter sei Yw : [0, `] → R3 das eindeutige parallele Vektorfeld l¨angs c mit Yw (0) = w. Die Abbildung Πct : Tc(0) M → Tc(t) M



mit Πct (w) = Yw (t)



heißt Paralleltransport l¨ angs c. Bemerkung 6.13. 1. Der Paralleltransport Πct ist wegen Satz 6.10 eine Isometrie zwischen den euklidischen Vektorr¨aumen (Tc(0) M, Ic(0) ) und (Tc(t) M, Ic(t) ). 2. Ist c : [0, `] → M ein geschlossener Weg mit p = c(0) = c(`), so ist Πcp : Tp M → Tp M ein Element aus O(Tp M, Ip ). Beispiel 6.14. Der Paralleltransport entlang einer Kurve in der Ebene entspricht der gew¨ ohnlichen Parallelverschiebung. ˜ Fl¨achen und f : M → M ˜ eine Isometrie. Bemerkung 6.15. Es seien M, M Ist c : I → M eine Kurve und Y parallel l¨angs c, so ist das Vektorfeld df (Y ) ˜ mit df (Y )(p) := dp f (Y (p)) parallel bez¨ auf M uglich der Kurve f ◦ c. Das folgt aus der Tatsache, dass die Differentialgleichungen die gleiche Form ˜ geeignete Koordinaten w¨ahlt, siehe Bemerkung haben, wenn man in M und M 5.31.2.
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Bemerkung 6.16. Da der Paralleltransport entlang einer Kurve auf M nur von der Kurve und den Tangentialfl¨achen entlang c abh¨angt, ist das Ergebnis das gleiche, wenn wir den Transport bez¨ uglich einer anderen Fl¨ache ˜ berechnen, die ebenfalls c enth¨alt und deren Tangentialfl¨achen entlang c M mit denen von M u ¨bereinstimmen. Ein Beispiel zur Konstruktion einer solchen Ersatzfl¨ache“ liefert das folgende ” Beispiel. Beispiel 6.17. 1. Sei c : I → M eine Kurve auf der Fl¨ache M und N das Normalenfeld von M . F¨ ur die Richtungsvektoren der Kurve sei c0 (t) nie eine Asymptotenrichtung. Es gilt also II(c0 , c0 ) 6= 0 und damit f¨ ur n : I → R3 mit n := N ◦ c insbesondere n(t) ˙ = dc(t) N · c(t) ˙ 6= 0 . Nun betrachten wir α(t, s) = c(t) + s



1 n(t) × n(t) ˙ . kn(t)k ˙



Das ist – zumindest f¨ ur kleine s – die Parametrisierung einer Fl¨ache, die die Eigenschaften aus der vorigen Bemerkung hat. Insbesondere ist das Ergebnis eine Regelfl¨ache, siehe Kapitel 4.5. Ihre Gauß-Kr¨ ummung 1 verschwindet, denn mit v(t) := kn(t)k n(t) × n(t) ˙ ist ˙ v˙ = und damit



1 1 · n(t) × n(t) ˙ + n(t) × n ¨ (t) kn(t)k ˙ kn(t)k ˙



 det c, ˙ v, ˙ v =



 1 det c, ˙ n × n, ˙ n×n ¨ 2 knk ˙ 1 = hc, ˙ (n × n) ˙ × (n × n ¨ )i knk ˙ 2 1 = hc, ˙ hn × n, ˙ n ¨ ini = 0 knk ˙ 2



2 die Sph¨ 2. Es sei M = SR are mit Radius R und c ein Breitenkreis. Dann beschreibt α aus dem vorigen Beispiel einen Kegel, der die Sph¨are in dem gegebenen Breitenkreis ber¨ uhrt, siehe Abbildung 17. Im Fall, dass ¨ der Breitenkreis der Aquator ist, entartet der Kegel zu einem Zylinder, und im Fall eines Pols zur Tangentialebene.
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Abbildung 17: Kegel und Sph¨are mit gemeinsamen Breitenkreis



Ist c der Breitenkreis zum Winkel θ ∈ [0, π2 ], so ist der Paralleltransport eine Drehung um den Winkel η = 2π sin θ. Das folgt aus der Tatsache, dass der Kegel isometrisch zu einem Kreis¨ segment mit Offnungswinkel 2π sin θ ist, und auf diesem – als Teilmenge der Ebene – der Paralleltransport die gew¨ohnliche Parallelverschiebung ist. Das Kreissegment erhalten wir, indem wir den Kegel in die Ebene abwickeln. Um zu sehen, dass es sich hierbei tats¨achlich um eine Isometrie handelt, w¨ ahlen wir Parametrisierungen α ˆ f¨ ur das Kreissegment und α f¨ ur den Kegel mit     Rt cos ϕ Rt sin θ cos sinϕ θ , Rt sin θ sin sinϕ θ α ˆ (t, ϕ) =  Rt sin ϕ  , α(t, ϕ) =  R(cot θ cos θ + sin θ) − Rt cos θ 0 die beide auf dem Intervall [0, cot θ] × [0, 2π sin θ] definiert  2 sind. Die R 0 (α) ˆ (α) Isometrie folgt nun aus der Tatsache I(t,ϕ) = I(t,ϕ) = . 0 R2 t2



Zur Abwicklung des Kegels und zur Konstruktion der Parametrisierungen siehe Abbildung 18.
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Abbildung 18: Abwicklung des Kegels 2πR cos θ



η = 2π sin θ ∧z



s0 = R cot θ



z0 = R(cot θ cos θ + sin θ) θ



Rc



R cot θ cos θ



s0 = ot θ



1



R sin θ



R cos θ



6.2



R θ



> x



Geod¨ aten und der Satz von Clairaut



Definition 6.18. 1. Eine Kurve c : I → M auf der Fl¨ache M heißt Geod¨ ate, wenn das Geschwindigkeitsfeld c˙ : I → R3 parallel ist, d.h. ∇c˙ c˙ = (¨ c)tang = 0 . 1



2. Eine unparametrisierte Kurve heißt Geod¨ate, wenn es eine Parametrisierung gibt, so dass diese eine Geod¨ate im Sinne von 1. ist. Bemerkung 6.19.
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gem¨ aß Definition 6.18.1, dann hat das Geschwindigkeitsfeld konstante L¨ ange. 2. Die Eigenschaft einer Kurve Geod¨ate im Sinne von Definition 6.18.1 zu sein, ist abh¨ angig von der Parametrisierung der Kurve. 3. Dieser Mangel, n¨ amlich dass die Eigenschaft Geod¨ate zu sein nicht nur von der Form der Kurve abh¨angt, wird durch Defintion 6.18.2 repariert. Bemerkung 6.20. Es sei α : U → M eine Parametrisierung, so dass c(I) ⊂ α(U ). Ist β := (c1 , c2 ) : I → U mit c = α ◦ β, dann ist f¨ ur alle t ∈ I  ∂α X X (c(t)) . ∇c(t) c¨k (t) + Γkij (t)c˙i (t)c˙j (t) ˙ c˙ = ∂uk k



ij



Das sind zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung f¨ ur die zwei Komponenten von β: c¨1 + Γ111 (c˙1 )2 + 2Γ112 c˙1 c˙2 + Γ122 (c˙2 )2 = 0 , c¨2 + Γ211 (c˙1 )2 + 2Γ212 c˙1 c˙2 + Γ222 (c˙2 )2 = 0 . 



 r(s) cos(ϕ) Beispiel 6.21. Ist M eine Rotationsfl¨ache mit α(s, ϕ) =  r(s) sin(ϕ)  so h(s)  0 2  0 2 r (s) + h (s) 0 ist I(s,ϕ) = und die einzigen nicht verschwindenden 0 r(s)2 Christoffelsymbole sind r0 (s)r00 (s) + h0 (s)h00 (s) , r0 (s)2 + h0 (s)2 r0 (s) Γϕ , sϕ (s, ϕ) = r(s) r(s)r0 (s) Γsϕϕ (s, ϕ) = − 0 2 . r (s) + h0 (s)2 Γsss (s, ϕ) =



Insbesondere h¨ angen die Christoffelsymbole - ebenso, wie die erste Fundamentalform - nur von dem Parameter s ab. Schreiben wir nun β(t) = (s(t), ϕ(t)), dann ist c = α ◦ β eine Geod¨ate, wenn r(s)r0 (s) r0 (s)r00 (s) + h0 (s)h00 (s) 2 2 ϕ ˙ − s˙ , r0 (s)2 + h0 (s)2 r0 (s)2 + h0 (s)2 r0 (s) ϕ¨ = −2 s˙ ϕ˙ . r(s) s¨ =
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Hierbei ist zu beachten, dass 0 die Ableitung nach dem Fl¨achenparameter s bezeichnet und ˙ diejenige nach dem Kurvenparameter t. Insbesondere ist d (r(s))· = dt r(s) = r0 (s)s. ˙ ache und p ∈ M sowie v ∈ Tp M . Dann Satz 6.22. 1. Es sei M eine Fl¨ gibt es ein  > 0 und eine eindeutige Geod¨ ate c : ] − , [ → M mit c(0) = p und c(0) ˙ = v. ache und p ∈ M . Dann gibt es , δ > 0 und eine glatte 2. Es sei M eine Fl¨ Abbildung cˆ : ] − , [ × Bδ (0) → M , so dass cv := cˆ(·, v) : ] − , [ → M die Geod¨ ate mit cv (0) = p und c˙v (0) = v ist. Satz 6.23. Ist c : I → M eine Geod¨ ate auf der Fl¨ ache M , so ist diese eindeutig. Beispiel 6.24. 1. Die Geod¨aten der Ebene sind die (Teile von) Geraden. Zwei Punkte lassen sich durch genau eine Geod¨ate verbinden. 2. Die Geod¨ aten auf der Sph¨are entsprechen den (Teilen von) Großkreisen. Zwei Punkte lassen sich durch genau zwei Geod¨aten verbinden, wenn sie nicht diametral liegen. Ansonsten gibt es unendlich viele verbindende Geod¨ aten. aten auf dem Zylinder sind die (Teile von) Schraubenlini3. Die Geod¨ en. Dabei interpretieren wir die Breitenkreise als Schraubenlinien mit Gangh¨ ohe 0 und die den Zylinder erzeugenden Geraden als Schraubenlinien mit Gangh¨ ohe ∞. Zwei Punkte auf dem Zylinder lassen sich durch unendlich viele Geod¨aten verbinden. Sehr hilfreich zur Bestimmung von Geod¨aten ist der folgende Satz 6.25. Die Begr¨ undung ist ¨ ahnlich wie die analoge Aussage im Zusammenhang mit Paralleltransport, siehe Bemerkung 6.15. Man kann den Satz insbesondere verwenden, indem man die Isometrie zwischen der Ebene und dem Zylinder ausnutzt: Eine Gerade in der Ebene wird zu einer Spirale auf dem Zylinder. ˜ eine Isometrie zwischen den Fl¨ Satz 6.25. Es sei f : M → M achen M und ˜ ˜. M . Ist c eine Geod¨ ate auf M , dann ist f ◦ c eine Geod¨ ate auf M Beispiel 6.21 (Fortsetzung). Weiter sei M der Rotationsk¨orper mit Profilkurve (r(s), h(s)) und β : I → R2 mit β(t) = (s(t), ϕ(t)) sei das Urbild der Kurve c : I → M unter der Parametrisierung α : U → M . Wir schreiben r(t) = r(s(t)) und h(t) = h(s(t)), womit z.B. r˙ = r0 s˙ ist. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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1. Es sei c : I → M eine beliebige Geod¨ate, dann ist der Wert L := r2 (t)ϕ(t) ˙



eine Konstante, also L˙ = 0. Insbesondere gilt f¨ ur die Meridiane L = 0. 2. (Satz von Clairaut).(xxv) Es sei c : I → M mit c(t) = α(s(t), ϕ(t)) eine beliebige Geod¨ ate. Diese schneide zur Zeit t0 den Breitenkreis zu s(t0 ) im Punkt α(s(t0 ), ϕ(t0 )) mit dem Winkel θ(t0 ). Dann gilt cos(θ(t0 )) = r(t0 )ϕ(t ˙ 0 ), also r(t0 ) cos(θ(t0 )) = L . 3. Ist L 6= 0, so kann man im Parameterraum ϕ in Abh¨angigkeit von s als Graph wie folgt angeben: Z r 0 2 1 (r ) + (h0 )2 ϕ(s) = L ds . r r2 − L2 4. Wir beschreiben einen Zylinder durch r(s) = r0 und h(s) = as. Punkt 2. liefert dann einen konstanten Schnittwinkel cos(θ0 ) = rL0 . Weiter bekommen wir mit Punkt 3. ϕ(s) = ra0 cot(θ0 )s oder s(ϕ) = ra0 tan(θ0 )ϕ. Benutzen wir als Kurvenparameter wieder t, so ist also β(t) = (s(t), t)   cos(t) und schließlich c(t) = r0  sin(t) , also eine Spiralkurve auf dem t tan(θ0 ) Zylinder.



6.3



Geod¨ atische Polarkoordinaten



In diesem Abschnitt sei M eine Fl¨ache und p ∈ M ausgezeichnet. Mit cv bezeichnen wir die Geod¨ate durch p mit Startrichtung v ∈ Tp M , also cv (0) = p und c0v (0) = v. Bemerkung 6.26. Ist cv : ] − , [ → M und λ > 0, dann ist die Geod¨ate cλv auf ] − λ , λ [ definiert und erf¨ ullt cv (λt) = cλv (t). Definition 6.27. Es sei v ∈ Tp M \ {0} derart, dass die Geod¨ate cv durch p zur Zeit t = 1 definiert ist. Dann definieren wir expp (v) := cv (1) . Außerdem setzen wir expp (0) := p. (xxv)



Alexis-Claude Clairaut (1713-1765)
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Satz 6.28. 1. expp (v) ist f¨ ur kvk <  definiert, wobei  unabh¨ angig von 1 der Richtung kvk v gew¨ ahlt werden kann. 2. expp : Tp M ⊃ B (0) → M ist f¨ ur  klein genug ein Diffeomorphismus. Bemerkung 6.29. Es sei α : U → M eine Karte von M um p. Wir betrachten Tp M , und damit auch B (0), selbst als Fl¨ache mit globaler Parametrisierung τ : (x, y) 7→ x



∂α ∂α (p) + y 2 (p) . 1 ∂u ∂u



∂α 2 ∂α Dann ist f¨ ur w = w1 ∂u 1 (p) + w ∂u2 (p) ∈ Tp M insbesondere



∂τ ∂α (w) = (p) ∈ Tw (Tp M ) ∂x ∂u1 und ∂τ ∂α (w) = (p) ∈ Tw (Tp M ), ∂y ∂u2 also Tw (Tp M ) ' Tp M . Damit l¨ aßt sich das Differential der Abbildung exp : B (0) → M , also dw expp : Tw (Tp M ) = Tp M → Texpp (w) M als Abbildung dw expp : Tp M → Texpp (w) M zwischen Tangentialr¨aumen von M auffassen. Insbesondere f¨ ur w = 0 ist d0 expp : Tp M → Tp M die Identische Abbildung, denn es gilt f¨ ur v ∈ Tp M : d d exp (0 + tv) = expp (tv) p dt t=0 dt t=0 d d = t=0 ctv (1) = t=0 cv (t) = v dt dt



d0 expp (v) =



Definition 6.30. Es sei v1 , v2 eine orthonormale Basis von Tp M und damit(xxvi) B (0) = {v ∈ Tp M | Ip (v, v) < } = {xv1 + yv2 ∈ Tp M | x2 + y 2 < }. Wir w¨ ahlen in B (0) ⊂ Tp M Polarkoordinaten mit 0 < r <  und  0 < ϕ < 2π, und schreiben αg (r, φ) = expp (r cos ϕ)v1 + (r sin ϕ)v2 ) , so ist αg : ]0, [ × ]0, 2π[ → M eine Parametrisierung von M . Diese Koordinaten heißen geod¨ atische Polarkoordinaten (von M um p). (xxvi)



Man kann sogar stets ein Koordinatensystem α : U → M um p w¨ ahlen, so dass ∂α ∂α (p) = v1 , 2 (p) = v2 . ∂u1 ∂u
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1. Die Bilder der r-Koordinatenlinien r 7→ αg (r, ϕ0 ) heißen radiale Geod¨ aten. 2. Die Bilder der ϕ-Koordinatenlinien ϕ 7→ αg (r0 , ϕ) heißen geod¨ atische Kreise. Diese sind in der Regel keine Geod¨aten. Satz 6.31. In geod¨ atischen αg hat die erste Fundamental Polarkoordinaten  1 0 form die Gestalt I (αg ) = mit 0 G p ∂ G(r, ϕ) =1 lim G(r, ϕ) = 0 , lim r→0 r→0 ∂r Bemerkung 6.32. 1. Die geod¨atischen Kreise und die radialen Geod¨aten schneiden sich senkrecht. 2. Die Gauß-Kr¨ ummung berechnet sich gem¨aß √ 1 ∂2 G . K=√ G ∂r2 Beispiel 6.33. 1. M = R2 = {(x, y, 0) ∈ R3 } und p = (p1 , p2 , 0) ∈ R2 . In diesem Fall stimmt αg mit den gew¨ohnlichen Polarkoordinaten zentriert in p u ¨berein, also αg (r, ϕ) = (p1 + r cos ϕ, p2 + r sin ϕ, 0) . In diesem Fall ist G = r2 . 2 und p = n der Nordpol, dann ist exp : B 2. Im Fall M = SR πR (0) → M \ {s} und es gilt αg (r, ϕ) = α(ϕ, ϑ(r)) mit ϑ(r) = π2 − Rr . Hierbei ist α die Standardbeschreibung der Sph¨are mit L¨angen- und Breitenwinkel (ϕ, ϑ) ∈ ]0, 2π[ × ] − π2 , π2 [. Insbesondere ist damit



G = R2 cos2



π r r − = R2 sin2 . 2 R R



2 – wie ublich – als geometrisches Legt man den Tangentialraum Tn SR ¨ Objekt tangential an den Nordpol n, dann werden durch die Abbildung αg die Geraden durch n auf die Großkreise durch n gewickelt.



achen mit identischer konstanter GaußSatz 6.34. Es seien M1 , M2 zwei Fl¨ Kr¨ ummung. Dann sind M1 und M2 lokal isometrisch. Definition 6.35. Es M eine Fl¨ache und c : [a, b] → M eine Kurve. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Z bq 1. L(c) := Ic(t) (c0 (t), c0 (t)) dt heißt (orientierte) L¨ ange von c. a



2. E(c) :=



1 2



Z



b



a



Ic(t) (c0 (t), c0 (t)) dt heißt Energie von c.



Die Zuordnungen L : c 7→ L(c) und E : c 7→ E(c) heißen auch L¨ angen- und Energiefunktional. Bemerkung 6.36. 1. Ist c˜ = c ◦ φ mit φ : I˜ = [˜ a, ˜b] → I = [a, b] eine Umparametrisierung mit φ0 > 0, so gilt L(˜ c) = L(c) und E(˜ c) =



Z



a



b



(φ0 ◦ φ−1 )(t) Ic(t) (c0 (t), c0 (t)) dt



2. Ist I = [a, b] so gilt L(c)2 ≤ 2(b − a)E(c) mit Gleicheit genau dann, wenn kc0 k = const. 3. E(c) ist minimal ⇐⇒ L(c) ist minimal und kc0 k = const. Satz 6.37. Es seien I, J ⊂ R Intervalle und c : J × I → M eine glatte Abbildung auf der Fl¨ ache M , dann ist ∂c ∂c = ∇ ∂c . ∂s ∂t ∂t ∂s



∇ ∂c



Definition 6.38. Ist c : I → M eine Kurve und cˆ : ] − , [ × I → M eine glatte Abbildung mit cˆ(0, t) = c(t), dann nennt man cˆ eine Variation der Kurve c. Wir schreiben cs : I → M , ct : ] − , [ → M mit cs (t) = ct (s) := cˆ(s, t). Das Vektorfeld l¨ angs c, das durch ∂c (0, t) ∂s definiert ist, heißt Variationsfeld der Variation cˆ. V (t) :=



Satz 6.39. Es sei M eine Fl¨ ache und c : [a, b] → M eine Kurve. Weiter sei cˆ : ] − , [ × I → M eine Variation von c mit cs (a) = c(a), cs (b) = c(b) f¨ ur alle s ∈ ] − , [, so dass insbesondere V (a) = V (b) = 0 f¨ ur das Variationsfeld V . Dann gilt Z b  d Ic(t) V (t), ∇c0 c0 (t) dt . E(cs ) = − ds s=0 a
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Folgerung 6.40. Es sei M eine Fl¨ache c : [a, b] → M . Dann gilt E(c) minimal =⇒ c ist Geod¨ate . Beweisskizze: Wir zeigen: Ist ∇c0 c0 (t0 ) 6= 0 f¨ ur ein t0 ∈ ]a, b[, so gibt es eine d Variation cˆ von c, so dass ds E(cs )|s=0 < 0 und somit E(c) nicht minimal ist. Es sei α : U → M eine Koordinatenumgebung von c(t0 ). Nun sei ˆ ⊂ α(U ) und weiter Iˆ = ]t0 − δ, t0 + δ[ ⊂ I mit c(I) • β : Iˆ → U mit c Iˆ = α ◦ β,



• X : Iˆ → R2 mit X(t) := Dβ(t) α



−1



 ∇c0 c0 (t) ,



• φ : I → R mit φ ≥ 0, φ(t0 ) = 1 und supp(φ) ⊂ Iˆ also insbesondere φ I\Iˆ = 0.



Dann ist β(t) + sφ(t)X(t) ∈ U f¨ ur |s| <  klein genug und wir setzen cs : Iˆ → M ,



cs (t) := α(β(t) + sφ(t)X(t)) ∈ α(U ) ⊂ M



also insbesondere c0 (t) = c(t). Eine Variation von c ist nun durch ( cs (t) falls t ∈ Iˆ cˆ : ] − , [ × I → M , cˆ(s, t) := c(t) falls t ∈ I \ Iˆ gegeben. Das zugeh¨ orige Variationsfeld V ist dann ( φ(t)∇c0 c0 (t) ∂ˆ c = φ(t) Dβ(t) α(X(t)) = V (t) = ∂s s=0 0



falls t ∈ Iˆ . falls t ∈ I \ Iˆ



Damit ist schließlich



d E(cs ) s=0 = − ds



=−



Z



ZI



Ic(t) (V (t), ∇c0 c0 (t)) dt φ(t)Ic(t) (∇c0 c0 (t), ∇c0 c0 (t)) dt < 0 {z }



Iˆ |



≥0, und >0 in t0



Bemerkung 6.41. Die R¨ uckrichtung in Folgerung 6.40 gilt in der Regel nicht, wie das Beispiel der Sph¨are zeigt.



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



7 Abstrakte Fl¨ achen



7



97



Abstrakte Fl¨ achen



7.1



Abstrakte Fl¨ achen und Beispiele



Definition 7.1. Eine Menge M heißt abstrakte Fl¨ ache, wenn es eine Familie A := {(αj , Uj )}j∈I von Abbildungen αj : Uj → M gibt, die die folgenden Eigenschaften hat: 0. F¨ ur alle j ∈ I ist Uj ⊂ R2 offen und αj : Uj → M injektiv. [ αj (Uj ) = M . 1. j∈I



2. F¨ ur alle i, j ∈ I mit Wij := αi (Ui ) ∩ αj (Uj ) 6= ∅ ist die αi−1 ◦ αj : αj−1 (Wij ) → αi−1 (Wij ) als Abbildung zwischen offenen Teilmengen von R2 glatt. 3. Die durch die Familie A induzierte Topologie auf M ist hausdorffsch. 4. M l¨ aßt sich mit abz¨ ahlbar vielen der Mengen αj (Uj ) u ¨berdecken. Ist M eine abstrakte Fl¨ ache, so nennt man A einen Atlas von M . Bemerkung 7.2. • [zu 0.,1.,2.] Diese Eigenschaften fasst man auch unter dem Begriff lokal euklidisch zusammen. • [zu 3.] Die von der Familie A induzierte Topologie auf M ist wie folgt definiert: Eine Teilmenge V ⊂ M heißt genau dann offen, wenn f¨ ur alle i ∈ I die Menge αi−1 (αi (Ui ) ∩ V ) ⊂ R2 offen ist. Dann sind insbesondere die Abbildungen αi und αi−1 stetig, also αi : Ui → αi (Ui ) Hom¨ omorphismen. • [zu 3.] Dieser Punkt folgt nicht aus den ersten beiden Punkten 1. und 2., wie das anschließende Beispiel zeigt. • [zu 3.] Diese Bedingung kann man dadurch ersetzen, dass man fordert, dass M ein topologischer Haussdorffraum ist, die Bilder αj (Uj ) offen und die αj Hom¨ oomorphismen. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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• [zu 4.] Dies ist eine technische Bedingung, die durch die etwas schw¨achere Bedingung M ist parakompakt ersetzt werden kann. Da unsere Beispiele im Folgenden in der Regel sogar endliche Atlanten zulassen, reicht unsere strengere Bedingung hier aus. Zum Beispiel ben¨otigt man die Abz¨ ahlbarkeit des Atlas – bzw. die Parakompaktheit von M – daf¨ ur, zu zeigen, dass auf einer abstrakten Fl¨ache eine Metrik existiert. Definition 7.3. 1. Es sei A = {(αj , Uj )}j∈I ein Atlas einer abstrakten Fl¨ ache M und α : U → M injektiv auf der offenen Menge U ⊂ R2 . Dann heißt α mit dem Atlas vertr¨ aglich, wenn f¨ ur alle j ∈ I mit Wj := −1 αj (Uj ) ∩ α(U ) 6= ∅ die Kompositionen α ◦ αj : αj−1 (Wj ) → α−1 (Wj ) und αj−1 ◦ α : α−1 (Wj ) → αj−1 (Wj ) glatt sind. 2. Ein Atlas A heißt maximaler Atlas, wenn f¨ ur alle (α, U ), die mit A vertr¨ aglich sind, schon (α, U ) ∈ A gilt. Es folgt ein Beispiel f¨ ur eine Menge, die zwar lokal euklidisch ist, wo aber die induzierte Topologie nicht hausdorffsch ist. Beispiel 7.4. Es sei M := R2 ∪ {∗} und α1 : R2 → M , α2 : R2 → M ,



α1 (x) := x ( x α2 (x) := ∗



falls x 6= 0 falls x = 0



Dann ist insbesondere



( V ⊂ R2 offen, falls ∗ 6∈ V V ⊂ M offen ⇐⇒ (V \ {∗}) ∪ {0} ⊂ R2 offen, falls ∗ ∈ V



und die Punkte ∗ und 0 lassen sich nicht durch offene Mengen trennen, d. h. jede offenen Menge, die ∗ enth¨alt, hat nicht-leeren Schnitt mit jeder beliebigen offenen Menge, die 0 enth¨alt. Also ist M nicht hausdorffsch. Nichtsdestotrotz ist M lokal euklidisch, denn es ist α1 (R2 ) = R2 ⊂ M und α2 (R2 ) = (R2 \ {0}) ∪ {∗} und deshalb W12 = R2 \ {0, ∗}. Damit ist weiter α1−1 (W12 ) = α2−1 (W12 ) = R2 \ {0} und α1−1 ◦ α2 = id ,



α2−1 ◦ α1 = id .



Insbesondere sind die Fl¨ achen, die wir bisher kennen gelernt haben, auch abstrakte Fl¨ achen. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Beispiel 7.5. 1. Eine Fl¨ache im Sinne von Definition 3.1 ist eine abstrakte Fl¨ ache. Dabei stimmt die durch den Atlas induzierte Topologie mit der Teilraumtopologie, die durch den umgebenden R3 definiert wird, u ¨berein. 2. Ein parametrisiertes Fl¨achenst¨ uck gem¨aß Definition/Bemerkung 3.3 ist ebenfalls eine abstrakte Fl¨ache. In der Regel stimmen hier die durch den Atlas induzierte Topologie und die Teilraumtopologie nicht u ¨berein. Definition 7.6. Es seien M , N abstrakte Fl¨achen mit Atlanten A, B. 1. Eine Abbildung f : M → Rn heißt differenzierbar im Punkt p ∈ M , wenn es eine Parametrisierung (α, U ) ∈ A mit p ∈ α(U ) gibt, so dass f ◦ α : U → Rn differenzierbar im Punkt α−1 (p) ∈ U ist. Solch eine Abbildung heißt differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt differenzierbar ist.



2. Es sei V ⊂ Rn und f : V → M eine Abbildung. f heißt differenzierbar (in v ∈ V ), wenn es eine Karte (α, U ) ∈ A gibt, so dass α−1 ◦f : V → R2 differenzierbar (in v ∈ V ) ist. 3. Eine Abbildung f : M → N heißt differenzierbar im Punkt p ∈ M , wenn es Parametrisierungen (α, U ) ∈ A und (β, V ) ∈ B mit p ∈ α(U ) und f (p) ∈ β(V ) gibt, so dass β −1 β(V )∩f (α(U )) ◦ f ◦ α : U → V differenzierbar im Punkt α−1 ∈ U ist.



Solch eine Abbildung heißt differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt differenzierbar ist.



Bezeichnung 7.7. • Wie u ur ein Intervall I ⊂ R eine ¨blich nennen wir f¨ Abbildung c : I → M eine Kurve auf der abstrakten Fl¨ache M . • Die Menge aller glatten Funktionen auf der abstrakten Fl¨ache M bezeichnen wir mit C ∞ (M ). Beispiel 7.8 (Konstruktionsidee f¨ ur abstrakte Fl¨achen). ˜ ⊂ R3 . . Nimm eine Fl¨ ache M ˜ und definiere M := M ˜ / ∼ als ¨ . Nimm eine Aquivalenzrelation ∼ auf M ¨ die zugeh¨ orige Aquivalenzklasseneinteilung. Bezeichne die nat¨ urliche ˜ auf die Aquivalenzklasse ˜ | q˜ ∼ ¨ Projektion, die p˜ ∈ M [˜ p] := {˜ q ∈M ˜ → M , π(˜ p˜} ∈ M abbildet, mit π : M p) = [˜ p]. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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˜ und definiere . Nimm einen Atlas A˜ = {(˜ αj , Uj )}j∈I von M αj := π ◦ α ˜ j : Uj → M und setze A := {(αj , Uj )}j∈I . ¨ Uberpr¨ ufen der Bedingungen aus Definition 7.1: ur u, v ∈ Uj ist αj (u) = αj (v) ⇐⇒ [˜ αj (u)] = [˜ αj (v)] ⇐⇒ • [zu 0.] F¨ αj (u) ∼ αj (v). Eine notwendige und hinreichende Bedingung daf¨ ur, dass die αj injektiv sind, ist also α ˜ j (u) 6∼ α ˜ j (v) f¨ ur alle u, v ∈ Uj mit u 6= v. • [zu 1.] Da π surjektiv ist, ist Punkt 1. aus Definition 7.1 f¨ ur A erf¨ ullt. • [zu 2.] Es seien nun (αj , Uj ) und (αi , Ui ) und Wij = αi (Ui ) ∩ αj (Uj ). Dann ist zu zeigen, dass αi−1 ◦ αj : αj−1 (Wij ) → αi−1 (Wij ) differenzierbar ist. Wegen 0. gibt es zu p ∈ Wij genau ein ui ∈ Ui und genau ein uj ∈ Uj , so dass αi (ui ) = [˜ αi (ui )] = αj (uj ) = [˜ αj (uj )] = p. Wir setzen α ˜ i (ui ) = p˜i und α ˜ j (uj ) = p˜j . Insbesondere sind also die Abbildung fij := α ˜ i ◦ αi−1 ◦ αj ◦ α ˜ j−1 : α ˜ j (αj−1 (Wij )) → α ˜ i (αi−1 (Wij )) bijektiv. Diese liefern gerade die Zuordnungen p˜j → p˜i . ufen: Es stimmt zwar die Quoti• [zu 3.] Das muss man gesondert u ¨berpr¨ ententopologie mit der durch A induzierten Topologie u ¨ berein, aber im Allgemeinen bleibt die Hausdorff-Eigenschaft beim Bilden der Klasseneinteilung nicht erhalten. • [zu 4.] Diese Eigenschaft u ¨bertr¨agt sich beim Bilden des Quotienten. Beispiel 7.9. Zur Veranschaulichung des Kommentars unter Punkt [zu 3.] ˜ = R2 × {0} ∪ R2 × {1}. Auf M ˜ betrachten wir als Fl¨ ache die Menge M ¨ definieren wir eine Aquivalenzrelation wie folgt:  (~x, r) ∼ (~y , s) ⇐⇒ (~x, r) = (~y , s) oder ~x = ~y 6= ~0 . Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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¨ Die Aquivalenzklassen sind dann [(~x, 0)] = {(~x, 0), (~x, 1)} falls ~x 6= ~0 , [(~0, 0)] = {(~0, 0)} , [(~0, 1)] = {(~0, 1)} ,



und es ist R2 / ∼ bijektiv zu R2 ∪ {∗} durch [(~x, 0)] 7→ ~x und [(~x, 1)] 7→ ∗. Ebenso stimmt die Quotiententopologie auf R2 / ∼ mit der Topologie auf R2 ∪ {∗} aus Beispiel 7.4 u ¨berein und ist somit nicht hausdorffsch. Beispiel 7.10 (Spezialisierung von Beispiel 7.8). Zur weiteren Untersuchung der Karten¨ uberg¨ange hinsichtlich Definition 7.1.2 ¨ betrachten wir nun die folgende spezielle Situation. Die Aquivalenzrelation 2 ˜ →M ˜ mit f = id wie folgt definiert: sei durch eine glatte Abbildung f : M  p˜ ∼ q˜ ⇐⇒ p˜ = q˜ oder p˜ = f (˜ q) Mit den Bezeichnungen von oben kann nun genau eine der beiden folgenden Situationen vorliegen(xxvii) :



a) α ˜ i (αi−1 (Wij )) = α ˜ j (αj−1 (Wij )) und damit p˜i = p˜j also fij = id. Das liefert aber, dass αi−1 ◦ αj = α ˜ i−1 ◦ α ˜ j glatt ist. ¨ b) α ˜ i (αi−1 (Wij )) ∩ α ˜ j (αj−1 (Wij )) = ∅ und damit fij = f . Ahnlich zum ersten −1 −1 Fall erhalten wir αi ◦ αj = α ˜i ◦ f ◦ α ˜ j also eine glatte Abbildung.



1. (Der 2-dimensionale, reell-projektive Raum). ˜ = S 2 und die Antipodenabbildung f : S 2 → S 2 mit Wir betrachten M f (˜ p) = −˜ p. Zwei verschiedene Punkte der Sph¨are sind also ¨aquivalent, wenn sie sich gegen¨ uber liegen, d.h. im Quotienten RP 2 = S 2 / ∼ identifizieren wir diese beiden Punkte der Sph¨are. Wir erinnern uns: Eine Teilmenge des Quotienten ist genau dann offen, wenn ihr Urbild unter der Projektion π : S 2 → RP 2 offen ist. Zum Nachweis der Hausdorff-Eigenschaft konstruieren wir f¨ ur zwei 2 verschiedene Punkte p, q ∈ RP zwei offene disjunkte Umgebungen: (xxvii)



Dabei setzen wir hier und im Folgenden voraus, dass die Parameterbereiche Uj zusammenh¨ angend sind
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Es seien p = π(˜ p) = {˜ p, f (˜ p)} und q = π(˜ q ) = {˜ q , f (˜ q )}. Wir w¨ahlen 2 2 ˜ ˜ ˜ , V˜ , f (U ˜ ) und offene Mengen p˜ ∈ U ⊂ S und q˜ ∈ V ⊂ S so, dass U ˜ f (V ) paarweise disjunkt sind – etwa kleine geod¨atische Kreisscheiben ˜ ) = π(f (U ˜ )) und um die jeweiligen Punkte. Damit sind p ∈ U := π(U 2 ˜ ˜ q ∈ V := π(V ) = π(f (V )) offen in RP und es ist U ∩ V = ∅. 2. (Die Kleinsche Flasche). Wir betrachten den Torus als Rotationsk¨orper um die z − Achse und ˜ = T . Wie im obigen Beispiel zentriert um zentriert um den Ursprung, M ist f : T → T mit f (˜ p) := −˜ p auch hier wohldefiniert und liefert eine ¨ ¨ Aquivalenzrelation ∼. Die Aquivalenzklasseneinteilung K := T / ∼ ist mit der gleichen Begr¨ undung wie im ersten Beispiel eine abstrakte Fl¨ ache. Weitere Bemerkungen zu diesen Beispielen: • Der 2D reell-projektive Raum und die Kleinsche Flasche enthalten jeweils ein M¨ obiusband: Dazu betrachten wir in Beispiel 1. eine Streifen ¨ um den Aquator und im zweiten Beispiel einen Streifen um den großen Breitenkreis. Ein M¨ obiusband erh¨alt man nun als Bild dieser Streifens unter der nat¨ urlichen Projektion π. Insbesondere sind der projektive Raum und die Kleinsche Flasche nicht orientierbar. achen als parametrisierte Fl¨achenst¨ ucke im R3 • Man kann beide Fl¨ realisieren, jedoch sind beide Realisierungen keine Fl¨achen im Sinne von Definition 3.1. Realisieren meint hier, dass die abstrakte Fl¨ache und das Fl¨ achenst¨ uck diffeomorph sind. Insbesondere ist das Fl¨achenst¨ uck in nat¨ urlicher Weise mit der ersten Fundamentalform versehen. Da wir aber K und RP 2 noch nicht mit Metriken versehen haben, macht es an dieser Stelle keinen Sinn, zu fragen, ob die Diffeomorphismen auch Isometrien sind. Zum Problem der Existenz einer Metrik auf einer abstrakten Fl¨ ache, siehe Satz 7.27. – Eine Parametrisierung der Kleinschen Flasche ist durch α : [0, 2π]2 → R3 ,   s 2 2(1 − sin s) cos s + (2 − cos s) cos t 2e−( 2 −π) − 1   (2 − cos s) sin(t) α(s, t) :=   −(s− 3π )2 1 2 2 sin s + 2 ((1 − cos s)) sin s cos te Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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gegeben. Das Ergebnis findet man in Abbildung 19 und eine Konstruktionsanleitung in Abbildung 20. – Eine Realisierung des RP 2 im R3 erh¨alt man wie folgt: Man nehme eine M¨ obisuband und verklebe dessen Rand mit dem Rand einer Kreisscheibe – beide R¨ander sind jeweils ein Kreis! Das Ergebnis einer solchen Verklebung liefert die so genannte Kreuzhaube, siehe Abbildung 21. Eine Parametrisierung einer solchen Verklebung ist etwa gegeben durch   cos s sin(2t)  sin s sin(2t) α : [0, 2π] × [0, π2 ] → R3 , α(s, t) =  2 2 2 cos t − cos s sin t Abbildung 19: Die Kleinsche Flasche im R3



Beispiel 7.11 (Der flache Torus). ˜ = R2 × {0}. Zur Definition einer Als weiteres Beispiel betrachten wir M ˜ fixieren die zwei linear unabh¨angige Vektoren ¨ Aquivalenzrelation auf M 2 ~e1 , ~e2 ∈ R und setzen (~x, 0) ∼ (~y , 0) ⇐⇒ ∃k1 , k2 ∈ Z : ~x − ~y = k1~e1 + k2~e2 . ˜ / ∼ bijektiv zu Q = [0, 1[2 ×{0} ⊂ M ˜, Dann ist die Klasseneinteilung TF := M denn sind f¨ ur [(a, b, 0)] ∈ TF die Zahlen 0 ≤ a ˆ, ˆb < 1 die eindeutigen nicht-negativen Ganzteilreste von a und b, so ist [(a, b, 0)] = [(ˆ a, ˆb, 0)] und (ˆ a, ˆb, 0) ∈ Q. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Abbildung 20: Konstruktion der Kleinschen Flasche



−→



−→



←−



↓ ←−



Abbildung 21: Die Kreuzhaube im R3 1



Es sei nun Q0 := ]0, 1[2 , so dass Q0 × {0} von Q ist.  gerade das Innere  −   Weiter seien U1 := − + Q0 , U2 := − + Q0 , U3 :=  + Q0 , U4 :=  − 2 ˜ mit α ˜ i : Ui → M ˜ i = id × {0}  + Q0 offene Teilengen des R . Dann sind α ˜. Parametrisierungen von M Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Wegen der Wahl von Q0 sind die αi = π ◦ α ˜ i : Ui → TF injektiv und, da ˜ die Bilder α ˜ i (Ui ) die Teilmenge Q ⊂ M u ¨ berdecken, u ¨ berdecken die Bilder ¨ αi (Ui ) ganz TF . Sie liefern dann einen Atlas bei dem jede Ubergangsfunktion die Identit¨ at ist. Dass die Topologie hausdorffsch ist zeigt man wieder, indem man als offene ¨ Umgebungen zweier unterschiedlicher Aquivalenzklassen wieder die Bilder hinreichend kleiner offenere Umgebungen von Repr¨asentanten w¨ahlt. Die so entstandene abstrakte Fl¨ache nennt man den flachen Torus. Sie l¨asst sich als Fl¨ ache in R3 realisieren und ist uns hinl¨anglich bekannt: betrachte die Abbildung TF → [0, 1[2 → T gem¨ass der Konstruktion in Abbildung 22. Der Zusatz flach“ im Namen dieser abstrakten Fl¨ache bekommt ihren ” Sinn auch erst sp¨ ater, wenn wir Metriken auf abstrakten Fl¨achen einf¨ uhren. Insbesondere ist f¨ ur eine kanonisch gew¨ahlte Metrik auf TF der in Abbildung 22 definierte Diffeomorphismuskeine Isometrie, wenn man T mit der ersten Fundamentalform versieht. Abbildung 22: Die Abbildung TF → T



−→



−→



↓



←− Beispiel 7.12 (Eine explizite Parametrisierung von RP 2 ). ¨ Betrachten wir auf der Menge R3 \ {0} die Aquivalenzrelation ~x ∼ ~y ⇐⇒ ∃k ∈ R : ~x = k~y , ¨ so entspricht die Aquivalenzklasse [~x] 1als Teilmenge von R3 \ {0} der Geraden durch den Ursprung mit Richtungsvektor ~x – allerdings ohne den Ursprung selbst. Insbesondere ist die Klasseneinteilung R3 \ {0}/ ∼ hom¨oomorph zu RP 2 gem¨ aß Beispiel 7.10.1. Diese Sichtweise hat den Vorteil, dass wir auf die Normierung des Repr¨ asentanten verzichten k¨onnen.
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Wir betrachten die drei Abbildungen αi : Ui → RP 2 mit Ui := R2 und α1 (u1 , u2 ) := [(1, u1 , u2 )] ,



α2 (u1 , u2 ) := [(u1 , 1, u2 )] ,



α3 (u1 , u2 ) := [(u1 , u2 , 1)] . Man u ¨berzeugt sich leicht davon, dass diese drei Karten RP 2 u ¨berdecken. Um die Karten¨ uberg¨ ange αi−1 ◦ αj zu berechnen, ben¨otigen wir ihr gemeinsames Bild αi (R2 ) ∩ αj (R2 ) = {[(x1 , x2 , x3 )] | xi , xj 6= 0} ⊂ RP 2 . Aus Symmetriegr¨ unden beschr¨ anken wir uns auf i = 1 und j = 2. F¨ ur p ∈ α1 (R2 ) ∩ α2 (R2 ) gilt p = α2 (u, v) = [(u, 1, v)] = [(1, u1 , uv )] = α1 ( u1 , uv ) . Damit ist α1−1 ◦ α2 (u, v) =



1 v , u u



und ist differenzierbar.



Im Hinblick auf Beispiel 7.10 wird unser hier konstruierter Atlas von dem Atlas auf S 2 induziert, der aus 6 Karten besteht und jeweils eine offene Rotationshalbsph¨ are um die Koordinatenachsen abdeckt. F¨ ur die x-Achse sind das etwa α ˜ 1 (u, v) = 1+u12 +v2 (1, u, v) und α ˜ 4 (u, v) = 1+u12 +v2 (−1, −u, −v) = −α1 (u, v). Nach der Verkn¨ upfung mit der Projektion π : S 2 → RP 2 liefern diese zwei dann die gleiche Karte, n¨ amlich α1 = π ◦ α ˜1 = π ◦ α ˜4.



7.2



Tangentialraum und Metrik



Wiederholung: Es sei M eine Fl¨ache oder ein parametrisiertes Fl¨achenst¨ uck gem¨ aß Definition 3.1 oder 3.3, und c : I = ] − , [ → M eine Kurve durch p = c(0). Weiter sei α : U → M eine Parametrisierung und β = (c1 , c2 ) : I → U die Kurve im Parameterbereich mit c = α ◦ β, insbesondere ist also c(I) ⊂ α(U ). Dann ist c(t) ˙ =



∂α ∂α d (α ◦ β)(t) = c˙1 (t) 1 (β(t)) + c˙2 (t) 1 (β(t)) dt ∂u ∂u



˜ → M eine weitere Parametrisierung – wobei wir voraussetzen, Nun sei α ˜:U ˜ so gilt ˜ ˜ mit c = α dass α ˜ (U ) = α(U ) gilt – und β˜ = (˜ c1 , c˜2 ) : I → U ˜ ◦ β, i



c˙ =



2 X j=1



∂(α c˜˙ j



−1



◦α ˜ )i



∂u ˜j



.
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Sei nun f ∈ C ∞ (M ) eine differenzierbare Funktion, dann ist f ◦ c : I → R differenzierbar und bez¨ uglich der Karte α rechnen wir 2



X d d ∂(f ◦ α) (f ◦ c)(t) = (f ◦ α ◦ β)(t) = (β(t)) . c˙j (t) dt dt ∂uj j=1



Obwohl sie in die Rechnung einfließt, h¨angt die rechte Seite nicht von der Wahl der Parametrisierung ab. Wir f¨ uhren nun die folgende neue Schreibweise ein: ∂ ∂(f ◦ α) −1 (α (p)) (f ) := j ∂u p ∂uj und interpretieren ∂u∂ j p als Operator, der einer Funktion f ∈ C ∞ (M ) gem¨aß der obigen Vorschrift eine reelle Zahl zuordnet. Dieser Operator h¨angt von ¨ der gew¨ ahlten Parametrisierung ab und bei Anderung der Parametrisierung transformiert er sich wie folgt: X (α−1 ◦ α ∂ ˜ )j −1 ∂ = (˜ α (p)) . ∂u ˜i p ∂u ˜i ∂uj p 2



j=1



In Termen dieser Operatoren schreibt sich die Ableitung von f ◦ c an der Stelle t = 0 als  d ∂ ∂  (f ◦ c)(0) = c˙1 (0) 1 + c˙2 (0) 2 (f ) . dt ∂u p ∂u p In dieser Form l¨ aßt sich der Tangentialvektor c(0) ˙ ∈ Tp M der Fl¨ache als Operator auffassen: c(0) ˙ : C ∞ (M ) → R mit c(0)(f ˙ ) :=



d (f ◦ c)(0) . dt



In der lokalen Karte l¨ aßt sich das bez¨ uglich der Operatoren c(0) ˙ = c˙1 (0)



∂ ∂ 2 + c ˙ (0) ∂u1 p ∂u2 p







∂ ∂uj p



ausdr¨ ucken:



Im Gegensatz zu den Operatoren ∂u∂ j p selbst, h¨angt die rechte Seite hier nicht von der Wahl der Parametrisierung ab.



c(0) ˙ als Operator hat die folgende Eigenschaften: Sind f, g ∈ C ∞ (M ) Funktionen auf M und ρ ∈ R so gilt c(0)(ρ ˙ f + g) = ρ c(0)(f ˙ ) + c(0)(g) ˙ , Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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c(0)(f ˙ g) = c(0)(f ˙ )g(p) + f (p)c(0)(g) ˙ . Insbesondere ist c(0) ˙ : C ∞ (M ) → R eine R-lineare Abbildung. Diese Vor¨ uberlegungen motivieren nun die Definition des Tangentialvektors auf einer abstrakten Fl¨ ache. Definition 7.13. Es sei M eine abstrakte Fl¨ache und p ∈ M . Eine Abbildung v : C ∞ (M ) → R heißt Tangentialvektor an M in p, wenn es eine Kurve c : ] − , [ → M mit c(0) = p gibt, so dass v(f ) = c(0)(f ˙ ). f¨ ur alle f ∈ C ∞ (M ). Hierbei ist der Tangentialvektor c(0) ˙ : C ∞ (M ) → R d definiert durch c(0)(f ˙ ) := dt (f ◦ c)(0). Die Menge aller Tangentialvektoren in p ∈ M nennen wir Tangentialraum in p ∈ M und bezeichnen ihn mit Tp M . Bemerkung 7.14. Es sei c : I = ]−, [ → M eine Kurve auf der abstrakten Fl¨ ache M und v = c(0) ˙ ∈ Tp M . Weiter sei α : U → M eine Karte mit c(I) ⊂ α(U ) und β = (c1 , c2 ) : I → U mit c = α ◦ β. Dann ist wegen f ◦c=f ◦α◦β  ∂  ∂ c(0)(f ˙ ) = c˙1 (0) 1 + c˙2 (0) 2 (f ) ∂u p ∂u p mit



wobei



d ∂ (f ) := (f ◦ αj )(0) ∂uj p dt



α1 (t) := α(u10 + t, u20 ) ,



α2 (t) := α(u10 , u20 + t)



die Koordinatenlinien durch p = α(u10 , u20 ) bezeichnen. Damit ist   ∂ ∂ Tp M = span . , ∂u1 p ∂u2 p



¨ wobei das Transformationsverhalten der Basis beim Ubergang zu einer ande˜ → M durch ren Karte α ˜:U 2 X ∂ (α−1 ◦ α ˜ )j −1 ∂ = (˜ α (p)) . ∂u ˜i p ∂u ˜i ∂uj p j=1



gegeben ist. Wegen der Ausf¨ uhrungen in der Vorbemerkung, stimmt diese Definition des Tangentialraums f¨ ur den Fall, dass M eine Fl¨ache ist, mit Definition 3.8 und Satz 3.24 u ¨berein. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Folgerung 7.15. Ist v ∈ Tp M ein Tangentialvektor auf der abstrakten Fl¨ ache M , so gilt v(f + g) = v(f ) + v(g) und v(f g) = v(f )g(p) + f (p)v(g) . Definition 7.16. Es sei M eine abstrakte Fl¨ache und α : U → M eine Parametrisierung. Dann nennt man die Zuordnungen ∂ ∂ : p ∈ M 7→ ∂uj ∂uj p



lokale Basisfelder. Damit definieren wir f¨ ur α(U ) ⊂ M die Abbildungen ∂ : C ∞ (α(U )) → C ∞ (α(U )) ∂uj ∂ ∂ ∂ ∂ : f 7→ (f ) mit (f ) : p 7→ (f ) . ∂uj ∂uj ∂uj ∂uj p



Definition 7.17. Es sei M eine abstrakte Fl¨ache. Ein Vektorfeld auf M ist eine Zuordnung X : M 3 p 7→ Xp ∈ Tp M . Ein Vektorfeld heißt glatt, wenn f¨ ur alle f ∈ C ∞ (M ) die Abbildung X(f ) : M → R mit X(f ) : p 7→ Xp (f ) glatt ist. Die Menge aller glatten Vektorfelder bezeichnen wir mit X(U ). Bemerkung 7.18. 1. Es sei α : U → M eine Parametrisierung der abstrakten Fl¨ ache M . Dann sind die (lokalen) Vektorfelder ∂u∂ j ∈ X(α(U )) glatt. so l¨aßt sich Xp f¨ ur p ∈ α(U ) schreiben als 2. Ist X ein Vektorfeld, Xp = X 1 (p) ∂u∂ j p + X 2 (p) ∂u∂ 2 p . Dann ist X glatt, genau dann, wenn p 7→ X 1 (p) und p 7→ X 2 (p) glatt sind. Damit l¨asst sich X lokal schreiben als X = X1



∂ ∂ + X2 2 ∂uj ∂u



mit X 1 , X 2 ∈ C ∞ (α(U )). 3. Ist X ein glattes Vektorfeld, so gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 7.17 f¨ ur alle f, g ∈ C ∞ (M ) X(f + g) = X(f ) + X(g) und X(f g) = gX(f ) + f X(g) .



(3)
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Die Art, wie Tangentialvektoren und nun auch Vektorfelder auf Produkte wirken, hat offensichtlich eine besondere Bedeutung. Definition 7.19. 1. Ein R-Vektorraum A heißt R-Algebra, wenn es auf A ein R-bilineares Produkt gibt. Das heißt es gibt eine Abbildung A × A → A, (a, b) 7→ ab, so dass a(b + c) = ab + ac, (b + c)a = ba + ca und a(ρb) = (ρa)b = ρ(ab) f¨ ur alle a, b, c ∈ A und ρ ∈ R. Beispiele f¨ ur ∞ R-Algebren sind der K¨orper R selbst und die Menge C (M ). 2. Es sei A eine R-Algebra. Ein Endomorphismus Φ : A → A heißt Derivation, wenn Φ(ab) = Φ(a)b + aΦ(b) f¨ ur alle a, b ∈ A. Die Menge aller Derivationen auf A wird mit Der(A) ⊂ End(A) bezeichnet. 3. Ist speziell A = C ∞ (M ) und p ∈ M , dann nennt man eine lineare Abbildung Φ : C ∞ (M ) → R eine Derivation in p, wenn Φ(gf ) = g(p)Φ(f ) + f (p)Φ(g) f¨ ur alle f, g ∈ C ∞ (M ) gilt. Die Menge aller Derivationen in p wird mit Derp (C ∞ (M )) ⊂ Hom(C ∞ (M ), R) bezeichnet. Bemerkung 7.20. Derivationen in p gem¨aß Definition 7.19.3 haben die folgende Eigenschaft: Sind f, g ∈ C ∞ (M ) und gibt es eine offene Umgebung U ⊂ M von p, so dass g|U = f |U , so gilt v(f ) = v(g) f¨ ur alle v ∈ Derp (C ∞ (M )). Daher kann man die Definition von Derp (C ∞ (M )) etwas verfeinern“. Dazu ” ¨ betrachten wir auf C ∞ (M ) die Aquivalenzrelation f ∼ g ⇐⇒ ∃U ⊂ M offen : p ∈ U und f |U = g|U . ¨ Die zugeh¨ orige Aquivalenzklasseneinteilung bezeichnen wir mit Cp∞ (M ) := ∞ C (M )/ ∼. Dies ist ebenfalls eine R-Algebra und es gibt die repr¨asentantenunabh¨ anige Auswertungsabbildung M 3 p 7→ [f ](p) := f (p). Damit gilt dann Derp (Cp∞ (M )) = Derp (C ∞ (M )) mit Bezeichnungen analog zu Definition 7.19.3. Es gelten insbesondere die Umkehrungen von Folgerung 7.15 und Bemerkung 7.18. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Satz 7.21. Es sei M eine abstrakte Fl¨ ache und p ∈ M . Weiter sei X(M ) die Menge der glatten Vektorfelder und Tp M der Tangentialraum in p. Dann gilt X(M ) = Der(C ∞ (M )) und Tp M = Derp (C ∞ (M )) . Bemerkung 7.22. Es seien M, N abstrakte Fl¨achen und F : M → N eine glatte Abbildung. Weiter sei v ∈ Tp M ein Tangentialvektor, der durch die Kurve c : I = ] − , [ → M realisiert wird, also v = c(0) ˙ oder v(f ) = d ∞ (M ). Dann ist c (f ◦ c)(0) f¨ u r alle f ∈ C ˜ := F ◦ c : I → M eine Kurve auf dt ˙ N mit c˜(0) = F (p) und es ist w := c˜(0) ∈ TF (p) N . Die Berechnung von w ist unabh¨ angig von der Wahl der Kurve c, die v realisiert, und h¨angt somit nur von F und v ab. Das motiviert die folgende Definition. Definition 7.23. Es seien M, N abstrakte Fl¨achen und F : M → N eine glatte Abbildung. Dann ist das Differential von F in p definiert als die lineare Abbildung dp F : Tp M → TF (p) N mit dp F (v) = c˜˙(0) , wobei c˜ = F ◦ c und c : I → M den Tangentialvektor v ∈ Tp M realisiert.



Bemerkung 7.24. Das Differential der glatten Abbildung F : M → N l¨asst sich auch wie folgt beschreiben. Es sei v : C ∞ (M ) → R ein Tangentialvektor in Tp M . Der Tangentialvektor dp F (v) : C ∞ (N ) → R in TF (p) N ist dann gegeben durch dp F (v)(f ) = v(f ◦ F )



f¨ ur alle f ∈ C ∞ (N ).



Bemerkung 7.25. Gegeben seien zwei Parametrisierungen α : U → M ˜ → N von M und N mit F (α(U )) ⊂ α ˜ ). Dann ist f¨ und α ˜ : U ˜ (U ur v = 2 P i ∂ v ∂ui p ∈ Tp M



i=1



dp F (v) = w =



2 X j=1



X ∂ Fˆ j ∂ j mit w = (α−1 (p))v i , ∂u ˜j F (p) ∂ui 2



wj



i=1



˜ . Daraus folgt wobei Fˆ j die j-te Komponente von Fˆ = (˜ α−1 ◦ F ◦ α)j : U → U ˆ die Linearit¨ at von dp F : Tp M → TF (p) N . Weiter ist Dα(p) F die Matrixdar ∂  von Tp M und ∂ stellung von dp F bez¨ uglich der Basen ∂u ∂u ˜i F (p) von i p TF (p) M . Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Definition/Bemerkung 7.26. Es sei M eine abstrakte Fl¨ache. Eine Zuordnung g : p 7→ gp , die jedem p ∈ M ein Skalarprodukt gp : Tp M × Tp M → R zuordnet, heißt glatt, wenn es eine Parametrisierung α : U → M gibt, so dass die lokalen Funktionen gij : α(U ) → R mit   gij (p) := gp ∂ i , ∂ j ∂u



p ∂u



p



glatt sind. Das ist ¨ aquivalent dazu, dass f¨ ur alle Vektorfelder X, Y ∈ X(M ) die Funktionen g(X, Y ) : M → R mit g(X, Y ) := gp (Xp , Yp ) glatt sind. Ein solche glatte Verteilung von Skalarprodukten, g, heißt Riemannsche Metrik auf M .(xxviii) Die Frage, ob es auf einer abstrakten Fl¨ache stets eine Riemannsche Metrik gibt, beantwortet der folgende Satz. ache gibt es immer ein Riemannsche Satz 7.27. Auf einer abstrakten Fl¨ Metrik.



Bemerkung 7.28. Man hat jetzt alle Vorbereitungen, um f¨ ur abstrakte Fl¨ achen alle Rechnungen und Begriffe aus den vorigen Kapiteln zu u ¨ bernehmen, die sich nur mit Hilfe der ersten Fundamentalform beschreiben lassen. So kann man analog zu den Ausf¨ uhrungen in Kapitel 5 und 6 nun Zusammenh¨ ange und deren Kr¨ ummungen definieren und, wenn wir eine Riemannsche Metrik haben, macht der Begriff des Levi-Civita Zusammenhangs Sinn. Ebenso lassen sich s¨ amtliche lokalen Gr¨oßen, wie z.B. die Christoffelsymbole Γkij und die Kr¨ ummungskomponenten Rijk ` berechnen. Ebenso bekommt man analog die Begriffe parallel, Paralleltransport und damit den Begriff der Geod¨ ate sowie Exponentialabbildung und geod¨atische Polarkoordinaten.



(xxviii)



Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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Grundlagen Lineare Algebra & Analysis Lineare Algebra



Grundbegriffe: Vektorraum (hier in der Regel dim < ∞), Matrix, linear abh¨ angig und linear unabh¨angig, Basis, Erzeugendensystem, lineare und bilineare Abbildungen, Matrixdarstellungen, Eigenwerte, Eigenvektoren. Die Grundlage bildet in dieser Vorlesung der Zahlenraum Rn sowie dessen Untervektorr¨ aume. Obwohl wir uns im Folgenden auf die F¨alle n = 2, 3 beschr¨ anken, werden wir Aussagen, die f¨ ur beide F¨alle – und eigentlich f¨ ur beliebige n ∈ N – g¨ ultig sind, allgemein formulieren und dann ggf. spezialisieren. Bezeichnung A.1. Die Standardbasis des R2 bzw. R3 bezeichnen wir mit      1 0 E = ~1 = ,~2 = bzw. 0 1        1 0 0        E = ~1 = 0 ,~2 = 1 ,~3 = 0 .   0 0 1



Bemerkung A.2. • Es sei W = {w ~ 1, w ~ 2, w ~ 3 } eine Basis des R3 und es sei V = {~v1 , ~v2 , ~v3 } definiert durch die Linearkombination ~v1 = a11 w ~ 1 + a12 w ~ 2 + a13 w ~3 ~v2 = a21 w ~ 1 + a22 w ~ 2 + a23 w ~3 ~v3 = a31 w ~ 1 + a32 w ~ 2 + a33 w ~3 Das letzte l¨ aßt sich kompakter in der folgenden      ~v1 w ~1 a11 a12 ~v2  = A · w ~ 2  mit A = a21 a22 ~v3 w ~3 a31 a32



¨ Dann gelten folgende Aquivalenzen:



Form schreiben:  a13 a23  . a33



V = {~v1 , ~v2 , ~v3 } ist eine Basis



⇔ A ist invertierbar



⇔ A hat maximalen Zeilenrang, n¨amlich Zrg(A) = 3



⇔ A hat maximalen Spaltenang, n¨amlich Srg(A) = 3 Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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⇔ A hat maximalen Rang, n¨amlich rg(A) = 3



⇔ A hat nach Durchf¨ uhrung des Gauß-Algorithmus(xxix) keine Nullen auf der Diagonalen



⇔ A hat nichtverschwindende Determinante, det(A) 6= 0



⇔ A hat nur nichtverschwindende (ggf. komplexe) Eigenwerte • Ist V ebenfalls eine Basis, dann nennt man die Matrix A die Basiswechselmatrix (von der Basis V zur Basis W). P • Ist W = E die Standardbasis, und schreibt man statt ~vi = 3k=1 aik~k   ai1  wie u ¨ blich ~vi = ai2 , dann sieht man, dass die Vektoren ~vi gerade ai3 die Spalten von A liefern. • Diese Aussagen gelten f¨ ur n = 2 (und f¨ ur n > 3) komplett analog. Bemerkung A.3. • Die Menge aller m × n-Matrizen bezeichnen wir mit Mm,n R. Ist m = n, so schreiben wir Mn R := Mn,n R. • Die Menge der invertierbaren n × n-Matrizen bezeichnen wir mit GLn R := {A ∈ MR | det(A) 6= 0} ⊂ Mn R . GLn R ist bez¨ uglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe. • Es sei C ∈ Mn R. A heißt diagonalisierbar, {a1 , . . . , an } und eine Matrix A ∈ GLn R gibt,  a1 0   0 ... −1 A CA = Diag(a1 , . . . , an ) =   .. . . . . 0 ...



wenn es reelle Zahlen so dass  ...0 ..  .. . .   .. . 0 0 an



• Sind V = {~v1 , . . . , ~vn } und W = {w ~ 1, . . . , w ~ n } Basen des Rn , dann gibt es eine Matrix A ∈ GLn R so dass W = A−1 V A , wobei V die Matrix ist deren Spalten gerade die Vektoren aus V sind und analog f¨ ur W . A heißt dann die Basiswechselmatrix. Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Definition A.4. 1. Ein Vektorraum V wird durch die Fixierung einer symmetrischen, positiv definiten Bilinearform g zu einem euklidischen Vektorraum(xxx) . Solch ein g heißt auch Skalarprodukt. 2. Durch k · kg : V → R mit k~v kg := wird eine Norm auf V erkl¨art.



p g(~v , ~v )



3. Der Winkel (bez¨ uglich g) zwischen zwei Vektoren ~v , w ~ ∈ V \ {~0} ist definiert durch cos(ϕ) =



g(~v , w) ~ . k~v kg kwk ~ g



4. ~v , w ~ ∈ V heißen orthogonal, wenn der Winkel zwischen den beiden cos(ϕ) = 0 erf¨ ullt, also: ~v ⊥ w ~ ⇐⇒ g(~v , w) ~ = 0. Insbesondere ist der Nullvektor ~0 senkrecht zu allen Vektoren. Wir verwenden im Folgenden lediglich das Standardskalarprodukt des Rn und damit zusammenh¨ angende Skalarprodukte auf Untervektorr¨aumen von Rn . Beispiel A.5.



• Die Abbildung



h·, ·i : Rn × Rn → R 1



1



2



mit



2



h~v , wi ~ := v w + v w + · · · + v n wn 



  1 v1 w  ..   ..  f¨ ur ~v =  .  , w ~ =  .  ∈ Rn heißt das Standardskalarprodukt des vn wn p Rn . In diesen F¨ allen gibt die Norm k~v k = h~v , ~v i gerade die L¨ange des Vektors ~v und berechnet sich zu p k~v k = (v 1 )2 + (v 2 )2 + . . . (v n )2 . Das ist der Satz von Pythagoras.



(xxx)



Euklid von Alexandria (3. Jhd. v. Chr.)
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 1  1 v w • F¨ ur n = 2 und ~v = ,w ~= ∈ R2 ist v2 w2 h~v , wi ~ = v 1 w1 + v 2 w2 und k~v k2 = (v 1 )2 + (v 2 )2 .  1  1 v w F¨ ur n = 3 und ~v = v 2  , w ~ = w2  ∈ R3 ist v3 w3 h~v , wi ~ = v 1 w1 + v 2 w2 + v 3 w3



und k~v k2 = (v 1 )2 + (v 2 )2 + (v 3 )2 .



Bemerkung A.6. Als Norm erf¨ ullt k · k die folgenden (Un-)Gleichungen: k~v + wk ~ ≤ k~v k + kwk ~



Dreiecksungleichung: Cauchy-Schwarz-Ungleichung (xxxi) : Parallelogrammgleichung:



h~v , wi ~ 2 ≤ k~v k2 kwk ~ 2



2k~v k2 + 2kwk ~ 2 = k~v + wk ~ 2 + k~v − wk ~ 2



Bemerkung A.7 (Geometrische Interpretation des Skalarproduktes). Es seien ~v , w ~ ∈ Rn zwei Vektoren und ~u die Projektion von w ~ auf die Gerade, die von ~v aufgespannt wird. Dann entspricht der Betrag des Skalarproduktes von ~v und w ~ der Fl¨ ache des Rechtecks mit den Seitenl¨angen k~v k und k~uk, siehe Abbildung 23. Abbildung 23: Skalarprodukt



Wegen der Symmetrie von h·, ·i liefert ein Vertauschen der Vektoren in der Konstruktion ein weiteres aber in der Regel anderes Rechteck mit dem gleichen Fl¨ acheninhalt. Definition A.8. Auf R3 gibt es eine bilineare Abbildung, die zwei Vektoren einen neuen Vektor zuordnet. Dieses Produkt nennen wir Kreuzprodukt × : R3 × R3 → R3 mit (~v , w) ~ 7→ ~v × w ~. Diese Abbildung ist durch folgende Eigenschaften eindeutig charakterisiert: Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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1. Ist ϕ ∈ [0, π[ der Winkel zwischen ~v und w, ~ so ist k~v × wk ~ := k~v kkwk ~ sin(ϕ) 2. Ist k~v × wk ~ = 6 0 so ist ~v × w ~ ⊥ ~v und ~v × w ~ ⊥w ~ sowie det(~v , w, ~ ~v × w) ~ >0 Insbesondere ist × schiefsymmetrisch und es gilt ~v × w ~ = ~0 genau dann, wenn ~v und w ~ linear abh¨ angig sind. Bemerkung A.9. • Die Eigenschaft 1. fixiert die L¨ange des Vektors ~v × w ~ und die Eigenschaft 2. seine Richtung. • Wegen der Eigenschaft 1. haben wir die folgende geometrische Interpretation: die L¨ ange k~v × wk ~ entspricht der Fl¨ache des von ~v und w ~ gebildeten Parallelogramms. Wegen der Eigenschaft 2. steht der Vektor ~v × w ~ senkrecht auf diesem Parallelogramm, siehe Abbildung 24. Abbildung 24: Kreuzprodukt



• Wegen der Eigenschaft 2. gilt die “Rechte-Hand-Regel“, siehe Abbildung 25. Abbildung 25
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 1  1 v w • Sind ~v = v 2  und w ~ = w2 , so ist v3 w3  2 3  v w − v 3 w2 ~v × w ~ = v 3 w 1 − v 1 w 3  . v 1 w2 − v 2 w1



ur ~v , w ~ ∈ V Satz A.10. Es sei V ⊂ Rn ein Untervektorraum, dann ist f¨ durch h~v , wi ~ V := h~v , wi ~



eine bilineare Abbildung h·, ·iV : V × V → R definiert. Diese ist ein Skalarprodukt auf V , das vom Standardskalarprodukt auf Rn induzierte Skalarprodukt auf V . Bemerkung A.11. • Es sei b eine symmetrische Bilinearform auf Rn . n F¨ ur fixiertes ~v ∈ R ist die Abbildung w ~ 7→ b(~v , w) ~ eine lineare Abbildung. Man sagt b ist entartet, wenn es ein ~v ∈ Rn \ {~0} gibt, so dass diese Abbildung b(~v , ·) : Rn → R die Nullabbildung ist. Insbesondere gibt es dann in der Sylvester-Form(xxxii) von b mindestens eine Null auf der Diagonalen. • Es sei b eine beliebige Bilinearform auf Rn . Dann induziert diese wie oben eine Bilinearform bV auf jeden Unterraum V . Auch wenn b nichtentartet ist, so muss dieses f¨ ur bV im Allgemeinen nicht gelten. Insbesondere sind Skalarprodukte nicht-entartet und wir sehen, dass die positive Definitheit f¨ ur die Vererbung dieser Eigenschaft eine wichtige Rolle spielt. ~ = −v 1 w1 + • Beispiel: Betrachte R3 mit der Bilinearform b(~v , w) 2 2 3 3 v w + v w . Diese ist nicht-entartet, denn sie hat die Sylvester-Form diag(−1, 1, 1), z.B. bez¨ uglich der Standardbasis E von R3 . Weiter sei V = spanR {~1 + ~2 ,~3 } ⊂ R3 . Dann ist bV : V × V → R entartet, denn bV (~1 + ~2 , ·) : V → R ist die Nullabbildung. Insbesondere liefert die gew¨ ahlte Basis schon die Sylvester-Form diag(0, 1) f¨ ur bV . Definition A.12. • Eine Basis {~e1 , . . . , ~en } eines euklidischen Vektorraums (V, g) heißt Orthonormalbasis (ONB), wenn(xxxiii) ( 1 f¨ ur i = j g(~ei , ~ej ) = δij := 0 f¨ ur i 6= j (xxxii) (xxxiii)



James Joseph Sylvester (1814-1897) Das so definierte Objekt δij heißt auch Kronecker-Symbol.
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f¨ ur alle i, j = 1, . . . , n. • Zwei ONB heißen orientierungs¨ aquivalent, wenn die verbindende Basiswechselmatrix positive Determinante hat. Bezeichnung A.13. Im Rn mit dem Standardskalarprodukt nennen wir eine ONB {~e1 , . . . , ~en } positiv, wenn die Basiswechselmatrix zur Standardbasis positive Determinante hat. Das heißt, die Komponentendarstellung bez¨ uglich der Standardbasis erf¨ ullt det(~e1 , . . . , ~en ) > 0. Beispiel A.14. • Die Standardbasen von R2 und R3 sind positive ONB bez¨ uglich der Standardskalarprodukte. ( ! ! !) •



0 1 0



, √12



1 0 1



, √12



−1 0 1



ist eine negative ONB des R3 bez¨ uglich



des Standardskalarproduktes. Satz A.15 (Gram-Schmidt-Verfahren(xxxiv) ). Man kann nun zu einer vorgegebenen Basis V = {~v1 , . . . , ~vn } von Rn eine ONB O = {~e1 , . . . , ~en } finden, so dass i. spanR {~v1 , . . . , ~vk } = spanR {~e1 , . . . , ~ek } f¨ ur alle k = 1, . . . , n, und ii. h~vk , ~ek i > 0 f¨ ur alle 1 ≤ k ≤ n. • Zum Beweis definiert man induktiv ~e1 := k−1 P und ~ek := k~u1k k ~uk mit ~uk := ~vk − h~vk , ~ej i~ej f¨ ur k = 2, . . . , n.



Bemerkung A.16.



1 v1 k~v1 k ~



j=1



• Bei diesem Verfahren erh¨alt man außerdem det(~v1 , . . . , ~vn ) = det(~e1 , . . . , ~en ).



• F¨ uhrt man das GSV nur bis zum zweitletzten Schritt wie oben aus und erh¨ alt sich die Freiheit in der Wahl des Vorzeichens von ~en , so kann man auf diese Art stets eine positive ONB konstruieren (dabei geht ggf. die Eigenschaft ii. verloren). Bemerkung A.17.



• Ist {~e1 , ~e2 , ~e3 } eine positive ONB des R3 so gilt



~e1 × ~e2 = −~e2 × ~e1 = ~e3 ~e2 × ~e3 = −~e3 × ~e2 = ~e1 ~e3 × ~e1 = −~e1 × ~e3 = ~e2 (xxxiv)



Jørgen Pedersen Gram (1850-1916), Erhard Schmidt (1876-1959)
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 1 n o v 1 1 ~ • Im ist f¨ ur ~v = 6= 0 die Menge k~vk ~v , k~vk ~v⊥ eine positive v2  2 −v ONB. Dabei ist ~v⊥ := und es gilt det(~v , ~v⊥ ) = k~v k2 > 0 v1 R2



• Es seien ~e1 , ~e2 die ersten beiden Vektoren beim Anwenden des GSV im R3 . Dann ist {~e1 , ~e2 , ~e1 × ~e2 } eine ONB des R3 .



Definition/Bemerkung A.18. dung, wenn



1. A ∈ GLn R heißt orthogonale Abbil-



hA~v , Aw) ~ = h~v , wi ~ f¨ ur alle ~v , w ~ ∈ Rn . Die Menge aller orthogonalen Abbildungen wird mit O(n) bezeichnet. Diese Abbildungen bilden eine Untergruppe von GLn R. Eine spezielle Untergruppe von O(n) ist SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1} und heißt die Menge der speziellen orthogonalen Abbildungen. 2. Eine Abbildung A ist genau dann orthogonal, wenn AT A = 1. 3. Ist A ∈ O(3) so gilt A~v × A~v = ±A(~v × w) ~



f¨ ur alle Vektoren ~v , w ~ ∈ R3 . Hierbei ist das Vorzeichen durch det(A) = ±1 bestimmt. 4. Eine Abbildung Φ : Rn → Rn heißt Bewegung, wenn kΦ(~v ) − Φ(w)k ~ = k~v − wk ~ f¨ ur alle ~v , w ~ ∈ Rn .



Ist Φ : Rn → Rn eine Bewegung, so gibt es eine orthogonale Abbildung A ∈ O(n) und einen Vektor ~b ∈ Rn mit Φ(~v ) = A~v + ~b f¨ ur alle ~v ∈ Rn .



5. Eine Bewegung Φ heißt orientierungserhaltend oder positiv, wenn in der obigen Beschreibung A ∈ SO(n) ist, und sie heißt orientierungsumkehrend oder negativ, wenn nicht. 6. Diese Definitionen und Aussagen funktionieren analog f¨ ur allgemeine euklidische R¨ aume (V, g). Man schreibt dann SO(V, g) ⊂ O(V, g) ⊂ End(V ). Definition/Bemerkung A.19. • Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und A ∈ End(V ). Eine Zahl λ ∈ R heißt Eigenwert von A, wenn es einen Vektor ~v ∈ V \ {~0} gibt, so dass A(~v ) = λ~v . Der Vektor ~v heißt dann Eigenvektor (von A zum Eigenwert λ) Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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• Ist λ ∈ R ein Eigenwert von A, so gilt det(A − λ1) = 0. Das Polynom χA (t) := det(A − t1)



heißt charakteristische Polynom (von A). Seine Berechnung h¨angt nicht von der konkreten Wahl der Matrixdarstellung von A ab und die Nullstellen von χA sind genau die Eigenwerte von A. • Schreibt man χλ (t) = (−1)n tn + an−1 tn−1 + . . . + a1 t + a0 ) und ist (Aij )1,≤i,j≤n ∈ Mn R eine Matrixdarstellung von A, so gilt insbesondere an−1 = Spur(A) = A11 + A22 + . . . + Ann und a0 = det(A) =



X



σ∈Sn



sgn(σ)A1σ(1) A2σ(2) · . . . · Anσ(n)



• Das charakteristische Polynom kann auch zus¨atzliche komplexe Nullstellen haben, diese nennen wir auch Eigenewerte von A. Ist insbesondere V = Rn , so gibt zu solch einem komplexen Eigenwert λ dann auch komplexe Eigenvektoren, d.h. ~v ∈ Cn \ {~0} mit A~v = λ~v . • Eine Matrix A ∈ Mn R heißt diagonalisierbar, wenn es λ1 , . . . , λn ∈ R und eine Matrix V ∈ GLn R gibt, so dass V −1 AV = Diag(λ1 , . . . , λn ) . Dann sind die λi die Eigenwerte und die Matrix V bekommt man, indem man die Eigenvektoren von A als Spalten in eine Matrix schreibt. • Hat eine Matrix A ∈ Mn R genau n verschiedene, reelle Eigenwerte λ1 , . . . , λn , so ist sie diagonalisierbar. Definition/Bemerkung A.20. Ist V ein euklidischer Vektorraum mit Metrik g, dann ist die zu A adjungierte Abbildung A∗ definiert durch g(A∗~v , w) ~ = g(~v , Aw) ~ f¨ ur alle ~v , w ~ ∈V . • Im Fall, dass V = Rn und g = h·, ·i ist A∗ = AT . • Die Abbildung A heißt normal, wenn A∗ A = A∗ A. Normale Abbildungen mit A∗ = A heißen selbstadjungiert und die mit A∗ A = AA∗ = 1 sind gerade die orthogonalen Abbildungen Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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• Ist A eine normale Abbildung, dann gibt es (eventuell komplexe) Zahlen {µ1 , . . . , µn } eine (eventuell komplexe) Matrix V mit V¯ ∗ V = 1, so dass V −1 AV = Diag(µ1 , . . . µn ) . Hierbei bezeichnet V¯ die zu V komplex konjugierte Matrix. • Die i-te Spalte von V ist also der (eventuell komplexe) Eigenvektoren von A zum (eventuell komplexen) Eigenwert µi . • Sind insbesondere µi = 6 µj und reell, dann sind die Eigenvektoren zu den beiden Eigenwerten orthogonal. • Ist A orthogonal so gilt |µi | = 1 f¨ ur alle Zahlen µi . • Ist A selbstadjungiert, dann sind alle Eigenwerte reell und es gibt eine ONB aus Eigenvektoren. Das sind die Spalten der Matrix V , die dann V T V = 1 erf¨ ullt. Definition/Satz A.21. E sei V ein euklidischer Vektorraum mit Metrik g. Ist A eine selbstadjungierte Abbildung, dann heißt die Abbildung RA : V → R RA (~v ) :=



g(A~v , ~v ) g(~v , ~v )



der Rayleigh-Quotient von A.(xxxv) Sind λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn die sortierten Eigenwerte von A, dann gilt λ1 ≤ RA (~v ) ≤ λn mit Gleichheit bei Einsetzen der zugeh¨ origen Eigenvektoren.



A.2



Analysis



Grundbegriffe: Rn ist ein topologischer Raum, wobei die Topologie u ¨ ber Kugelumgebungen definiert ist. Dazu benutzen wir den Abstandsbegriff, der u ¨ber das Standardskalarprodukt h·, ·i gegeben ist:(xxxvi) Brn (x) = {y ∈ Rn | kx − yk < r} . (xxxv)



John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919) Ab jetzt werden wir auf den Vektorpfeil verzichten. Wir bezeichnen weiterhin die Koordinaten eines Vektors mit oberen Indizes, also v = (v 1 , . . . v n )t ∈ Rn .



(xxxvi)
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Manchmal lassen wir den oberen Index weg und schreiben Br (x), wenn aus dem Kontext die Dimension n klar ist. Spezielle Bezeichnungen: Brn := Brn (0) und B n := B1n = B1n (0). Eine damit im Zusammenhang stehende weitere Menge ist Srn−1 (x) = {y ∈ Rn | kx − yk = r} . Wir schreiben speziell Srn−1 := Srn−1 (0) und S n−1 = S1n−1 (0). Die Topologie erlaubt nun die Untersuchung von Konvergenz, Grenzwert und Stetigkeit im Zusammenhang mit Abbildungen F : Rm → Rn . Statt mit Zahlenr¨ aumen kann man auch analog mit beliebigen euklidischen Vektorr¨aumen starten.(xxxvii) Im Zusammenhang mit Teilmengen des Rn werden wir die Begriffe offen, abgeschlossen, kompakt, beschr¨ ankt, wegzusammenh¨ angend, zusammenh¨ angend oder einfach zusammenh¨ angend voraussetzen, aber gegebenenfalls wiederholen. Bezeichnung A.22. Ist A ⊂ Rn eine Teilmenge, so bezeichnen wir mit \ A¯ := {B ⊂ Rn | A ⊂ B und B ist abgeschlossen}



den Abschluss von A, mit [ ˚ := {C ⊂ Rn | C ⊂ A und C ist offen} A das Innere von A , sowie mit ˚ ∂A := A¯ \ A



˚ heißen innere Punkte von A und die den Rand von A. Die Elemente von A Elemente von ∂A heißen Randpunkte von A. Bemerkung A.23. Es seien A, A1 , A2 ⊂ Rn Teilmengen ˚ Das ist ¨aquivalent zu der folgenden 1. A ist genau dann offen, wenn A = A. Aussage: F¨ ur alle x ∈ A gibt es ein r > 0, so dass Br (x) ⊂ A. In Worten bedeutet das: Um jeden Punkt von A passt noch ein ganzer offener Ball in A. 2. A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A¯ ist. Dies ist ¨aquivalent dazu, dass Rn \ A offen ist. (xxxvii)



... oder noch allgemeiner mit Banachr¨ aumen.
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3. Ein Punkt x ∈ Rn ist ein Randpunkt von A, also x ∈ ∂A, genau dann, wenn f¨ ur alle r > 0 sowohl Br (x) ∩ A 6= ∅ als auch Br (x) ∩ (Rn \ A) 6= ∅. In Worten heißt das: Jeder Ball um x enth¨alt Elemente aus A und aus Rn \ A. 4. A ist genau dann beschr¨ankt, wenn es ein x ∈ Rn und ein r > 0 gibt, so dass A ⊂ Br (x), d. h. es gibt eine Kugel, die A ganz umschließt. 5. (Satz von Heine-Borel)(xxxviii) A ist genau dann kompakt, wenn A beschr¨ ankt und abgeschlossen ist. Dies benutzen wir im Folgenden zur Charakterisierung kompakter Mengen. 6. (Hausdorff-Eigenschaft)(xxxix) Sind A1 , A2 ⊂ Rn abgeschlossen mit A1 ∩ A2 = ∅, so gibt es offene Mengen U1 , U2 ⊂ Rn mit U1 ∩ U2 = ∅ sowie A1 ⊂ U1 und A2 ⊂ U2 . Man sagt auch, dass sich disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene Mengen trennen lassen. Durch diese Eigenschaft wird Rn zu einem Hausdorff-Raum. ˚rn (x) = Brn (x) und ∂Brn (x) = Srn−1 (x), also Beispiel A.24. • Es ist B n n n−1 ¯ (x) = B (x) ∪ S B (x) = {y ∈ Rn | kx − yk ≤ r}. r r r ur n = 1 ist B 1 =] − 1, 1[⊂ R ein offenes Intervall und S 0 = {−1, 1} ⊂ • F¨ R eine zweipunktige Menge. • F¨ ur n = 2 ist B 2 die offene Einheitskreisscheibe und S 1 der Einheitskreis um den Ursprung. ¯ n−1 × {0} ⊂ B ¯ n und sogar S n−2 × {0} ⊂ • Es ist S n−2 × {0} ⊂ B ¯ n . Interpretiert man die Erde als Kugel mit Radius 1 um den S n−1 ⊂ B Ursprung eines Koordinatensystems, so gibt das obige f¨ ur n = 3 gerade ¨ die Beziehung Aquator ↔ Erdoberfl¨ache ↔ Erdkugel wieder. Nach dieser kurzen Wiederholung einiger Grundbegriffe, kommen wir direkt zur Differenzierbarkeit. Definition A.25. 1. Sei U ⊂ Rm offen und F : U → Rn . Dann heißt F differenzierbar im Punkt u0 ∈ U wenn es eine Abbildung Φu0 ∈ Hom(Rm , Rn ) und eine in u0 stetige Abbildung σ : U → Rn mit σ(u0 ) = 0 gibt, so dass sich F f¨ ur alle x ∈ U schreiben l¨aßt als F (x) = F (u0 ) + Φu0 (x − u0 ) + σ(x)kx − u0 k . (xxxviii) (xxxix)



´ ´ Eduard Heine (1821-1881), F´elix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) Felix Hausdorff (1868-1942)



Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen



A Grundlagen Lineare Algebra & Analysis



125



2. F heißt differenzierbar, wenn F in jedem Punkt u ∈ U differenzierbar ist. Bemerkung A.26. 1. F ist genau dann differenzierbar in u0 , wenn es eine Abbildung Φu0 ∈ Hom(Rm , Rn ) gibt mit lim



x→u0



F (x) − F (u0 ) − Φu0 (x − u0 ) = 0. kx − u0 k



Im Fall m = n = 1 ist Φu0 = f 0 (u0 ). 2. Schreiben wir F (x) = (F 1 (x), . . . , F n (x)) mit F i : U → R, so ist F genau dann differenzierbar in u0 , wenn f¨ ur jedes i die Abbildung F i differenzierbar in u0 ist. Definition A.27. Sei U ⊂ Rm offen und F : U → Rn . Dann heißt F in u0 ∈ U in Richtung v ∈ Rm differenzierbar, wenn die gew¨ohnliche Ableitung d DF (u0 ; v) := F (u0 + tv) dt t=0



existiert. Der Ausdruck DF (u0 ; v) ∈ Rn heißt die Richtungsableitung von F in Richtung v im Punkt u0 .



Satz A.28. Ist F : U → Rn differenzierbar in u0 ∈ U so existieren s¨ amtliche Richtungsableitungen und es gilt DF (u0 ; v) = Φu0 (v) . Definition/Bemerkung A.29. 1. Wir schreiben f¨ ur die Richtungsableitungen in Richtung der Standardbasisvektoren {~ei }i=1,...,m ∂F (u0 ) := DF (x; ~ei ) ∂xi und nennen das die i-te partielle Ableitung von F in u0 . Wenn s¨amtliche partiellen Ableitungen in u0 existieren, dann heißt F partiell differenzierbar in u0 . 2. Es ist



wobei



∂F d i−1 i i+1 1 m (u ) = F (u , . . . , u , u + t, u , . . . , u ) = Fbi0 (ui0 ) , 0 0 0 0 0 0 ∂xi dt t=0 i+1 m Fbi : s 7→ F (u10 , . . . , ui−1 0 , s, u0 , . . . , u0 ) .
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3. Wir sagen F ist partiell differenzierbar, wenn s¨amtliche partiellen ∂F ur alle u ∈ U existieren. Ableitungen ∂x i (u) f¨ 4. F : U → Rn heißt stetig partiell differenzierbar in u0 , wenn alle partiellen Ableitungen von F in u0 existieren und stetig in u0 sind. Weiter heißt F stetig partiell differenzierbar, wenn dies f¨ ur alle Punkte u ∈ U gilt. 5. Es sei F : U → Rn in P u0 ∈ U differenzierbar und wir schreiben F (x) = P i~ m (F 1 (x), . . . , F n (x)) = nj=1 F j (x)~ej . Dann ist f¨ ur v = m v e i ∈R i=1 Φu0 (v) =



m X i=1



A.28



v i Φu0 (~ei ) =



m X i=1



m



vi



n



X X ∂F j ∂F (u ) = v i i (u0 )~ej . 0 ∂xi ∂x i=1 j=1



6. Bezeichnen wir die Funktionalmatrix der Abbildung F in u0 mit   j ∂F ∈ Mm,n R , (u0 ) Du0 F = ∂xi i=1,...,m j=1...,n



so ist dies die Matrixdarstellung von Φu0 bez¨ uglich der Standardbasis. 7. Existiert zur Abbildung F : U → Rn die Funktionalmatrix DF : U → Mm,n R mit DF : u 7→ Du F , so ist F genau dann stetig partiell differenzierbar (in u0 ), wenn die Eintr¨age von DF stetig (in u0 ) sind. Satz A.30. Es sei U ⊂ Rm offen und F : U → Rn sei partiell stetig differenzierbar in u0 . Dann ist F auch differenzierbar in u0 und es gilt Φu0 (v) = Du0 F · v = DF (u0 ; v) . Definition/Bemerkung A.31. 1. Die differenzierbare Abbildung F : U → Rn heißt stetig differenzierbar wenn die Abbildung u 7→ Φu stetig ist. 2. F ist genau dann stetig differenzierbar, wenn die Funktionalmatrix als Abbildung DF : U → Mm,n R mit u 7→ Du F stetig ist, d. h. DF hat stetige Eintr¨ age. 3. Wir k¨ onnen damit nun ohne Probleme auch h¨ohere Ableitungen definieren. Insbesondere nennen wir eine Abbildung glatt, wenn Ableitungen in beliebiger Ordnung existieren und stetig sind.
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Es folgen nun einige wichtige S¨atze aus der Analysis, von denen wir ab und zu “Babyvarianten“ ben¨ otigen werden. Satz A.32 (Umkehrsatz). Es sei U ⊂ Rn offen und F : U → Rn stetig differenzierbar. Sei u0 ∈ U mit det(Du0 F ) 6= 0. Dann gibt es einen Ball Br (u0 ) ⊂ U derart, dass 1. V := F (Br (u0 )) ⊂ Rn ist offen, 2. F Br (u0 ) : Br (u0 ) → V ist bijektiv, und 3. G := (F Br (u0 ) )−1 : V → Br (u0 ) ist stetig differenzierbar mit −1 Dy G = DG(y) F .



Definition A.33. Ist U ⊂ Rn offen, so heißt F : U → F (U ) Diffeomorphismus, wenn F und F −1 : F (U ) → U stetig differenzierbar sind. Satz A.34 (Submersionssatz). Es sei U ⊂ Rn offen und F : U → Rk mit n > k stetig differenzierbar. In u0 ∈ U habe die Jakobimatrix Du0 F den vollen Rang k.



Dann gibt es einen Ball B := Br (u0 ) ⊂ Rn und einen Diffeomorphismus H : B → H(B) derart, das F B = πk ◦ H . Hierbei ist πk : Rm → Rk mit πk (u1 , . . . , un ) = (un−k+1 , . . . , un ) die lineare Projektion auf die letzten k Koordinaten.



Beweisidee: Wir nutzen die Zerlegung Rn 3 u = (x, y) ∈ Rn−k × Rk und zerlegen die Funktionalmatrix Du0 F in zwei Teilmatrizen gem¨aß Du0 F =   ∂F ∂F ∂x (u0 ), ∂y (u0 ) . Dabei sind  i  ∂F ∂F (u0 ) = (u0 ) ∈ Mn−k,k R , ∂x ∂xj i=1,...,k ∂F (u0 ) = ∂y







j=1...,n−k



∂F i ∂y j



(u0 )







∈ Mk R ,



i,j=1,...,k



  wobei die Bedingung det ∂F ullt sein muss. Dann definieren (u ) 6= 0 erf¨ 0 ∂y ˆ : U → Rn mit H(u) ˆ ˆ wir H = H(x, y) := (x, F (x, y)). Diese Abbildung erf¨ ullt die Voraussetzungen aus dem Umkehrsatz und H ist dann durch die ˆ auf einen hinreichend kleinen Ball gegeben. Einschr¨ ankung von H Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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Satz A.35 (Satz u ¨ ber implizite Funktionen). Es seien U ⊂ Rm offen, F i : U → R f¨ ur i = 1, . . . , k Funktionen und n o N := u ∈ U | F 1 (u) = · · · = F k (u) = 0 ⊂ Rm .



m−k und y ∈ Rk . Damit sei Wirschreiben  u = (x, y) ∈ U mit x ∈ R det ∂F ur ein u0 = (x0 , y0 ) ∈ N ⊂ U . ∂y (u0 ) 6= 0 f¨



Dann gibt es einen Ball B := Brm (u0 ) ⊂ U und eine offene Umgebung K ⊂ Rm−k von x0 sowie Funktionen G1 , . . . , Gk : K → R derart, dass  N ∩ B = u = (x, y) ∈ U | y i = Gi (x) f¨ ur 1 ≤ i ≤ k .



Weiter ist f¨ ur alle x ∈ K F (x, G(x)) = 0



und G ist differenzierbar mit  −1 ∂F ∂F (x, G(x)) (x, G(x)) . Dx G = − ∂y ∂x Satz A.36 (Immersionssatz). Es sei U ⊂ Rk offen und F : U → Rn mit n > k stetig differenzierbar. In u0 ∈ U habe die Jacobimatrix Du0 F den vollen Rang k. Dann gibt es eine Umgebung Br (u0 ) ⊂ U , einen offenen Ball B ⊂ Rn , eine offene Menge V ⊂ Rn sowie einen Diffeomorphismus H : B → V mit F Br (u0 ) = H ◦ ık



wobei ık : Rk → Rn die Inklusion ık (x1 , . . . , xk ) := (x1 , . . . , xk , 0, . . . , 0) bezeichnet. Definition A.37. Es sei U ⊂ Rm offen und F : U → Rn stetig differenzierbar. 1. Ist m > n und rk(Du F ) = n f¨ ur alle u ∈ U so heißt F Submersion. 2. Ist m < n und rk(Du F ) = m f¨ ur alle u ∈ U so heißt F Immersion. Satz A.38 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei J ⊂ R ein Intervall und F : J × Rn → Rn eine glatte Abbildung. Dann gibt es ein Intervall I ⊂ J mit t0 ∈ I und einen Ball Br (0) ⊂ Rn , so dass Frank Klinker Differentialgeometrie I · Kurven und Fl¨ achen
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1. f¨ ur alle x0 ∈ Br (0) gibt es genau eine Funktion yx0 : I → Rn mit yx0 0 (t) = f (t, yx0 (t)),



yx0 (t0 ) = x0



2. die Abbildung I × Br (0) → V mit (t, x) 7→ yx (t) ist glatt. Man sagt auch: yx0 l¨ ost das Anfangswertproblem (AWP) y 0 = F (t, y(t)), y(t0 ) = x0 . Ist F ein lineares System, d. h. F (t, x) = A(t)x mit A : J → Mn R, so ist sogar I = J. Beispiel A.39. • Betrachte F : R × Rn → Rn mit F (t, x) = A(t)x + b(t) wobei A : R → Mn R und b : R → Rn . Dann hat das AWP y 0 = F (t, y(t)), y(0) = x0 die formale L¨osung  Z t Z t   Z τ  yx0 (t) = exp A(τ )dτ x0 + exp − A(σ)dσ b(τ )dτ . 0



0



0



Speziell f¨ ur die homogene Differentialgleichung mit b = 0 ergibt sich Z t  yx0 (t) = exp A(τ )dτ x0 . 0



  0 −1 unabh¨angig von t. Dann • Betrachte speziell n = 2 und A(t) = 1 0 ist   ∞ Z t  X cos(t) − sin(t) n n A(τ )dτ = exp(tA) = t A = exp sin(t) cos(t) 0 n=0



  cos(t) − sin(t) und f¨ ur b = 0 erhalten wir yx0 (t) = x0 als L¨osung sin(t) cos(t) des AWP y 0 = Ay, y(0) = x0 .
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