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Prólogo. Este curso está orientado a:



• Interpretar y sacar conclusiones prácticas de algunos modelos matemáticos aplicados a las ciencias y a la ingeniería. • Conocer algunas técnicas de análisis numérico y ser capaz de aplicarlas. • Conocer y aplicar el lenguaje simbólico de propósito general Maxima. Como prerrequisitos están un conocimiento de matemáticas a nivel de primero de carrera universitaria: derivadas, integrales, sistemas de ecuaciones y matrices. Buena parte de esto aparece en la asignatura virtual "Matemáticas de Nivelación" que se imparte en la Universidad de Cádiz. Utilizaremos e ∼ 2.718281828459045... para indicar la base de los logaritmos neperianos; usaremos log o ln indistintamente para indicar los logaritmos neperianos y nunca los logaritmos en base 10. Las funciones trigonométricas siempre tendrán sus argumentos en radianes, nunca en grados. Además se usará en algún momento el polinomio de Taylor que consiste en que, dada una función f (x) 0 0) sucientemente derivable en un entorno de x0 , se puede aproximar localmente por f (x0 ) + f (x 1 (x − x0 ) + f 00 (x0 ) 2 2 (x − x0 )



000



(x0 ) + + f 3∗2 (x − x0 )3 +...+ f de orden n de f en el punto x0 .



(n) (x



n!



0)



(x − x0 )n ; a éste polinomio se llama polinomio de Taylor



Por ejemplo, calculando las derivadas en x = 0 hasta orden 4 se tiene que ex = exp(x) se aproxima cerca 2 3 4 de x = 0 por 1 + x1 + x2 + x6 + x24 . Se puede probar que el error de la aproximación es



f (n+1) (ξ) (n+1)! (x − k ) con C una



x0 )n+1 donde ξ es un punto intermedio



entre x y x0 . Si un error es de la forma C (x − x0 constante se suele abreviar diciendo que el error es de orden de (x − x0 )k o bien O((x − x0 )k ). Podemos pues decir que el polinomio de Taylor de orden n aproxima a f (x) en x0 con un error O((x − x0 )n+1 ). Este manual está orientado a no matemáticos por lo que raramente daremos la deducción de los métodos numéricos que presentamos: el lector interesado puede consultar la bibliografía, por ejemplo [3],[2],[5],[11]. Un clásico sobre fórmulas y funciones matemáticas es [1]. [8] es interesante sobre problemas reales de computación. Diversos modelos matemáticos están en [6] y [4]. Queremos hacer constar que no pretendemos que los programas que se construyen estén optimizados en cuanto a velocidad ni utilicen todos los recursos de Maxima, sino más bien que sean simples, fáciles de entender e ilustren los aspectos más sencillos del cálculo numérico. En cuanto a los ejercicios, los hay de aplicación del método expuesto, de obtención del resultado a través de instrucciones ya implementadas en Maxima y de programación en Maxima de forma que cada alumno o profesor pueda elegir los que más convengan a sus intereses. Hemos procurado que los ejercicios tengan siempre sucientes indicaciones para que sean realizables con facilidad. Cálculo Numérico con Maxima
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Figura 1.0.1: Pantallas de xMaxima y wxMaxima



Este capítulo tiene como objetivo familiarizarte con un programa que sustituye con ventaja a una calculadora y que permite manipular funciones, derivar, integrar de forma simbólica y mucho más; además es gratuito. Es decir, se puede calcular la integral de x cos(x) simplemente escribiendo integrate(x*cos(x),x); o bien factorizar el polinomio x3 + 3 ∗ x2 + 3 ∗ x + 1 escribiendo factor(x 3+3*x 2+3*x+1); también puedes resolver x3 + x2 + x + 1 = 0 escribiendo solve(x 3+x 2+x+1=0,x); Los



Objetivos de este tema son: • Saber utilizar el programa Maxima como calculadora. • Saber resolver ecuaciones, integrar y derivar con Maxima. • Saber utilizar Maxima para dibujar funciones y conjuntos de puntos. • Conocer las herramientas que Maxima tiene para multitud de aplicaciones matemáticas: determinantes, autovalores, solución de ecuaciones no lineales, soluciones de ecuaciones diferenciales... • Entender programas sencillos (bucles y condicionales) hechos en Maxima.



Maxima es un programa de cálculo simbólico que puede descargarse de forma gratuita bajo licencia pública GNU de http://maxima.sourceforge.net; wxMaxima es un interface gráco que incorpora gran cantidad de menús que facilitan la entrada de fórmulas, pero es mas rápido hacerlo a mano. Además completa los paréntesis (, los corchetes [, las llaves { y añade $ ó ; al nal, lo que facilita las cosas. En caso de duda hay un menú de ayuda o puedes pulsar la tecla F 1 (indicamos pulsar una tecla con el nombre de la tecla entre ejemplo < F 1 >). En la bibliografía indicamos donde puedes encontrar algunos manuales gratuitos [10],[7],[9] que te pueden servir de introducción o complemento a lo que sigue.



• para obtener [, ], {, }, hay que mantener pulsada la tecla < AltGr >, para ˆ se pulsa la tecla y la tecla espacio. Cálculo Numérico con Maxima



CAPÍTULO 1. MAXIMA.



7



• Las instrucciones de Maxima terminan con ; o con $. Si terminan con ; se presenta el resultado en la pantalla, si terminan con $ se realiza el cálculo pero no se muestra el resultado. • Las operaciones aritméticas son + - * y /; * es obligatorio y no se puede sustituir por un espacio entre los factores, ejemplo 3*2+1; devuelve 7. 2 3+1; da error. • Los paréntesis se usan normalmente, ab se escribe aˆb, o bien a**b; se usa . para indicar la coma decimal es decir 3.1416 es una aproximación de π , además el signo . se usa para multiplicar matrices. • Las instrucciones se numeran con %i1, %i2, %i3,... y los resultados con %o1,%o2,... Para referirse a un resultado anterior puede escribirse el %o con el número correspondiente, el último resultado se puede indicar con % √ • %pi representa π = 3.141592...., el número e = 2.718281... se indica con %e, %i= −1 es la unidad imaginaria. • Para el argumento de funciones se usa () y las funciones incorporadas empiezan por minúsculas (como en matemáticas, pero en inglés) ejemplos: sin(x), cos(x), sqrt(4), log (%e), exp(x), simplify (2*sin(x)*cos(x)); ! indica el factorial, por ejemplo 100! • Maxima intenta hacer los cálculos exactamente, por ejemplo, la instrucción 1/100+1/10000; devuelve 101/10000. √ Si hay numeros irracionales se dejan en forma √ simbólica, por ejemplo (1+sqrt(2)) 3; de3 vuelve (1 + 2) si hacemos expand (%); devuelve 7+5 2. Para expresar el resultado de forma decimal se escribe ev (%,numer ); que puede abreviarse como %,numer; alternativamente puede escribirse (1+sqrt(2)) 3,numer; o bien oat((1+sqrt(2)) 3); • Las instrucciones numer o oat devuelven los resultados en notación punto otante, que en esta version de Maxima ofrece 16 dígitos, pero los cálculos se pueden realizar con una precisión arbitraria usando la función boat, poniendo fpprec (que por defecto es 16) al valor que queramos, por ejemplo, haz oat(sqrt(2)); boat(sqrt(2)); fpprec:50; boat(sqrt(2)); y observa que ahora se devuelven 50 dígitos √ de 2



• Para asignar algo a una variable se emplea el símbolo : y el signo = se reserva para las ecuaciones, por ejemplo xx:3; hace que la variable de nombre xx tome el valor 3. Maxima es sensible a la escritura mayúsculas-minúsculas. No es lo mismo unavariable:3; que Unavariable:3; ó que unaVariable:3; (son tres variables distintas). Una variable puede contener muchos tipos de datos, por ejemplo y : 3(x + 1)(x−1)(x+2); hace que la variable y tenga como valor el polinomio anterior. Ahora puedes calcular, por ejemplo, y 2 , 3y + 2z ó cos(y + π). • Para eliminar una variable se usa kill (nombre) por ejemplo kill(xx) elimina la variable xx de la lista de variables. • = indica igualdad, por ejemplo, x(x+1)=0 es una ecuación con raíces 0 y -1. • Para delimitar una lista se usa [ ], por ejemplo, [x0 , y0 , z0 ]; los elementos se indican con [ ], por ejemplo, la orden li:[1,25,16]; guarda en la variable li una lista, de elementos 1, 25 y 16, el segundo elemento se indica con li[2]. • ' ' fuerza la evaluación, por ejemplo ' ' %i2 repite la evaluación de la orden %i2 , en cambio un único apóstrofo impide la evaluación, por ejemplo, hacer xx:2; seguido de xx; devuelve 2 en cambio, hacer 'xx; devuelve xx (aunque en la variable xx hemos guardado el valor 2). José Ramírez Labrador
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1. CÁLCULO Y ECUACIONES



• Para detener un cálculo se pulsa < Control > G ó puedes usar el menu Maxima. • Puedes cortar y pegar entradas anteriores y editarlas. Puedes dar varias instrucciones seguidas separadas por ; o $. En wxMaxima puedes usar ↑ ↓ del teclado para recuperar instrucciones anteriores y existe al lado de la entrada un botón para abrir la entrada multilínea. • La instrucción showtime:true; devuelve el tiempo que se tarda en realizar cada cálculo, si quieres dejar de verlo, haz showtime:false; • Además del menu de ayuda puedes escribir ? y un espacio seguido de las primeras letras de la instrucción que quieres consultar, por ejemplo ? showtime, (observa que hay un espacio entre ? y la instrucción). Para describir completamente la instrucción escribe ?? showtime o ?? expand; También puedes usar describe(instrucción); por ejemplo, describe(factor); • En Maxima los comentarios se escriben entre /* y */ . Todo lo que esté entre ellos es ignorado por Maxima. Es muy importante que los programas que se realicen estén debidamente documentados para que sean fáciles de entender y, en su caso, modicar. Con frecuencia escribiremos comentarios en los programas que presentamos como ejemplos para facilitar su comprensión o ilustrar qué hacen las variables etc.. Por ejemplo, si haces /* esto es ignorado por Maxima */1+2; devuelve 3.



Ejercicios: • Calcula 2+2, 0.23+1/3, 1/2+1/3, 1/2.+1/3; calcula 30 dígitos de π . Suma los dos últimos resultados. Calcula 3100 y da el resultado con 10 dígitos. √



• Calcula qué tan cerca de un entero está eπ 163 . Mira si eπ es mayor que π e . Calcula sum((1) n/n,n,1,5000); y sum(oat((-1) n/n),n,1,5000); y comprueba el tiempo que tardan los cálculos.



1 Cálculo y ecuaciones • expand (expresión); desarrolla la expresión, por ejemplo, expand((x+1) 2); factor (expresión); factoriza la expresión, por ejemplo, factor(x 2+2*x+1); ratsimp(expresión) saca denominadores comunes, por ejemplo, ratsimp(1/(x+1)+1/(x-a)); radcan simplica expresiones que pueden tener raices, logaritmos o exponenciales, trigexpand expande expresiones trigonométricas, trigsimp simplica expresiones trigonométricas ... • ev (expresion,cond1,cond2,..) evalúa la expresión sujeta a las condiciones cond1,cond2 ... por ejemplo, ev(-x 2+3*y,x=1,y=%pi) devuelve 3π − 1, alguna de las condiciones pueden ser órdenes de Maxima como oat que devuelve un resultado numérico, por ejemplo, ev(-x 2+3*y,x=1,y=%pi,oat); simp, trigsimp, etc., por ejemplo, ev(cos(x) 2+sin(x) 2,trigsimp); etc. ev(expresion,cond1,cond2,cond3); puede escribirse (no en un programa) de forma abreviada como expresion,cond1,cond2,cond3; por ejemplo, cos(x) 2+sin(x) 2,trigsimp; • rhs(ec) devuelve el lado derecho de una ecuación, lhs el lado izquierdo; coe (pol,x,n) devuelve el coeciente de xn en el polinomio pol. Cálculo Numérico con Maxima
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• sum(expresión,n,nini,nn); calcula la suma de los valores de la expresión desde n=nini hasta nn, por ejemplo, sum(n 2,n,1,10); calcula 12 + 22 +...+102 = 385. product(expresión,n,nini,nn); calcula el producto de los valores de la expresión desde n=nini hasta nn, por ejemplo, product(n,n,1,10); calcula 1 ∗ 2 ∗ 3 ∗ ... ∗ 10 = 10!



• solve se usa para resolver ecuaciones algebraicas (si están igualadas a 0 basta escribir en primer miembro), por ejemplo, solve(x 2+2*x+1,x); en caso de duda hay que indicar la variable a resolver, por ejemplo, solve(a*x 2+b*x+c,x); solve también resuelve sistemas de ecuaciones algebraicas haciendo solve([lista ecuaciones],[lista de incógnitas]); por ejemplo solve([a*x+b*y=c,x 2+y 2=1],[x,y]); observa que devuelve una lista con las soluciones; allroots(pol) devuelve las raíces de un polinomio numéricamente • nd_root(fun,x,a,b) busca soluciones de una función fun en el intervalo [a,b], la función debe tener signos distintos en a y b, por ejemplo, nd_root(sin(x)-x/2,x,.2,3); el paquete mnewton que se carga con load(mnewton); permite resolver varias ecuaciones no lineales con mnewton(listafun, listavar,listaaprox), por ejemplo, mnewton([x1 2+x2 2-2,x1+3sin(x2)],[x1,x2],[1,1]); busca por el método de Newton una solución al sistema de ecuaciones x12 + x22 − 2 = 0, x1 + 3 ∗ sin(x2) = 0 partiendo de x1 = 1, x2 = 1.



• Los números complejos se pueden escribir como a+%i*b y se operan normalmente, la parte real e imaginaria se indica con realpart, imagpart. Por ejemplo, puedes hacer z:1+%i; imagpart(z*(z-1)); para calcular la parte imaginaria de (1 + i)(1 + i − 1). Para calcular las raíces cuartas de 1+i puedes hacer solve(zz 4=1+%i); • Podemos calcular derivadas, integrales, por ejemplo, si guardamos en una variable  la función :x*sin(a*x), con di (,x); Maxima calcula la derivada respecto x, di(,x,2); calcula la derivada segunda, con integrate(,x); Maxima calcula la primitiva, con integrate(,x,0,1) la integral denida entre 0 y 1. • taylor (fun,var,var0 ,n) calcula el polinomio de Taylor de fun respecto de la variable var centrado en var0 hasta orden n, por ejemplo, taylor(cos(x),x,0,5); limit(fun,var,var0 ) calcula el límite de fun cuando var se acerca a var0 , por ejemplo, limit(sin(x)/x,x,0); • el paquete interpol permite generar polinomios de interpolación de Lagrange y funciones ranura o splines • random(n) devuelve un número seudoaleatorio entre 0 y n-1 si n es un número natural, por ejemplo, random(6)+1; simula la tirada de un dado, en cambio random(oat(2)) devuelve un número aleatorio en [0, 2). Si quieres que el generador de números aleatorios que usa random empiece en un lugar predeterminado puedes usar s1:make_random_state( valornumerico); set_random_state(s1); dependiendo del número que coloques en valornumerico el generador de random empezará en un sitio u otro, por ejemplo, haz create_list(random(6)+1,i,1,10); para simular 10 tiradas de dado, si repites verás que las tiradas del dado son distintas. En cambio si haces s1:make_random_state(3141592); set_random_state(s1);create_list(random(6)+1,i,1,10); la siguiente vez que hagas s1:make_random_state(3141592); set_random_state(s1);create_list(random(6)+1,i,1,10); te dará los mismos resultados del dado. José Ramírez Labrador
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2. MATRICES, LISTAS Y ARRAYS



1.1.1



Ejercicios



 Haz que la variable z tome el valor (x+1)*(x-1), elévala al cuadrado, súmale 2x+2 y simplica el resultado. Desasigna z.



 Factoriza el polinomio x10 − 1.  Calcula las tres primeras derivadas de sen(3x).  Integra x2 sen2 (x) y comprueba el resultado derivando.  Halla las raíces del polinomio x3 − 7x2 + 3ax.  Resuelve el sistema ax + by = 0, x + y = c para las incógnitas x, y.  Halla una solución numérica de x = cos(x). Comprueba hasta que punto satisface la ecuación. (Observa que x-cos(x) vale -1 para x = 0 y



π 2



para x = π2 ).



 Halla el area de un cuadrante del circulo unidad calculando la integral



R1√ 1 − x2 dx. 0



 Calcula los primeros 5 términos del polinomio de Taylor de cos(x) en x = 0.



2



Matrices, listas y arrays



• Se pueden calcular determinantes, autovalores, etc de matrices (que pueden tener símbolos en sus elementos) con Maxima, para introducir sus elementos se usa entermatrix(n las, n columnas) ejemplo A:entermatrix(2,2). Alternativamente A:matrix (a1,a2,..an) crea una matriz con las las dadas por las listas a1,a2, etc. ejemplo A:matrix([1,2],[3,4]); . y no ∗ es la operación de multiplicar matrices, ejemplo a.b; ident(n) da la matriz identidad nxn, dada una matriz transpose(matriz) devuelve la matriz transpuesta, determinant(matriz) calcula el determinante, invert la inversa, eigenvectors(matriz) calcula los autovalores y autovectores. • triangularize convierte en forma triangular superior una matriz cuadrada. • El paquete linearalgebra que se carga con load(linearalgebra); permite calcular la factorización de Cholesky de una matriz, la descomposición LU, etc. • create_list(expresion,i,iini,imax,j,jini,jmax) crea una lista con los valores de expresión con i variando de iini hasta imax, j variando de jini hasta jmax etc. por ejemplo create_list(x i*y j,i,0,2,j,0,3) devuelve [1, y, y 2 , y 3 , x, xy, xy 2 , xy 3 , x2 , x2 y, x2 y 2 , x2 y 3 ]. append sirve para concatenar listas, length(lista) devuelve la longitud de una lista, rst(lista) da el primer elemento, rest(lista,n) quita los primeros n elementos, lista[i] devuelve el elemento i-esimo, delete(elem,lista,n) quita de lista las primeras n apariciones de elem. map(función,lista) aplica la función a los elementos de la lista, por ejemplo map(cos,[0,1,%pi/2]); devuelve [1,cos(1),0]. • Un array corresponde matemáticamente a vectores, matrices o tensores y puede hacerse que sus datos sean del mismo tipo (oat, etc). Los array se declaran con array(nombre,dimension) ejemplo array([punr,puni],31); declara dos arrays de 32 elementos de nombre punr,puni ya que los subíndices empiezan por 0. Las arrays se llenan por ejemplo con llarray (punr,makelist(ev(sen(j/16*%pi),numer),j,0,31)); para que tenga los valores de sen(x) en 32 puntos distribuidos entre [0,2π ]. También se pueden asignar los valores punr[2]:17; para convertir un array en una lista se usa listarray. Cálculo Numérico con Maxima



CAPÍTULO 1. MAXIMA.
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Figura 1.3.1: Dibujos de dos curvas explícitas y de una curva paramétrica



1.2.1 Ejercicios:  Escribe una matriz cuadrada calcula su determinante y, si es posible, su inversa. Comprueba



multiplicando que la matriz por su inversa es la matriz unidad. Calcula el polinomio característico a partir del determinante de A − λI .



 Escribe como matrices un vector la y uno columna. Comprueba los productos por A por un vector a la derecha y a la izquierda.



 Dene una matriz (se llama de Hilbert) de orden n con aij =



1 i+j−1 ;



(en el paquete linearalgebra se puede generar con la instrucción hilbert_matrix(n)) halla los autovalores de A para n = 5, 10, 15 y comprueba que hay algunos muy pequeños.



3 Dibujos • plot2d muestra un gráco de dos o mas expresiones de una variable, por ejemplo plot2d([x 2-1,sin(x)],[x,-3,3]); dibuja las funciones x2 − 1, sen(x) para x ∈ [−3, 3], (ver la primera de las guras 1.3.1) hay muchas opciones por ejemplo plot2d([x 2+1,sin(x)],[x,-3,3],[y,-1,2]); restringe el valor de la función visualizado a [-1,2] (compara plot2d([sec(x)],[x,0,5]); y plot2d([sec(x)],[x,0,5],[y,-10,10]); ) Podemos pintar curvas en paramétricas, por ejemplo plot2d([parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi]]); no hace bien la circunferencia porque usa pocos puntos, compara con plot2d([parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi],[nticks,100]]); que toma al menos 100 puntos en el dibujo (ver la segunda de las guras 1.3.1). Se pueden pintar en un mismo dibujo curvas explícitas y curvas paramétricas plot2d([x 2-1,[parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi],[nticks,100]]],[x,-2,2]); Para pintar una lista de puntos la podemos crear a mano como pares de [x,y] por ejemplo lis:[[1,0],[2,3],[-1,5],[4,3],[3,-2]]; o crearla con make_list y luego dibujar los puntos aislados José Ramírez Labrador
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3. DIBUJOS



2



1/(x +1) cos(t), sin(t) discrete3
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y



4



2
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2
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x



Figura 1.3.2: Dibujo de una curva explícita, una paramétrica y un conjunto de puntos



plot2d([discrete,lis], [style, [points,3,2]]); /* los pintamos con tamaño 3 y color 2*/ o bien unirlos por segmentos plot2d([discrete,lis],[style, [lines,2,4]]);/* ahora el tamaño es 2 y el color 4*/ se pueden mezclar tipos de grácas (ver la gura 1.3.2) plot2d([1/(x 2+1),[parametric,cos(t),sin(t),[t,-%pi,%pi],[nticks,100]],[discrete,lis]],[x,-2,5], [style, [lines,2,4],[lines,1,2],[points,4,3]],[y,-3,7]);



• plot3d permite dibujar supercies por ejemplo plot3d(1/(x 2+y 2+1),[x,-2,2],[y,-2,2]); si picas el dibujo con el ratón manteniendo pulsado el botón izquierdo al mover el ratón puedes mover el dibujo o girarlo para verlo desde otro punto de vista. Puedes dibujar supercies en paramétricas por ejemplo plot3d([x,y,x 2+y 2],[x,-3,3],[y,-3,3]); por ejemplo plot3d([cos(u)*(3+v*cos(u/2)),sin(u)*(3+v*cos(u/2)),v*sin(u/2)],[u,-%pi,%pi],[v,-1,1]); dibuja una banda de Moebius. Para pintar dos o mas supercies es conveniente usar el programa draw para eso lo cargamos con load(draw); y luego hacemos, por ejemplo draw3d(key = " Gauss", color = red, explicit(20*exp(-x 2-y 2)-10,x,-3,3,y,-3,3), yv_grid = 10, color = blue, key = "Paraboloide", explicit(x 2+y 2,x,-5,5,y,-5,5), surface_hide = true); o bien draw3d( color = turquoise,nticks=50, explicit(1/(.2+sin(y) 2+cos(x) 2),x,-3,3,y,-3,3), color = red, nticks=100, line_width = 2, parametric(cos(3*u),sin(3*u),u,u,0,6), title = "Supercie y curva" ); para pintar una curva en paramétricas y una supercie (ver la gura 1.3.3). Cálculo Numérico con Maxima



CAPÍTULO 1. MAXIMA.
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Superficie y curva



6 5 4 3 2 1 0 3 2 -3



1 -2



0 -1



-1



0



1



2



-2 3 -3



Figura 1.3.3: Dibujo de una curva paramétrica y una supercie



1.3.1 Ejercicios  Pinta cos(x)-x y estima donde se hace cero.  Pinta sen(x)/x desde -10 hasta 100.  Dibuja simultáneamente ex , xe y estima donde se cortan las curvas.  Dibuja



|x| x



desde -5 a 5; si no lo ves bien repite el dibujo con un rango vertical de [-2,2] y deduce que pasaba antes. Ayuda: prueba plot2d(abs(x)/x,[x,-5,5],[y,-2,2]); antes parte del dibujo estaba tapado por el borde y no se veía.



 Dibuja las curvas en paramétricas x(t)=cos(a t)cos(b t), y(t)=cos(a t)sen(b t) entre 0 y 2π para diversos valores de a,b; por ejemplo a=4, b=1; a=7, b=3; a=7, b=11.



 Dibuja la función exponencial, su tangente en x = 0 (es y=x+1) y el polinomio de taylor de orden 2 y 3 en x = 0 (son y = 1 + x +



 Dibuja la supercie



1 . 1+x2 +y 2



 Dibuja un trozo de esfera z = paraboloide hiperbólico z =



x2



x2 2 ,y



=1+x+



x2 2



+



x3 6 )



en una misma gráca.



p



1 − x2 − y 2 ; de paraboloide elíptico z = 1 + x2 + y 2 y de − y2.



4 Ecuaciones diferenciales • Para indicar que una variable depende de otra, a efectos de ecuaciones diferenciales se usa depends(y,x); dada la dependencia podemos escribir ecuaciones diferenciales ec:di(y,x,2)+4*y; e intentar resolverlas (hasta ecuaciones de segundo orden) con ode2 (ec,y,x);. Una forma alternativa de resolver ecuaciones diferenciales sin denir las dependencias es dejar las derivadas sin evaluar utilizando ' por ejemplo, para resolver y 00 − y = 0 podemos escribir ode2('di(y,x,2)-y,y,x);. José Ramírez Labrador
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5. FUNCIONES Y PROGRAMAS Veamos cómo comprobar si una función es solución de una ecuación diferencial o ecuación en derivadas 2 parciales por ejemplo para comprobar si u = cos(x + b t) es solución de la ecuación de ondas ∂∂t2u − 2 c2 ∂∂xu2 = 0 puedes hacer depends(u,[x,t]); edp:di(u,t,2)-c 2*di(u,x,2); ev(edp,u=cos(x+b*t),di,expand); y se obtiene que ha de ser c = ±a para que sea solución. En el paquete dynamics de Maxima se incorpora la función rk que resuelve numéricamente una ecuación diferencial (o un sistema de ecuaciones diferenciales) de primer orden por el método de Runge-Kutta de orden 4. Si la ecuación diferencial está escrita en la forma y 0 = f (y, t) con la condición inicial y(t0 ) = y0 para calcular los valores de wi desde t0 hasta t = b con paso h se escribe load(dynamics); rk(f (y, t), y, y0 , [t, t0 , b, h]); y Maxima devuelve una lista de los puntos [ti , wi ]. Por ejemplo para resolver numéricamente y 0 = cos(y) + t + 1 con y(1) = 2 desde t = 1 hasta t = 4 con h = .05 se escribe rk(cos(y) + t + 1, y, 2, [t, 1, 4, .05]); Para resolver numéricamente sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden y 0 = f 1(t, y, z), z 0 = f 2(t, y, z) con condiciones iniciales y(t0 ) = y0 , z(t0 ) = z0 desde t0 hasta t = b con paso h se escribe rk([f 1(t, y, z), f 2(t, y, z)], [y, z], [y0 , z0 ], [t, t0 , b, h]); y devuelve una lista de valores [ti , yi , zi ]. Ejemplo, para resolver y 0 = y ∗ z + t, z 0 = y + z − t con y(0) = 1, z(0) = 2 desde t = 0 hasta t = 3 con paso h = 0.1 se escribe rk([y ∗ z + t, y + z − t], [y, z], [1, 2], [t, 0, 3, .1]);



5 Funciones y programas Todo programa tiene una introducción de datos, un cálculo intermedio y una salida de los resultados. Los datos pueden incorporarse al programa o ya estar en alguna variable denida antes en Maxima. La forma más fácil de escribir programas dentro Maxima es a través de funciones o bloques, por ejemplo suma(x,y):=x+y; crea una función que devuelve la suma de los argumentos, para usarla puedes hacer suma(1,2); que devuelve 3.



• Para denir funciones se utiliza := por ejemplo



√ (x,y):=sqrt(x 2+y 2); hace que (1,-1) sea 2 si queremos que el cuerpo de la función sea una sucesión de expresiones se hace f(x):=(expr1,expr2,...,exprn); y se devuelve la última. Es una buena costumbre, al empezar a programar, que antes de denir una función de nombre (el que sea), la borres con kill (nombre) (el que sea) así evitas que haya deniciones anteriores de la función, con dispfun(all); puedes ver las deniciones de las funciones que has hecho.



Es muy importante que los programas estén documentados con comentarios situados entre /* */ para que se comprenda lo que hacen y cómo lo hacen. Por supuesto los comentarios no afectan a lo que hace el programa sino le facilitan la vida al usuario o al programador. En un programa block se pueden utilizar variables locales que no intereren con el resto de Maxima, esto es importante para no machacar los valores externos si la variable se llama igual que otra denida fuera. Los programas de Maxima devuelven usualmente la última instrucción realizada, por lo que si alguna vez vamos a usar la salida de un programa como entrada de otro (o del mismo) y se necesitan varios datos de entrada es posible que tengamos que poner la entrada y la salida del programa como una lista de valores. Las estructuras básicas de programación son: Cálculo Numérico con Maxima



CAPÍTULO 1. MAXIMA.
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Los condicionales, si una condición es cierta se realiza algo y si no es cierta se hace otra cosa (o nada). Por ejemplo para calcular el valor absoluto de un número, si el número es menor que cero se devuelve el número con el signo cambiado y si no el número como estaba.



• if cond then expresión1 else expresión2 es la forma de los condicionales, si la condición es cierta se realiza la expresión1, si no lo es la expresión2. Por ejemplo absoluto(x):=if x>0 then x else -x; devuelve |x|. La parte else expresión2 es optativa. Los condicionales pueden ponerse dentro de otros condicionales, los relaciones son >, 0, entonces p ∈ (p1 , b1 ), y tomamos a2 = p1 y b2 = b1 . • Si f (p1 )f (a1 ) < 0, entonces p ∈ (a1 , p1 ), y tomamos a2 = a1 y b2 = p1 . Cálculo Numérico con Maxima



CAPÍTULO 3. ECUACIONES NO LINEALES.
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Observa que b2 − a2 = b−a 2 y que por la elección de a2 , b2 la raíz está dentro del intervalo [a2 , b2 ] con lo que el error se ha dividido por 2. Ahora aplicamos el proceso al intervalo [a2 , b2 ] y tomamos p2 =



a2 + b2 el punto medio de [a2 , b2 ] 2



• Si f (p2 ) = 0, entonces p = p1 hemos encontrado la raíz y paramos. • Si f (a2 )f (p2 ) > 0, entonces p ∈ (b2 , p2 ), y tomamos a3 = p2 y b3 = b2 . • Si f (a2 )f (p2 ) < 0, entonces p ∈ (a2 , p2 ), y tomamos a3 = a2 y b3 = p2 . y que por la elección de a3 , b3 la raíz está dentro del intervalo [a3 , b3 ] con lo Observa que b3 − a3 = b−a 22 que el error se ha dividido por 2. Repetimos el proceso hasta encontrar f (p) o hasta que el error sea sucientemente pequeño. Nótese que para empezar el algoritmo se debe de encontrar un intervalo [a, b] tal que f (a) ∗ f (b) < 0. Es conveniente escoger el intervalo tan pequeño como sea posible porque en el método de la bisección, la longitud del intervalo que contiene al cero de f se reduce por un factor de dos que no es demasiado rápido. Hay veces que para buscar el intervalo [a, b], tal que f (a) · f (b) < 0, es conveniente ver la gráca de la función, Usar el método de la bisección para encontrar la raíz más cercana a 0 de la ecuación ex = sen x



3.1.1 Criterio de paro Observamos que en el método de la bisección el proceso para buscar la solución aproximada se repite hasta obtener una buena aproximación. Entonces nos preguntamos ¾cuándo debe terminar el método?. Una sugerencia sería nalizar el cálculo cuando el error se encuentre por debajo de algún nivel prejado. Así, dada una tolerancia ² > 0, podemos generar p1 , p2 , · · · , pN hasta que se verique una de las condiciones siguientes: (error absoluto).



• | pN − pN −1 |< ² • |



pN − pN −1 |< ², pN



• | f (pn ) |< ²



pN 6= 0



(error relativo).



(f (pn ) cerca de cero).



Pueden surgir dicultades usando cualquiera de estos criterios. Usualmente la segunda desigualdad es la mejor para utilizar, porque: (a) Existen sucesiones {pn } tal que las diferencias pn − pn−1 converjan a cero, mientras que la sucesión diverge. (b) Es posible que f (pn ) esté muy próximo a cero pero pn diera de p. Aunque si el valor de la raíz es cercano a cero puede haber problemas. José Ramírez Labrador
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1. MÉTODO DE BISECCIÓN



3.1.2 Convergencia El algoritmo de la bisección tiene la ventaja que converge siempre a una solución pero tiene el inconveniente que converge lentamente y, además, una buena aproximación intermedia puede ser desechada. Como la longitud del intervalo en que está la solución se divide por 2 cada vez que repetimos el proceso, si repetimos el proceso de bisección 3 veces la longitud de intervalo se divide por 8, si son 4 la longitud de intervalo se k divide por 16 etc. Para que la longitud se divida por 10k hay que repetir el proceso log k (2) ' 0.301030 asi 10 6 que para que la longitud del intervalo se divida por 10 hay que repetir el proceso 20 veces.



3.1.3 Algoritmo de bisección con Maxima Aplicamos el método de la bisección a la ecuación cos(x) cosh(x) + 1 = 0. En primer lugar obtenemos la gráca de la ecuación que nos indicará el intervalo donde se encuentra la solución. Así, en la siguiente gura, vemos que la función cos(x) cosh(x) + 1 tiene en el intervalo [−2, 2] dos soluciones, /* pintamos la función */ plot2d(cos(x)*cosh(x)+1,[x,-2,2]); /*Vamos a implementar el algoritmo con un bucle, observa que no comprobamos si hay alternancia de signo al principio, por lo que puede dar resultados erróneos */ bisec(f,a,b,n,err):=block([nn:0,tem:(a+b)/2,x0:a,x1:b],while (nnerr) do (nn:nn+1,if (ev(f,x=tem)*ev(f,x=x0)err do ( ini:bolza1(ini) ); print(" el valor aproximado es ", oat( (ini[1]+ini[2])/2 ) ); /* Comprobamos que la función tiene alternancia de signo en los extremos al principio, si no es así devolvemos un error y paramos*/ ini:[1,2,x 2-2]$ err:10 -3$ if ev(ini[3],x=ini[1])*ev(ini[3],x=ini[2])>0 then print("error en los datos f(a) y f(b) tienen igual signo") else ( while abs(ini[1]-ini[2])>err do ( ini:bolza1(ini) ), print(" el valor aproximado es ", oat((ini[1]+ini[2])/2))) /* comprueba que funciona usando ini=[1,2,x 2-2] que va bien y ini=[0,1,x 2-2] que no cumple la condición f (0) ∗ f (1) < 0 */ /* prueba con otros valores de error (si el error es excesivamente pequeño puede tardar bastante) y otras funciones, observa que el programa se puede mejorar para que reeje si f (xm) = 0, se puede cambiar la condición de parada basada en el error absoluto por otra basada en el error relativo, etc. */ A continuación exponemos una variante del método de la bisección.



2 Método de regula falsi o de falsa posición Suponiendo que una raíz de la ecuación f (x) = 0 que se encuentra en el intervalo [ai , bi ], calculamos la intersección con el eje x de la recta que une los puntos (ai , f (ai )) y (bi , f (bi )), denotando este punto por pi : José Ramírez Labrador
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3. ITERACIÓN DE PUNTO FIJO



y − f (ai ) x − ai = bi − ai f (bi ) − f (ai ) Expresamos la ecuación en forma explícita,



y=



f (bi ) − f (ai ) (x − ai ) + f (ai ) bi − ai



El punto pi se obtendrá haciendo la intersección de esta recta con el eje horizontal y = 0, operando se llega a que ai f (bi ) − bi f (ai ) pi = x = f (bi ) − f (ai ) Si f (pi )f (ai ) < 0, denimos ai+1 = ai y bi+1 = pi . Si f (pi )f (bi ) < 0, denimos ai+1 = pi y bi+1 = bi . Generamos de esta forma una sucesión de intervalos que contendrá a la solución. /*El programa en Maxima es muy similar, sólo hay que cambiar la forma de obtener el nuevo punto*/ kill(falsapos); falsapos(arg):=block([a:arg[1],b:arg[2],f:arg[3],xm], xm:(a*ev(f,x=b)-b*ev(f,x=a))/(ev(f,x=b)-ev(f,x=a)), if (ev(f,x=xm)*ev(f,x=a) 0 tal que para todo p0 ∈(p − ², p + ²) la sucesión pn converge a p. En este caso se dice que p es un punto atractivo. Se puede probar que si g una función denida en [a, b], g ∈ C 1 ([a,b]). Si g tiene un punto jo p en [a, b] y | g 0 (p) |< 1 entonces p es un punto atractivo. Por tanto, a efectos de convergencia, es conveniente que la derivada de g en el punto jo sea < 1 en valor absoluto. En algunos problemas es suciente tomar p0 arbitrariamente, mientras que en otros es muy importante seleccionar una buena aproximación inicial.



4 El método de Newton El método de Newton, a veces llamado de Newton-Raphson, es uno de los métodos numéricos más conocidos y poderosos para la resolución del problema de búsquedas de raíces de f (x) = 0. Hay diversas maneras de introducir este método, una de ellas es mediante un enfoque intuitivo basado en el polinomio de Taylor. Supongamos que f es continuamente diferenciable dos veces en el intervalo [a, b], es decir, f ∈ C 2 [a, b]. Sea p una solución de la ecuación f (x) = 0. Sea p0 ∈[a, b] una aproximación a p. Por el teorema de Taylor sabemos que 0 = f (p) = f (p0 + h) = f (p0 ) + f 0 (p0 )h + O(h2 ), donde h = p − p0 . Si h es pequeña (es decir, p0 es próximo a p), es razonable ignorar el término O(h2 ) y resolver el resto de la ecuación para h. En consecuencia,



h=−



f (p0 ) . f 0 (p0 )



Como h = p − p0 , deducimos



p = p0 −



f (p0 ) . f 0 (p0 )



El método de Newton comienza con una estimación p0 de p a partir de la cual se dene inductivamente una sucesión de aproximaciones



pn = pn−1 −



f (pn−1 ) , f 0 (pn−1 )



n≥1 y



f 0 (pn−1 ) 6= 0



Cálculo Numérico con Maxima
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Geométricamente los pn son los puntos de corte con el eje X de la recta tangente a f en pn−1 . Este método es una técnica de iteración funcional pn = g(pn−1 ),



pn = g(pn−1 ) = pn−1 −



f (pn−1 ) , f 0 (pn−1 )



n ≥ 1 para la cual n ≥ 1.



Se ve claramente que si f 0 (pn−1 ) = 0 para algún n, el método no puede continuarse. A continuación ilustramos grácamente cómo se obtiene las aproximaciones usando tangentes sucesivas. Se puede probar que el método de Newton converge si f ∈C2 [a, b], p ∈[a, b] con f (p) = 0, f 0 (p) 6= 0 y la aproximación inicial p0 está lo sucientemente cerca a p. Igual que antes es preciso imponer una condición de parada jado ² > 0 construimos una sucesión p1 , . . . , pn hasta que ocurra uno de los tres casos siguientes: 1. | pn − pn−1 |< ², 2.



(error absoluto).



| pn − pn−1 | < ², | pn |



3. | f (pn ) |< ²



pn 6= 0



(error relativo).



(función pequeña).



Cualquiera de las condiciones anteriores tiene sus ventajas e inconvenientes. La programación del método de Newton en Maxima es simple, si denimos g y g' fuera, /* denimos g en la variable ggg por ejemplo pn*/



x2 −1 3



en ggp ponemos la derivada y llamamos al valor actual



ggg:(x 2-1)/3;ggp:di(ggg,x); kill(newt);newt(pn):=ev(x-ggg/ggp,x=pn); /* ahora repetimos el proceso igual que antes, por ejemplo empezando desde pn = 0.9 */ pn:0.9; for i:1 thru 10 do (print(oat(pn)),pn:newt(pn)); /* observa lo bien que converge */ /* empieza por otros valores de g0 y observa el comportamiento de la sucesión, por ejemplo toma p0 = −2.9, p0 = 0, p0 = 100 Si los cálculos son lentos haz pn:oat(newt(pn)) para que se hagan en punto otante */



Ejercicio: Obtener la solución única de x3 + 4x2 − 10 = 0 en el intervalo [1, 2] mediante el método de



Newton. Comparar los resultados obtenidos con los obtenidos en el ejemplo 3.3.1 por el método iterativo. Puedes programar en Maxima el método de Newton de forma más sosticada haciendo newton(f,x,err):=([y,df,dfx],df:di(f('x),'x), do (y:ev(df),x:x-f(x)/y,if abs(f(x))=1 and x= 2m−1 j=1 f (xj )g(xj ) (que es un análogo de la integral que aparece en la serie de fourier). Se deduce que 2m−1 2m−1 1 X 1 X yj cos(k xj ); bk = yj sen(k xj ); ak = m m j=0



j=0



Ejercicio: Obtener el polinomio S3 (x) que corresponde a 20 puntos de la forma (xj , exj ) Ayuda: para generar los puntos puedes hacer



pun:makelist([-%pi+j/10*%pi,exp(-%pi+j/10*%pi)],j,0,19); y luego hacer kill(poltrig);poltrig(lis,n):=block([mm:length(lis)], 2/mm*(sum(lis[j][2],j,1,mm)/2+sum(sum(lis[j][2]*cos(k*lis[j][1]),j,1,mm)*cos(k*x),k,1,n) +sum(sum(lis[j][2]*sin(k*lis[j][1]),j,1,mm)*sin(k*x),k,1,n-1) ) ); poli:oat(poltrig(pun,3));



Ejercicio: dibuja los puntos y el polinomio S3 , Calcula y dibuja S5 , Idem S7 y S9 . Finalmente hazlo con S10



Ejercicio: Usa ahora 40 puntos de la función exponencial y observa si S20 se aproxima mejor. Observa que si m = n el número de puntos coincide con el número de incógnitas ak , bk y por tanto el polinomio Sn es un polinomioP(trigonométrico) de interpolación ya que el polinomio de interpolación pasa 2 por los puntos y la distancia 2m−1 j=0 (yj − Sn (xj )) se reduce a cero. Si m es muy grande el cálculo de los coecientes es muy laborioso pero, si m es una potencia de 2 existe un algoritmo, llamado FFT o algoritmo de Cooley-Tukey que reduce mucho el cálculo. Para expresarlo es José Ramírez Labrador
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3. TRANSFORMADA DE FOURIER RÁPIDA FFT
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Figura 6.3.1: 64 puntos de sen(4x) y valores reales e imaginarios del espectro de los puntos



√ más simple usar números complejos. Ya que eiz = cos(z) + i sen(z) con i = −1 la unidad imaginaria y iz −iz iz −iz que e−iz = cos(z) − i sen(z) se tiene que sen(z) = e −e , cos(z) = e +e por lo que podemos escribir 2i 2 (con algún cambio en los coecientes) 2m−1 1 X ck eikx , Sn (x) = m



con



ck =



2m−1 X



k=0



y ak + ibk =



yj eikxj ,



j=0



(−1)k m ck



Maxima en el paquete t incluye instrucciones para calcular los coecientes de polinomios trigonométricos por la transformada de Fourier rápida, los datos deben estar en arrays, no en listas. Los datos (complejos) deben estar en un array las partes reales y en otro las partes imaginarias; la instrucción t devuelve las partes reales e imaginarias de los coecientes del polinomio trigonométrico en las mismas arrays en las que estaban los datos originales. La instrucción ift es la transformada inversa y devuelve los datos originales a partir de los coecientes del polinomio trigonométrico. la transformada de fourier esta dada por y[k]: (1/n) sum (x[j] exp (-2 %i %pi j k / n), j, 0, n-1) donde x[j] es array_real[j]+%i array_imaginaria[j] (en nuestro caso las hemos llamado punr,puni) Los coecientes aj , bj equivalentemente cj están relacionados con el espectro de la función que representan los datos y su estudio es muy útil en electromagnetismo, física, etc. En particular podemos utilizar la FFT para eliminar parte del ruido de fondo de una señal que usualmente corresponde a errores en los datos. La idea básica es eliminar aquellos coecientes del desarrollo de Fourier que son más pequeños. Por ejemplo creamos una array con 64 datos de la función sen(4x) /* declaramos dos arrays, una para las partes reales y otra para las imaginarias y las llenamos con los valores numéricos, que han de ser oat */ array([punr,puni],63); llarray(punr,makelist(ev(sin(4*(-%pi+j/32*%pi)),numer),j,0,63)); llarray(puni,makelist(0.0,j,0,63)); /* puedes pintarlas haciendo plot2d([discrete,makelist([-%pi+j/32*%pi,punr[j]],j,0,63)],[style,[points,1,2]]); Cálculo Numérico con Maxima
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Figura 6.3.2: Puntos de sen(4x) contaminados con ruido y espectro



está dibujado en la primera gura de 6.3.1*/ /* cargamos el paquete y calculamos la transformada de Fourier*/ load(t); t(punr,puni); /* ahora los datos de punr, puni han pasado a ser las partes reales e imaginarias de cj puedes pintarlas haciendo, de nuevo, plot2d([discrete,makelist([-%pi+j/32*%pi,punr[j]],j,0,63)],[style,[points,1,2]]); o verlas con listarray(punr); listarray(puni)*/ /* Observa que los datos de punx son pequeños, mira los de puni ahora hay dos valores grandes, los que corresponden a sen(4x) = exp(4ix)−exp(−4ix) por lo que hay uno que corresponde a 4 y otro a −4*/ 2i /* los valores de punx,puni restantes son errores de redondeo.*/ Los valores de las partes reales e imaginarias del espectro están dibujadas en la segunda gura de 6.3.1. La FFT se puede usar para eliminar posibles errores de una lista de datos, generamos una lista de valores de la función sen(4x) contaminados con un error aleatorio. Recuerda que random(oat(2)) devuelve un número real entre 0 y 2, para que los errores estén centrados en la medida le restamos 1. Observa en la primera de las guras de 6.3.2 que la función sen(4x) es irreconocible. /* llenamos las arrays de datos contaminados de ruido (recuerda que si no están creadas hay que crearlas)*/ llarray(punr,makelist(ev(sin(4*(-%pi+j/32*%pi))+random(oat(2))-1,numer),j,0,63)); llarray(puni,makelist(ev(0,numer),j,0,63)); /* los pintamos para ver que la funcion sen(4x) está disimulada por el ruido (Ojo, como el ruido es aleatorio el dibujo en tu ordenador puede ser distinto) */ plot2d([discrete,makelist([-%pi+j/32*%pi,punr[j]],j,0,63)],[style,[points,1,2]]); /* aplicamos la t */ t(punr,puni); José Ramírez Labrador
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Figura 6.3.3: Reconstrucción de los datos sin ruido



/* si pintas ahora los valores de puni verás que dos están en valor absoluto por encima de los demás, son los que corresponden a sen(4x). Observa en la segunda de las guras de 6.3.2, pese al ruido, cómo destacan los coecientes que corresponde a sen(4x).*/ /* Si queremos podemos ltrar los datos pequeños, veamos cuales son los valores mayores /* sort(listarray(punr)); sort(listarray(puni)); /*el mayor valor es ∼ 0.5, para ltrar el ruido hacemos cero todos los que sean menores, por ejemplo, que 0.2 en valor absoluto; creamos dos nuevas arrays para los datos del espectro ltrado*/ array([punrl,punil],63); llarray(punrl,makelist(if abs(punr[j]) 0 constante o la ecuación logística y 0 (t) = a y(t) − b y 2 (t). Maxima tiene la instrucción ode2 que permite resolver algunas (pocas) ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo para resolver y 0 = y + t en Maxima hacemos depends(y,t); ode2(di(y,t)=y+t,y,t);. También puedes escribir las derivadas sin evaluar, por ejemplo ode2(x*'di(y,x)+3*y*x=cos(x)/x,y,x). Las instrucciones de Maxima ic1, ic2, dada la solución general de una ecuación diferencial de primero ó segundo orden permiten hallar la solución que cumple unas determinadas condiciones iniciales (también puedes resolver el sistema obtenido sustituyendo las condiciones iniciales para hallar los valores de las constantes). dsolve resuelve sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales. De otro lado, la mayor parte de las funciones matemáticas se pueden denir a partir de ecuaciones diferenciales, por ejemplo la función exp(t) satisface y 0 = y ; las funciones sen(t), cos(t) satisfacen y 00 − y 0 = 0 así es frecuente que no podamos (o sepamos) resolver en forma explícita una ecuación diferencial. En general, al resolver una ecuación diferencial aparecen constantes arbitrarias por lo que si queremos que la solución esté determinada es preciso dar condiciones adicionales, por ejemplo y = exp(t + c) es solución de y 0 = y para todo c y tenemos que pedir, por ejemplo que y(0) = 1 para que la solución de y 0 = y sea solamente y = exp(t). La solución de y 00 = −y es c1 cos(t) + c2 sen(t) para toda constante c1 , c2 y si queremos que la solución sea sen(t) podemos jar por ejemplo que y(0) = 0, y 0 (0) = 1. Desde el punto de vista cientíco es bueno saber cual va a ser el comportamiento del fenómeno modelado por la ecuación diferencial a partir de unas condiciones. Si todas las condiciones que se imponen aparecen para el mismo valor de la variables independiente decimos que estamos en un problema de valores iniciales. Si las condiciones que se imponen aparecen para distintos valores de la variable independiente decimos que estamos en un problema de contorno.



1 Valores iniciales Vamos a estudiar métodos numéricos para resolver la ecuación y 0 = f (y, t) con la condición inicial y(t0 ) = y0 . Para garantizar que este problema tiene solución única basta que f y ∂f ∂t sean continuas en un entorno Cálculo Numérico con Maxima
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del punto (t0 , y0 ) (aunque hay condiciones más generales). Es costumbre indicar por h el paso, ti = t0 + i h y escribir los valores aproximados que se obtienen de la ecuación para ti como wi para distinguirlos de los valores exactos yi .



8.1.1 Método de Euler El método más sencillo es el método de Euler. Ya que por el polinomio de Taylor y(t + h) ∼ y(t) + y 0 (t) h sustituyendo por la ecuación diferencial y 0 = f (t, y) tenemos que y(t + h) ∼ y(t) + h f (t, y). Partiendo de la condición inicial w0 = y(t0 ) = y0 el método de Euler está dado por



wi+1 = wi + h f (ti , wi );



(8.1.1)



Por ejemplo la solución de y 0 = y + t con y(0) = 1 es y = 2 exp(t) − t − 1 (compruébalo). Si elegimos h = 0.1 y aplicamos el método de Euler a y 0 = y + t con y(0) = 1 entonces t0 = 0, w0 = y0 = 1 aplicando la fórmula tenemos que w1 = 1 + 0.1(1 + 0) = 1.1; w2 = 1.1 + 0.1(1.1 + .1) = 1.22 etc. asi que la solución aproximada pasa por (0.1, 1.1), (0.2, 1.22) etc. los valores exactos son y(0.1) ∼ 1.110341836151295, y(0.2) ∼ 1.24280551632034. Podemos programar en Maxima el método de euler para y 0 = f (t, y) deniendo donde el argumento es una lista formada por ti , wi , f (y, t), h haciendo eu1(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],:arg[3],hh:arg[4]], [ti+hh,wi+hh*ev(,y=wi,t=ti,numer),,hh]); para aplicarlo a la ecuación y 0 = y + t, partiendo de y(0) = 1 con paso h = .1 hacemos sucesivamente eu1([0,1,y+t,.1]); que da [0.1,1.1,y+t,0.1] después eu1(%) da [0.2,1.22,y+t,0.1]; después eu1(%) que da [0.3,1.362,y+t,0.1] etc. así que las estimaciones por el método de euler de la solución que pasa por y(0) = 1 son y(0.1) = 1.1, y(0.2) = 1.22 e y(0.3) = 1.362; Si queremos repetir el método de euler varias veces (pongamos 5) y guardar en una lista sólo los valores de [ti , wi ] por ejemplo para pintarlos, recordando que endcons añade un elemento al nal de una lista podemos hacer valor:[0.,1.,y+t,.1];listaeu:[[0.0,1.0]]; for i:1 thru 10 do (valor:eu1(valor),listaeu:endcons(valor,listaeu)); y en la variable listaeu queda [[0,1],[0.1,1.1],[0.2,1.22],[0.3,1.362],[0.4,1.5282],[0.5,1.72102]] Por supuesto podemos denir f, h fuera y hacer que el programa lleve la cuenta sólo de ti , wi , por ejemplo, :y+t; hh:0.1; kill(eu2); eu2(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2]], [ti+hh,wi+hh*ev(,y=wi,t=ti,numer)]); /* y se empieza con*/ eu2([0.,1.]);



Ejercicio: Calcula 25 aproximaciones por el método de Euler w1 , w2 , ..., w25 de la solución de la ecuación



y 0 = y + t con h = 0.1, a partir de y(0) = 1. Dibuja la solución exacta y los puntos obtenidos. Observa que los errores crecen pero de forma controlada, desafortunadamente es lo que suele ocurrir. Ayuda: una vez calculados los valores, prueba algo así como



listaeu:[[0.0,1.0]];valor:[0.0,1.0]; for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),listaeu:endcons(valor,listaeu)); plot2d([2*exp(t)-t-1,[discrete,listaeu]],[t,0,2.5],[style,[lines,1,3],[points,1,2]]); José Ramírez Labrador
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1. VALORES INICIALES
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Figura 8.1.1: Aproximaciones por Euler y errores con paso h = 0.1, 0.05



Ejercicio: Calcula ahora 50 aproximaciones por el método de Euler w1 , w2 , ..., w50 de la solución de la



ecuación y 0 = y + t con h = 0.05, a partir de y(0) = 1. Dibuja la solución exacta y los puntos obtenidos en el ejercicio anterior y ahora. Debes generar la primera de las grácas de 8.1.1. Observa grácamente cuando son los errores mayores. Calcula los errores para los pasos h = 0.1 y h = 0.05. Ayuda: prueba algo así como listerr1:makelist([listaeu[j][1],ev(abs(2*exp(t)-t-1-listaeu[j][2]),t=listaeu[j][1])],j,1,25); para ver los errores que corresponden a h = .1 Dibuja los errores en cada punto para h = 0.1 y h = 0.05. Debes generar la segunda de las grácas de 8.1.1. Observa que los errores dependen del valor de h.



8.1.2 Métodos de orden 2 Para medir el error que se comete en cada paso se introduce el error de truncamiento local que mide hasta que punto la solución exacta de la ecuación diferencial satisface la formula con que se obtiene la aproximación wi+1 . Se puede probar que el error de truncamiento local del método de euler es de orden h por lo que en el ejercicio anterior debiste observar que si reduces el paso de h a h2 el error se reduce aproximadamente a la mitad. Es muy conveniente hallar métodos en que el error de truncamiento local sea de orden h2 o incluso de orden h4 para que con h mas grande (y por tanto menos puntos de cálculo) se tengan resultados más exactos. El precio a pagar es que estos métodos necesitan más evaluaciones de la función en cada paso. Partiendo de la condición inicial w0 = y(t0 ) = y0 existen varios métodos de orden 2 entre ellos: el método del punto medio está dado por



wi+1 = wi + h f (ti +



h h , wi + f (ti , wi )); 2 2



(8.1.2)



el método del Euler modicado está dado por



h ( f (ti , wi ) + f (ti+1 , wi + h f (ti , wi )) ); 2



(8.1.3)



h 2 2 ( f (ti , wi ) + 3f (ti + h, wi + h f (ti , wi )) ); 4 3 3



(8.1.4)



wi+1 = wi + el método del Heun está dado por



wi+1 = wi +



Cálculo Numérico con Maxima
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Un programa en Maxima del método del punto medio para y 0 = f (t, y) con argumento una lista formada por ti , wi , f (y, t), h puede ser kill(odepm);odepm(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],:arg[3],hh:arg[4],tem], tem:ev(,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh*ev(,y=wi+hh/2*tem,t=ti+hh/2,numer),,hh]); De nuevo valor:[0.,1.,y+t,.1];listapm:[[0.0,1.0]]; for i:1 thru 5 do (valor:odepm(valor),listapm:endcons([valor[1],valor[2]],listapm)); nos devuelve una lista con los valores de w1 , w2 , ...w5 por el método del punto medio para la ecuación y 0 = y + t. Observa que si queremos pintar los puntos tenemos que guardar en la lista sólo los pares [ti , wi ] y no los valores de f, h. Esto puede hacerse, si los valores están en una lista llamada listapm, con lispun1:[ ];for i:1 thru length(listapm) do lispun1:endcons([listapm[i][1],listapm[i][2]],lispun1); para guardar sólo los dos primeros elementos. De forma alternativa podemos sacar fuera el valor de f, h y transmitir sólo los valores de ti , wi como hicimos en eu2, por ejemplo denimos kill(odepm2);odepm2(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],tem], tem:ev(,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh*ev(,y=wi+hh/2*tem,t=ti+hh/2,numer)]); y hay que guardar en la variable hh el valor del paso y en la variable  la función f(t,y) antes de empezar. Por ejemplo, se puede hacer hh:0.05;:y+t; valor:[0.,1.];listapm:[[0.0,1.0]]; for i:1 thru 50 do (valor:odepm2(valor),listapm:endcons(valor,listapm));



Ejercicio: Calcula con h = 0.05 un total de 50 valores de wi por el método del punto medio para la



ecuación y 0 = y + t con y(0) = 1, dibuja la solución y las aproximaciones por los métodos de Euler y del punto medio y observa cuál método es mejor. La gráca que obtengas debe ser la primera de 8.1.2. Un programa para el método de Euler modicado puede ser kill(odeem);odeem(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],:arg[3],hh:arg[4],tem], tem:ev(,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh/2*(tem+ev(,y=wi+hh*tem,t=ti+hh,numer)),,hh]); y otro para el método de Heun kill(odeheun);odeheun(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],:arg[3],hh:arg[4],tem], tem:ev(,y=wi,t=ti,numer), [ti+hh,wi+hh/4*(tem+3*ev(,y=wi+hh*2/3*tem,t=ti+hh*2/3,numer)),,hh]);



Ejercicio: Crea una lista con 25 valores aproximados entre t = 0, t = 2.5 de la solución de y 0 = y + t con



y(0) = 1 tomando h = .1 por los métodos de punto medio, euler modicado y Heun y comprueba si los errores son similares. Dibuja la solución exacta y las aproximaciones halladas. Calcula listas con los errores que corresponden a cada método y dibuja los errores en cada punto. Observa que para dibujar los puntos tienes que guardar en la lista sólo los valores de ti , wi o denir fuera f, h y usar una lista con sólo los valores José Ramírez Labrador
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1. VALORES INICIALES
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Figura 8.1.2: Método de Euler y punto medio con h=0.05; Runge-Kutta con h=0.1



de tk , wk .



Ejercicio: Repite los cálculos del ejercicio anterior con paso h = 0.05 y estudia si los errores de Heun, Euler modicado y punto medio son aproximadamente la mitad o la cuarta parte del ejercicio anterior.



Ejercicio: Comprueba si la ecuación y 0 = t y + t con la condición y(1) = 2 tiene solución 3 exp( 12 (t2 −



1)) − 1. Halla soluciones numéricas por el método de Euler y uno de los métodos anteriores y estudia el comportamiento de los errores.



8.1.3 Runge-Kutta de orden 4 y Runge-Kutta-Fehlberg Es posible y deseable tener métodos de orden más alto, en concreto el siguiente método es de orden 4, observa que en su denición usamos 4 variables temporales



k1 = h f (ti , wi ); k3 = h f (ti + h2 , wi + wi+1 = wi +



k2 2 );



k2 = h f (ti + h2 , wi + k21 ); k4 = h f (ti + h, wi + k3 );



(8.1.5)



1 ( k1 + 2k2 + 2k3 + k4 ); 6



Un programa para el método de Runge-Kutta de orden 4 puede ser kill(rk4); rk4(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2],:arg[3],hh:arg[4],k1,k2,k3,k4], k1:hh*ev(,y=wi,t=ti,numer),k2:hh*ev(,y=wi+k1/2,t=ti+hh/2,numer), k3:hh*ev(,y=wi+k2/2,t=ti+hh/2,numer),k4:hh*ev(,y=wi+k3,t=ti+hh,numer), [ti+hh,wi+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6,,hh]); De nuevo puedes denir fuera f f, hh donde están los valores de f (t, y), h y hacer que el método sólo lleve dos valores, tk , wk con lo cual la salida es buena para dibujar.



Ejercicio: Crea una lista con 25 valores aproximados entre t = 0, t = 2.5 de la solución de y 0 = y + t con



y(0) = 1 tomando h = 0.1 por el método de Runge-Kutta de orden 4 rk4 y comprueba con los valores Cálculo Numérico con Maxima
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exactos de la solución. Dibuja la solución exacta y las aproximaciones halladas. Debes obtener la segunda de las grácas de la gura 8.1.2. Observa que la aproximación es muy buena. Calcula una lista con los errores y dibuja los errores.



Ejercicio: Repite los cálculos del ejercicio anterior con paso h = 0.05 y estudia cómo son los errores ahora.



Repite el proceso con otra ecuación, por ejemplo y 0 = t y + t con la condición y(1) = 2 tiene solución 3 exp( 12 (t2 − 1)) − 1.



En el paquete dynamics de Maxima se incorpora la función rk que resuelve numéricamente una ecuación diferencial (o un sistema de ecuaciones diferenciales) de primer orden por el método de Runge-Kutta de orden 4. Recuerda que si la ecuación diferencial está escrita en la forma y 0 = f (y, t) con la condición inicial y(t0 ) = y0 para calcular los valores de wi desde t0 hasta t = b con paso h es rk(f (y, t), y, y0 , [t, t0 , b, h]); y devuelve una lista de los puntos [ti , wi ]. Por ejemplo para resolver numéricamente y 0 = cos(y) + t + 1 con y(1) = 2 desde t = 1 hasta t = 4 con h = .05 se escribe rk(cos(y) + t + 1, y, 2, [t, 1, 4, .05]); La idea del método de Runge- Kutta- Fehlberg es, como en integración adaptativa, usar paso variable. Se usan a la vez dos métodos de Runge-Kutta uno de cuarto orden y otro de quinto, si las valores obtenidos son sucientemente próximos aceptamos el valor y buscamos el siguiente, si no reducimos el paso h y probamos de nuevo. Si después de varios puntos con el mismo paso todo va bien probamos a aumentar el paso. Si tenemos que reducir mucho el paso damos un mensaje de error y paramos. La importancia de Runge- Kutta- Fehlberg radica en que se usan evaluaciones comunes de f , en concreto sólo 6, para calcular los valores de Runge-Kutta de cuarto orden y de quinto, por lo que ahorra mucho cálculo. La denición del método es:



k1 = h f (ti , wi ); k3 = h f (ti + 3h 8 , wi +



3 32 k1



k2 = h f (ti + h4 , wi + 14 k1 ); 1932 k4 = h f (ti + 12h 13 , wi + 2197 k1 −



7200 7296 2197 k2 + 2197 k3 ); 439 845 k5 = h f (ti + h, wi + 216 k1 − 8k2 + 3680 513 k3 − 4104 k4 ); 8 1859 11 k6 = h f (ti + h2 , wi − 27 k1 + 2k2 − 3544 2565 k3 + 4104 k4 − 40 k5 ); (4) 2197 1 25 k1 + 1408 wi+1 = wi + 216 2565 k3 + 4104 k4 − 5 k5 ; (5) 16 6656 9 2 wi+1 = wi + 135 k1 + 12825 k3 + 28561 56430 k4 − 50 k5 + 55 k6 ;



+



(4)



9 32 k2 );



(8.1.6)



(5)



donde representamos con wi+1 , wi+1 los valores obtenidos por Runge-Kutta de orden 4 y 5 respectivamente. Observa que sólo hemos evaluado la función f en 6 puntos que sirven para los dos métodos. Aunque la implantación del programa adaptativo es complicada (hay que decidir cuando se cambia h), la programación en Maxima de una subrutina que devuelva sólo una lista con los dos valores de Runge-Kutta 4 y 5 es sencilla, suponemos que hh = h, ti = ti y f f = f (t, y) están denidos fuera de la rutina y el único argumento es el valor de wi = wi . Haciendo kill(rkf); rkf(wi):=block([k1,k2,k3,k4,k5,k6], k1:hh*ev(,t=ti,y=wi,numer), k2:hh*ev(,t=ti+hh/4,y=wi+1/4*k1,numer), k3:hh*ev(,t=ti+3*hh/8,y=wi+3/32*k1+9/32*k2,numer), k4:hh*ev(,t=ti+12*hh/13,y=wi+1932/2197*k17200/2197*k2+7296/2197*k3,numer), k5:hh*ev(,t=ti+hh,y=wi+439/216*k1-8*k2+3680/513*k3-845/4104*k4,numer), k6:hh*ev(,t=ti+hh/2,y=wi-8/27*k1+2*k2-3544/2565*k3+1859/4104*k4-11/40*k5,numer), José Ramírez Labrador
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[wi+25/216*k1+1408/2565*k3+2197/4104*k4-k5/5,wi+16/135*k1+6656/12825*k3+28561/56430*k4 -9/50*k5+2/55*k6]); nos falta denir, por ejemplo hh = 0.1, ti = 0, f f = y + t, para y(0) = 1 la solución es y = 2exp(t) − t − 1, el valor exacto es y(.1) ∼ 1.1103418361512952496 y rkf(1.); devuelve la lista con los valores de R-K-4 y R-K-5 [1.110341858974359,1.110341834294872] que dieren en ∼ 2 ∗ 10−8 , si aceptamos que la estimación del error es buena hacemos que ti=ti+hh, guardamos el valor de ti y el segundo valor (que debería ser el más exacto), y llamamos a rkf con el valor aceptado, si no aceptamos el valor hacemos hh = hh/2, si este valor de h es demasiado pequeño damos un mensaje de error y paramos, si el valor de h está dentro de lo aceptable llamamos de nuevo a rkf(1.) y sigue el proceso. Así hasta que lleguemos a b si queremos una aproximación numérica de la solución en el intervalo [t0 , b].



8.1.4 Métodos multipaso Todos los métodos anteriores se basan sólo en el valor de wi para estimar el de wi+1 . Existen también los métodos multipaso que usan los valores de wi , wi−1 , ... para estimar el valor de wi+1 . Existen métodos multipaso explícitos, en los que yk+1 esta despejada, llamados de Adams -Bashforth; los de orden 1 (que es el método de Euler), 2 y 3 son:



wk+1



wk+1 = wk + h f (tk , wk ); wk+1 = wk + h2 (3f (tk , wk ) − f (tk−1 , wk−1 )); h = wk + 12 (23f (tk , wk ) − 16f (tk−1 , wk−1 ) + 5f (tk−2 , wk−2 ));



(8.1.7)



y métodos multipaso implícitos, en los que yk+1 no está despejada, llamados de Adams -Moulton; los de orden 1, 2 y 3 son:



wk+1



wk+1 = wk + f (tk+1 , wk+1 ); wk+1 = wk + h2 (f (tk+1 , wk+1 ) + f (tk , wk )); h = wk + 12 (5f (tk+1 , wk+1 ) + 8f (tk , wk ) − f (tk−1 , wk−1 ));



(8.1.8)



Al método de orden 1 se le llama método de Euler hacia atrás (backward) y al método de orden 2 se le llama método del trapecio. Los métodos de Adams -Moulton requieren la solución de una ecuación no lineal en cada caso, sin embargo, si h es sucientemente pequeño usualmente un par de iteraciones por punto jo convergen a la solución. Lo usual es seguir un esquema predictor-corrector eligiendo un método implícito y otro explícito del mismo orden. Dado h, se usa un método explícito para obtener una aproximación de wi+1 (la predicción), con ella se usa un esquema de punto jo con el método implícito unas cuantas veces (ahora se corrige el valor). La diferencia entre las sucesivas iteraciones sirve para estimar el error y poder usar, si queremos, un esquema adaptativo, si el error es grande tomamos h = h/2 etc.. Por ejemplo vamos a aplicar a la ecuación y 0 = y + t con las condiciones iniciales y(0) = 1 y h = .1 un método predictor corrector de orden 2. Para calcular wk+1 necesitamos saber wk y wk−1 por lo que no nos basta la condición inicial sino que necesitamos un valor más, así que, para poder arrancar, en primer lugar necesitamos calculamos con buena precisión, por ejemplo con Runge-Kutta de orden 4, el valor en t = 0.1 Usando el programa Maxima que implantamos en (8.1.5) rk4([0,1,y+t,.1]); nos da una valor aproximado de y(.1) = 1.110341666666667, que tiene un error de ∼ 1.7 10−7 ; a continuación hacemos en Maxima hh : .1; f f : y + t; tk : 0.1; w0 : 1; w1 : 1.110341666666667 por la primera fórmula de (8.1.7) calculamos w1+hh/2*(3*ev(,t=tk+hh,y=w1,numer)-ev(,t=tk,y=w0,numer)); que nos da un valor estimado Cálculo Numérico con Maxima
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de y(.2) = 1.251892916666667 ésta es la predicción. El valor exacto es ∼ 1.24280551632034 y el error es del orden de 10−2 . Para la primera fórmula de (8.1.8) denimos kill(am); am(wkm1,wk,tk,hh,):=wk+hh/2*(ev(,y=wkm1,t=tk+hh,numer)+ ev(,y=wk,t=tk,numer)); Con las deniciones anteriores de wk,tk,hh, en Maxima tenemos que vcorregido:am(1.251892916666667,w1,tk,hh,); devuelve 1.243453395833334; esta es la primera corrección, observa que está más cerca del valor exacto. vcorregido:am(vcorregido,w1,tk,hh,); devuelve 1.243031419791667; ésta es la segunda correción. Aplicando de nuevo vcorregido:am(vcorregido,w1,tk,hh,); tenemos 1.243010320989584; (el error de este valor es ∼ 2.3 10−4 ). Observa que estamos usando métodos de orden 2 y con un valor de h = .1 tenemos errores del orden de 10−4 . Ahora podemos repetir el proceso hasta que, por ejemplo, la distancia entre dos valores corregidos sucesivos sea sucientemente pequeña. Por supuesto, si no se alcanza la distancia prescrita en un número máximo de veces se devuelve un mensaje de error y se para; también puede implementarse un algoritmo adaptativo y reducir el valor de h. Para implementar en Maxima una versión simple de predictor corrector de orden 2 podemos calcular el primer punto con Runge Kutta para poder arrancar con los puntos wk , wk−1 y luego usamos un predictor y 2 veces corrector siempre (sin controlar el error que sería lo deseable). Ahora hacemos en Maxima /*los argumentos son tk el t del último punto calculado, wk el último punto calculado, wk−1 el penúltimo punto calculado, la función f (t, y), h */ kill(pc2); pc2(arg):=block([tk:arg[1],wk:arg[2],wk1:arg[3],:arg[4],hh:arg[5],wn], wn:wk+hh/2*(3*ev(,t=tk,y=wk,numer)-ev(,t=tk-hh,y=wk1,numer)), /* la variable temporal wn ahora tiene el valor del predictor */ wn:wk+hh/2*(ev(,y=wn,t=tk+hh,numer)+ev(,y=wk,t=tk,numer)), /* la variable temporal wn ahora tiene el valor corregido una vez */ wn:wk+hh/2*(ev(,y=wn,t=tk+hh,numer)+ev(,y=wk,t=tk,numer)), /* la variable temporal wn ahora tiene el valor corregido dos veces, damos la salida observa que ahora wk se desplaza a wk1 */ [tk+hh,wn,wk,,hh] ); Una alternativa más sencilla es usar un predictor de orden n-1 y un corrector de orden n, nuestro caso podemos usar como predictor el método de Euler (que solo necesita un punto para arrancar) y luego el método del trapecio como corrector, de esta forma nos ahorramos usar Runge - Kutta al principio.



Ejercicio: Para la ecuación y 0 = y + t con las condiciones iniciales y(0) = 1 y h = .1 utiliza el método José Ramírez Labrador



90



1. VALORES INICIALES



predictor corrector de orden 2 para calcular el valor de y(1).



Ejercicio: Implementa en Maxima el algoritmo para aplicar el método de Euler como predictor y el del trapecio como corrector, usando dos veces corrector.



Ejercicio: Haz una subrutina en Maxima que repita el corrector hasta que el valor absoluto de una estimación



del error absoluto (¾Que tal la diferencia entre dos valores corregidos sucesivos?) en cada paso sea menor que una tolerancia. Además pueden usarse en el algoritmo métodos de diverso orden, por ejemplo al principio un método predictor- corrector de orden 1, cuando se conocen dos puntos método predictor- corrector de orden 2, luego de orden 3, hasta por ejemplo de orden 4, si se baja el paso h se baja también el orden del método. Los métodos predictor - corrector de paso variable se usan mucho en la práctica ya que las diferencias entre sucesivas aplicaciones del corrector permiten estimar el error en cada punto. Los métodos multipaso son más estables cuanto más bajo es el orden y los métodos implícitos son más estables que los explícitos.



8.1.5 Ecuaciones rígidas Vamos a aplicar dos métodos de orden 2: punto medio y trapecio y el método Runge-Kutta de orden 4 a t)2 la ecuación y 0 = 1−y t−(y con la condición inicial y(1) = 1 y solución exacta y = 1t con diversos valores t2 de h y comparar el valor obtenido por cada método en t = 2. el valor exacto es 12 = 0.5. Recuerda anteriormente hemos implementado odepm, hacemos val:[1,1,(1-y*t-y*y*t*t)/(t*t),.1]; /*y después*/ for i:1 thru 10 do val:odepm(val); /*resulta que el valor aproximado para t = 2 es 0.50102959416826*/ /* si hacemos h=0.01 */ val:[1,1,(1-y*t-y*y*t*t)/(t*t),.01]; /*y después*/ for i:1 thru 100 do val:odepm(val); /*resulta que el valor aproximado para t = 2 es 0.50000880698681*/ Repetimos el proceso para rk4. Para predictor corrector calculamos el primer punto con Runge Kutta y luego usamos un predictor y 2 veces corrector siempre (sin controlar el error). Para h = .1 rk4 nos da una estimación para w(1.1) = 0.90909313081282 usando en Maxima la subrutina pc2 que denimos antes, para arrancar hacemos val:[1.1,0.90909313081282,1,(1-y*t-y*y*t*t)/(t*t),.1]; for i:1 thru 9 do val:pc2(val); y el segundo valor de val es 0.49965457241174. Cálculo Numérico con Maxima
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Para h = 0.01 el valor estimado en 1.1 por Runge Kutta es 0.99009900992936; arrancamos con val:[1.01,0.99009900992936,1,(1-y*t-y*y*t*t)/(t*t),.01]; y hacemos for i:1 thru 99 do val:pc2(val); el valor obtenido es ahora 0.49999573301848. En resumen para la ecuación y 0 =



M etodo P unto medio P redictor Corrector 2 Runge Kutta 4 P unto medio P redictor Corrector 2 Runge Kutta 4



h 0.1 0.1 0.1 0.01 0.01 0.01



1−y t−(y t)2 t2



tenemos:



w(2) 0.50102959416826 0.49965457241174 0.50000155409217 0.50000880698681 0.49999573301848 0.50000000013855



error ∼ 10−3 ∼ 3.4 ∗ 10−4 ∼ 1.6 ∗ 10−6 ∼ 10−5 ∼ 4 ∗ 10−6 ∼ 1.4 ∗ 10−10



Observa que todos los métodos funcionan bien, el método de orden 4 es mucho más exacto que los métodos de orden 2, dentro de ellos predictor-corrector funciona mejor que punto medio y dividir h por 10 casi duplica los dígitos exactos en base 10. La ecuación diferencial es buena. Aplicamos ahora los mismos métodos a la ecuación y 0 = 3y − 4exp(−t) con la condición y(0) = 1 que tiene solución exacta y = exp(−t) pero la solución general es y = exp(−t) + c1 exp(3t), los errores de redondeo activan el término exp(3t) con resultados ruinosos. Se tiene que y(3)=exp(-3)=0.049787068367863942979; Ahora hacemos val:[0,1,3*y-4*exp(-t),.1]; y repetimos el bucle de odepm 30 veces y luego val:[0,1,3*y4*exp(-t),.01]; y repetimos el bucle de odepm 300 veces. Igual hacemos con rk4. Para predictor corrector con h = 0.1 después de estimar el valor en .1 por Runge-Kutta empezamos con val:[0.1,0.90483429367721,1,3*y-4*exp(-t),.1]; y hacemos 29 iteraciones de pc2 obtenemos -1.023911982760934 Para predictor corrector con h = 0.01 después de estimar el valor en .01 por Runge-Kutta empezamos con val:[0.01,0.99004983371742,1,3*y-4*exp(-t),.01]; hacemos 299 iteraciones de pc2 y obtenemos 0.033578345952815 En resumen para la ecuación y 0 = 3y − 4exp(−t) tenemos:



M etodo P unto medio P redictor Corrector 2 Runge Kutta 4 P unto medio P redictor Corrector 2 Runge Kutta 4



h w(3) error 0.1 −5.388926856180671 ∼ 5.5 0.1 −1.023911982760934 ∼ 1 0.1 −0.0070776390244746 ∼ 0.06 0.01 −0.016897763210128 ∼ 0.07 0.01 0.033578345952815 ∼ 0.02 0.01 0.04978070126978 ∼ 10−5



Observa que los métodos funcionan en general mal, sólo Runge Kutta de orden 4 con paso pequeño da resultados aceptables, pero mucho peores que en la ecuación anterior. De nuevo predictor corrector funciona mejor que punto medio. La razón es que la ecuación diferencial está mal condicionada. Si cambiamos ligeramente la condición inicial la solución cambiará mucho por la parte en exp(3t). Cualquier error hace José Ramírez Labrador
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que el coeciente c1 de la solución general y = exp(−t) + c1 exp(3t) se haga distinto de cero con lo que el término exp(3t) domina al término exp(−t) y hace crecer los errores exponencialmente. La denición de ecuación rígida (en inglés sti) es bastante técnica. Si la ecuación y 0 = f (t, y) se linealiza es decir se escribe como f (t, y) = cy + g(t, y) entonces la ecuación es rígida si c es negativo y grande, en el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales c es la matriz jacobiana de f y tiene algún autovalor con parte real negativa y grande. Esta denición intuitivamente reeja el hecho de que alguna de las soluciones cambia rápidamente respecto de las otras o bien alguna solución cambia rápidamente en un intervalo y no en otro. Físicamente corresponde a la existencia de soluciones transitorias, que toman valores grandes en un intervalo pequeño y luego prácticamente desaparecen. Las ecuaciones rígidas son difíciles de resolver numéricamente y exigen un paso h muy pequeño o algoritmos especiales, por ejemplo el método del trapecio wk+1 = wk + h2 (f (tk+1 , wk+1 ) + f (tk , wk )) que es bueno en cuanto a estabilidad. A partir de tk , tk+1 , wk se calcula wk+1 por el método de Newton o de la secante a partir, por ejemplo, de la estimación dada por wk o bien por un método explícito. Usualmente un par de iteraciones bastan, aunque es conveniente repetir el proceso hasta que las sucesivas aproximaciones sean menores que una tolerancia. Recuerda que el método de Newton para g(x) = 0 estaba dado por xn+1 = xn − g(xn )/g 0 (xn ). Escribiendo la fórmula del método del trapecio como F (wk+1 ) = wk+1 − wk − h2 (f (tk+1 , wk+1 ) + f (tk , wk )) = 0 tenemos que Newton son



∂F ∂wk+1



(n)



= 1 − h2 fy (tk+1 wk+1 )) y las sucesivas iteraciones wk+1 deducidas por la fórmula de



(n−1)



(n) wk+1



=



(n−1) wk+1



−



(n−1)



wk+1 − wk − h2 (f (tk+1 , wk+1 ) + f (tk , wk )) (n−1)



1 − h2 fy (tk+1 , wk+1 ))



(8.1.9)



Ya que la parte de la fórmula wk + h2 f (tk , wk ) depende sólo de tk , wk y se va a calcular varias veces podemos guardarla en una variable y también usarla como arranque del método de Newton. Observa también que la fórmula puede simplicarse sacando denominador común y usando una variable temporal para guardar el (n−1) valor de f (tk+1 , wk+1 ) y no calcularlo 2 veces, además se puede repetir Newton hasta que la diferencia entre dos valores sucesivos sea menor en valor absoluto que una tolerancia, etc.. En Maxima podemos hacer kill(mettrap);mettrap(arg):= block([tk:arg[1],wk:arg[2],:arg[3],hh:arg[4],yder,wn,fwk], yder:di(,y),fwk:wk+hh/2*ev(,t=tk,y=wk,numer),wn:fwk, /* observa que tomamos como valor inicial fwk y usamos siempre 2 veces Newton*/ wn:wn-(wn-fwk-hh/2*ev(,t=tk+hh,y=wn,numer) ) /(1-hh/2*ev(yder,t=tk+hh,y=wn,numer) ), wn:wn-(wn-fwk-hh/2*ev(,t=tk+hh,y=wn,numer) ) /(1-hh/2*ev(yder,t=tk+hh,y=wn,numer) ), [tk+hh,wn,,hh] ); 1 Lo aplicamos a la ecuación y 0 = 5exp(5t)∗(y−t)2 +1 que tiene como solución exacta y = t+ c1 −exp(5t) ; para



Cálculo Numérico con Maxima
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y(0) = −1 la solución es y = t − exp(−5t.) Para h = 0.25 hacemos val:[0,-1,5*exp(5*t)*(y-t)**2+1,.25]; y obtenemos los valores sucesivos haciendo for i: 1 thru 5 do (val:mettrap(val),print([val[1],val[2]]) ); nos da [0.25,0.003524949682058], [0.5,0.42129182263298], [0.75,0.7144119523626], [1.0,0.97184039709192], [1.25,1.233416144031785]; Aplicando Runge-Kutta de orden 4 a las mismas condiciones iniciales tenemos:



[0.25, 0.40143153646034], [0.5, 3.437475304647394], [0.75, 1.4463916150265733∗10+23 ] y un error de Maxima por sobrepaso en la estimación de y(1). Estos resultados no son aceptables ya que los valores exactos son [0.25,-0.03650479686019], [0.5,0.4179150013761], [0.75,0.72648225414399], [1.0,0.99326205300091], [1.25,1.248069545863772].



Ejercicio: Realiza los cálculos para la ecuación y 0 = 5exp(5t) ∗ (y − t)2 + 1 con y(0) = −1 y paso más pequeño. Observa si mejora el método de Runge-Kutta.



Ejercicio: Mejora el programa dando una tolerancia y repitiendo Newton hasta que la diferencia en valor



absoluto de dos iteraciones sucesivas sea menor que la tolerancia. Mejora el programa usando un contador de repeticiones de Newton y haciendo que escriba un mensaje de error si hay que hacer demasiadas. Para resolver numéricamente una ecuación diferencial es muy conveniente conocer su interpretación física para poder analizar los resultados, si la solución numérica crece excesivamente u oscila mucho puede haber inestabilidades. Es conveniente repetir el cálculo con dos valores del paso h distintos y aceptar sólo los dígitos comunes.



8.1.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales. La mayor parte de los métodos numéricos que existen para resolver un problema de valor inicial para una ecuación de primer orden se extienden sin dicultad al caso de un sistema de ecuaciones de primer orden con una condición inicial, sin más que interpretar la fórmula considerando que y, y 0 son vectores. Por ejemplo, el método de Euler para y = f (t, y) con y(t0 ) = y0 está dado por la fórmula wi+1 = wi + h f (ti , wi ), su aplicación a un sistema Y 0 = F (t, Y ) con Y (t0 ) = Y0 donde Y, F, Y0 son vectores está dado por Wi+1 = Wi + h F (ti , Wi ), donde Wi es el vector de los aproximaciones. Por ejemplo apliquemos el método de Euler al sistema



y 0 = y + 2z + exp(t), z 0 = 3y + 2z con las condiciones iniciales y(0) = 1, z(0) = 0 que tiene como solución y = 1/30(9exp(−t) + 5exp(t) + 16exp(4t)), z = 1/10(−3exp(−t) − 5exp(t) + 8exp(4t)). Escribiendo wy, wz para las aproximaciones de y, z µ ¶ µ 0 ¶ µ ¶ µ ¶ y y y + 2z + exp(t) wy 0 Y = ; Y = ; F (t, Y ) = ; W = . z z0 3y + 2z wz Las fórmulas que corresponden al método de Euler son:



wyi+1 = wyi + h(wyi + 2zi + exp(ti ));



wzi+1 = wzi + h(3wyi + 2wzi );
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con valor inicial t0 = 0, wy0 = 1, wz0 = 0; En Maxima usando una lista formada por [ti , yi , zi , f y, f z, h] podemos hacer kill(eulersis);eulersis(val):=block([ti:val[1],yi:val[2],zi:val[3],fy:val[4],fz:val[5],hh:val[6],yin,zin], yin:yi+hh*ev(fy,t=ti,y=yi,z=zi,numer),zin:zi+hh*ev(fz,t=ti,y=yi,z=zi,numer), [ti+hh,yin,zin,fy,fz,hh]); para h = .1 partimos de val:[0,1,0,y+2*z+exp(t),3*y+2*z,.1] los valores de t, y, z que obtenemos por for i:1 thru 3 do (val:eulersis(val),print([val[1],val[2],val[3]]) ); son:



[0.1, 1.2, 0.3], [0.2, 1.490517091807565, 0.72], [0.3, 1.905709076804338, 1.31115512754227], y los valores exactos son:



[0.1, 1.251286217165407, 0.3694230736644], [0.2, 1.636141514146073, 0.92411213779049], [0.3, 2.217950959593341, 1.758918668196722]. Los valores aproximados no son excesivamente buenos pero el método de Euler con paso h = .1 no es muy exacto.



Ejercicio: Aplica el método de Euler al sistema siguiente: y' = 0.1 y - 0.005 /60 y z , z'= 0.00004 z y - 0.04 z, con la condición inicial y(0) = 600, z(0) = 2000; Este sistema está relacionado con la variación de poblaciones de conejos y zorros (predador-presa) donde los conejos crecen de forma proporcional a su número y son comidos por los zorros; los zorros crecen y mueren de forma proporcional a su número y necesitan conejos que comer para que su población crezca.



Ejercicio: La instrucción map(” = ”, lista1, lista2) de Maxima devuelve la lista formada por las igualdades lista1[1]=lista2[1],....,lista1[n]=lista2[n] así que para evaluar f numéricamente haciendo que las variables listavar:[x1,x2,..xn] tomen el valor valor:[v1,v2,...vn] se puede hacer ev(f,map("=",listavar,valor),numer); Programa el método de euler para sistemas con un número arbitrario de ecuaciones, la variable de entrada puede ser [ti , listavariablesindependientes, listaecuaciones, listavaloresiniciales, h], con todas las listas de igual longitud y después usa map para las evaluaciones de f. El método del punto medio (8.1.2) dado por wi+1 = wi + h f (ti + h2 , wi + h2 f (ti , wi )); puede programarse en Maxima para un sistema de dos ecuaciones kill(pmsis);pmsis(val):=block([ti:val[1],yi:val[2],zi:val[3],fy:val[4],fz:val[5],hh:val[6],yin,zin], /* Observa que guardamos en yin el valor correspondiente a la primera variable de wi + h2 f (ti , wi ) y en zin el correspondiente a la segunda */ yin:yi+hh/2*ev(fy,t=ti,y=yi,z=zi,numer),zin:zi+hh/2*ev(fz,t=ti,y=yi,z=zi,numer), [ti+hh,yi+hh*ev(fy,t=ti+hh/2,y=yin,z=zin,numer), zi+hh*ev(fz,t=ti+hh/2,y=yin,z=zin,numer),fy,fz,hh]); Aplicándolo al sistema y 0 = y + 2z + exp(t), z 0 = 3y + 2z partiendo de val:[0,1,0,y+2*z+exp(t),3*y+2*z,.1] Cálculo Numérico con Maxima
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obtenemos [0.1,1.245127109637602,0.36], [0.2,1.617728548301885,0.89614641659611], [0.3,2.17674513359932,1.696620411281688]. Como el método del punto medio es de orden 2, los valores que se obtiene son más exactos que los de euler, como es de esperar.



Ejercicio: aplica el programa del punto medio al sistema predador - presa. Recuerda en el paquete dynamics de Maxima, la instrucción rk sirve para resolver numéricamente sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden y 0 = f 1(t, y, z), z 0 = f 2(t, y, z) con condiciones iniciales y(t0 ) = y0 , z(t0 ) = z0 desde t0 hasta t = b con paso h se escribe rk([f 1(t, y, z), f 2(t, y, z)], [y, z], [y0 , z0 ], [t, t0 , b, h]); y devuelve una lista de valores [ti , yi , zi ]. Ejemplo, para resolver y 0 = y ∗ z + t, z 0 = y + z − t con y(0) = 1, z(0) = 2 desde t = 0 hasta t = 3 con paso h = 0.1 se escribe rk([y∗z+t, y+z−t], [y, z], [1, 2], [t, 0, 3, .1]);



Ejercicio: Calcula y dibuja soluciones del sistema predador - presa anterior usando la instrucción rk de Maxima.



Una fuente de inestabilidad para sistema es que algunas variables sean grandes y otras pequeñas, por ejemplo al modelizar el movimiento de un cohete a la luna la distancia a la tierra varía mucho y lentamente en el tiempo pero los ángulos de rotación del cohete sobre si mismo varían muy rápidamente. De igual modo al renar el petróleo para producir gasolinas aparecen reacciones químicas complejas algunas de las cuales son muy rápidas (centésimas de segundo) mientras que otras tardan minutos en realizarse. Resolver ecuaciones diferenciales que modelen estos procesos es un problema porque para reejar bien alguna de las ecuaciones el paso h ha de ser muy pequeño pero otras ecuaciones hacen que el rango t ∈ [a, b] deba ser muy grande.



8.1.7 Ecuaciones de orden mayor que 1. Dada una ecuación explícita de orden mayor que 1, y (n) = f (t, y, y 0 , y 00 , ...y (n−1 ) es posible reducirla a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden sin mas que introducir variables auxiliares para las derivadas. Llamando y = y0 , y 0 = y1 , y 00 = y2 , ....y (n−1) = yn−1 tenemos el sistema de primer orden



y00 y10 y20 0 yn−1



= y1 , = y2 , = y3 , ... = f (t, y0 , y1 , ...yn−1 );



que podemos resolver con las técnicas estudiadas en la sección anterior. Por ejemplo la ecuación de Airy y 00 − ty = 0; cuyas soluciones pueden representarse en Maxima con las funciones airy _ai(x), airy _bi(x) se transforma, llamando y 0 = z en el sistema y 0 = z, z 0 = t y. La ecuación de Bessel t2 y 00 + ty 0 + (t2 − n2 )y = 0; sirve para denir las funciones de Bessel Jn , Yn que en Maxima se escriben bessel_j(n, t), bessel_y(n, t). Escribiendo la ecuación de Bessel como y 00 = 2 − 1t y 0 + ( nt2 − 1)y; si llamamos z = y 0 la ecuación se transforma en el sistema de dos ecuaciones de primer 2 orden y 0 = z, z 0 = − 1t z + ( nt2 − 1)y. La ecuación y 000 + λy = at2 + bt + c, llamando u = y 0 , v = y 00 se transforma en el sistema y 0 = u, u0 = v, v 0 = at2 + bt + c − λy. También podíamos haber llamado y0 = y, y1 = y 0 , y2 = y 00 con lo que el sistema es ahora y00 = y1 , y10 = y2 , y20 = at2 + bt + c − λy0 . José Ramírez Labrador
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Ejercicio: Utiliza los métodos eulersis, pmsis de Euler y punto medio para sistemas de dos ecuaciones



diferenciales de primer orden que programamos en la sección anterior para hallar soluciones numéricas de la ecuación de airy con y(0) = 0.35502805388782, y 0 (0) = −0.25881940379281, compara con los valores de airy _ai en Maxima. Calcula ahora las soluciones numéricas con la instrucción rk del paquete dynamics. El error debe ser menor porque rk utiliza un Runge-Kutta de orden 4.



Ejercicio: Aplica rk a la ecuación y 000 + 3y = −t2 + 1, con las condiciones y(0) = 1, y 0 (0) = 2, y 00 (0) = 3. Dibuja la solución en el intervalo [0, 1].



2 Problemas de contorno. Decimos que hay un problema de contorno si tenemos una ecuación diferencial de orden mayor que 1 e imponemos condiciones en dos puntos distintos. Por ejemplo si buscamos soluciones de la ecuación y 00 = −y con la condición y(0) = 0, y(π/2) = 1. Los problemas de contorno aparecen en la naturaleza, por ejemplo para estudiar un puente que tiene los extremos jos (si no, se cae) o un cable eléctrico que cuelga entre dos postes. Existen problemas de contorno que tiene una solución por ejemplo y 00 = −y con y(0) = 0, y(π/2) = 1 tiene solución y = sen(t); que no tienen ninguna por ejemplo y 00 = −y con y(0) = 0, y(π) = 1 ó que tienen innitas como y 00 = −y con y(0) = 0, y(π) = 0 que admite y = c1 sen(t).



Ejercicio: Ya que la solución general de y 00 = −y es y = c1 sen(t) + c2 cos(t) comprueba lo anterior. Si Maxima es capaz de hallar la solución general de la ecuación resolver un problema de contorno es muy fácil, basta imponer las condiciones de contorno y calcular los valores de las constantes arbitrarias, por 0 ejemplo para resolver y 00 + yx + y = 0, y(1) = 1, y(2) = 1; hacemos sol:ode2('di(y,x,2)+'di(y,x)/x+y,y,x); /* que devuelve */ y=bessel_y(0,x)*%k2+bessel_j(0,x)*%k1 /*tomamos el lado derecho haciendo */ sol:rhs(sol); /* resolvemos las condiciones de contorno haciendo */ ec1:ev(sol,y=1); ec2:ev(sol,y=2); solve([ec1=0,ec2=0],[%k1,%k2]),numer; /* que devuelve */ [[%k1=-0.23803159219318,%k2=2.063760353560585]] /* la solución del problema de contorno la podemos calcular con */ ev(sol,%); /* que devuelve */ 2.063760353560585*bessel_y(0,x)-0.23803159219318*bessel_j(0,x).



Ejercicio: Resuelve el problema de contorno y 00 − y = x, y(0) = 1, y(2) = 2. Cálculo Numérico con Maxima
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8.2.1 Reducción a problemas de valores iniciales Por simplicar estudiamos ecuaciones de segundo orden. Si la ecuación diferencial es lineal es decir puede ponerse como y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = r(t), ya que la derivada de la suma de dos funciones es la suma de las derivadas (f + g)0 = f 0 + g 0 y la derivada de una constante por una función cf es cf 0 se cumple que si y1 , y2 son soluciones de la ecuación lineal homogénea y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0 también lo es y = c1 y1 + c2 y2 para toda constante c1 , c2 . Además si yp es una solución cualquiera de la ecuación completa y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = r(t) entonces todas las soluciones de la ecuación completa pueden escribirse como y = c1 y1 + c2 y2 + yp . Si tenemos una ecuación lineal homogénea y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0, y las condiciones de contorno son de la forma y(a) = α, y(b) = β podemos resolver los dos problemas de valor inicial



y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0, y(a) = 1, y 0 (a) = 0; y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0, y(b) = 1, y 0 (b) = 0; Sean sus soluciones (posiblemente numéricas) y1 , y2 entonces α y1 +β y2 es solución (posiblemente numérica) del problema de contorno ya que por linealidad es solución de la ecuación diferencial y satisface las condiciones y(a) = α, y(b) = β



Ejercicio: Para resolver la ecuación de Airy y 00 −ty = 0 con y(0) = 2, y(1) = 3, sea w1 la solución numérica



de y 00 − ty = 0, y(0) = 1, y 0 (0) = 0 y w2 la solución numérica de y 00 − ty = 0, y(1) = 1, y 0 (1) = 0 (toma h negativo ahora). Calcula numéricamente w1 , w2 por ejemplo con rk de Maxima (recuerda que tienes que escribir la ecuación como un sistema de primer orden) y dibuja 2w1 + 3w2 para ver si satisface que y(0) = 2, y(1) = 3.



Si la ecuación lineal es no homogénea y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = r(t), y las dos condiciones de contorno son también lineales es decir son de la forma



a1 y(a) + a2 y 0 (a) + a3 y(b) + a4 y 0 (b) = A; b1 y(a) + b2 y 0 (a) + b3 y(b) + b4 y 0 (b) = B



(8.2.1)



podemos resolver los tres problemas de valor inicial



y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0, y(a) = 1, y 0 (a) = 0; con solución y1 (t); y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = 0, y(b) = 1, y 0 (b) = 0; con solución y2 (t); y 00 + p(t)y 0 + q(t)y = q(t), y(a) = 0, y 0 (a) = 0; con solución y3 (t); y tomando como solución y = c1 y1 + c2 y2 + y3 elegimos c1 , c2 de forma que se satisfagan las condiciones de contorno (8.2.1). Por ejemplo para resolver el problema de contorno y 00 − y = x2 , y(0) = 1, y 0 (1) = 4 resolvemos:



y 00 − y = 0, y(0) = 1, y 0 (0) = 0 que tiene como solución y1 = cosh(t); y 00 − y = 0, y(1) = 1, y 0 (1) = 0 que tiene como solución y2 = cosh(1 − t); y 00 − y = x2 , y(0) = 0, y 0 (0) = 0 que tiene como solución y3 = 2cosh(t) − t2 − 2; Ahora formamos y = c1 y1 + c2 y2 + y3 = c1 cosh(t) + c2 cosh(1 − t) + 2 cosh(t) − t2 − 2 y resolvemos José Ramírez Labrador
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el sistema y(0) = 1 = c1 + c2 cosh(1), y 0 (1) = −2 + 2 senh(1) + c1 senh(1) = 4, y se tiene que c1 ∼ 3.1055, c2 ∼ −1.36448 así que la solución es y ∼ 3 cosh(t) + 1.60354 senh(t) − t2 − 2.



Ejercicio: Comprueba con Maxima los cálculos del resultado anterior (de hecho exactamente c1 = −2 +



6 csch(1), c2 = 3(1 − 2 csch(1))sech(1), con senh, cosh, csch, sech las funciones seno hiperbólico, coseno hiperbólico, cosecante hiperbólica y secante hiperbólica) y comprueba que satisfacen la ecuacion diferencial y las condiciones de contorno.



Método del disparo El método del disparo o de la manguera se llama así porque es similar a intentar regar



una maceta lejana con una manguera o que un barco pirata le acierte con un cañón a otro barco. Se hace un primer disparo de prueba, si la bala no llega al barco se sube el ángulo del cañón y si la bala cae más lejos se baja el ángulo del tiro, así hasta que acierta. Si queremos resolver el problema de contorno y 00 = f (t, y, y 0 ), y(a) = α, y(b) = β, elegimos un valor y1 para la derivada y resolvemos numéricamente y 00 = f (t, y, y 0 ), y(a) = α, y 0 (a) = y1 , sea la solución w1 (t); elegimos un valor y2 y resolvemos numéricamente y 00 = f (t, y, y 0 ), y(a) = α, y 0 (a) = y2 , sea la solución w2 (t), ahora podemos aplicar el método de la secante a partir de los datos y1 , w1 (b), y2 , w2 (b), para estimar cual es y3 , resolvemos de nuevo numéricamente y 00 = f (t, y, y 0 ), y(a) = α, y 0 (a) = y3 , sea la solución w3 (t), aplicamos de nuevo secante con y2 , w2 (b), y3 , w3 (b), para obtener y4 y así sucesivamente. Como puede probarse que, bajo determinadas condiciones, hay dependencia continua entre la solución y las condiciones iniciales el proceso convergerá en general. Por ejemplo resolvamos el problema de contorno



y 00 +



y0 + y = 0, y(1) = 1, y(2) = 1. t



La solución exacta es ∼ 1.13847 bessel_j(0, t) + 1.45992 bessel_y(0, t). Lo escribimos como un sistema haciendo y 0 = z, z 0 = −y − z/t. En Maxima cargamos el paquete que incluye rk con load(dynamics) /* resolvemos numéricamente con paso h = 1 y la condición inicial y(1) = 1, y 0 (1) = 1 (por ejemplo) lo que equivale a y(1) = 1, z(1) = 1 desde t=1 hasta t=2*/ rk([z,-y-z/t],[y,z],[1,2],[t,1,2,.1]); /* resulta que w1 (2) ∼ 1.209947203669865 (el cañón está alto) tomamos la condición inicial y(1) = 1, y 0 (1) = 0 */ rk([z,-y-z/t],[y,z],[1,0],[t,1,2,.1]); /* resulta que w2 (2) ∼ 0.62752948966996 (ahora el barco, que vale 1, está entre los dos disparos se podía usar bisección pero secante debe ir mejor)*/ /* el método de la secante estaba dado en (3.5.1), para los puntos (x1 , y1 ), (x2 , y2 ) corresponde x3 = x1 y2 −x2 y1 en nuestro caso es (y 0 (1) = 1, w1 (2) − 1), (y 0 (1) = 0, w2 (2) − 1) porque queremos que w(2) = 1, y2 −y1 así que hacemos */ (1*(0.62752948966996-1)-0*(1.209947203669865-1))/((0.62752948966996-1)-(1.209947203669865-1)); /*que nos da un valor aproximado de y 0 (1) ∼ 0.63952469400699 por tanto probamos */ Cálculo Numérico con Maxima
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Figura 8.2.1: Método del disparo



rk([z,-y-z/t],[y,z],[1,0.63952469400699],[t,1,2,.1]); /* que da w3 (2) = 1.000000000000002; Hemos terminado, ya que la solución del problema de valor inicial y(1) = 1, y 0 (1) = 0.63952469400699 dentro de los errores de rk satisface que y(1) = 1, y(2) = 1 que era nuestra condición de contorno. No siempre será así de bueno porque puede haber inestabilidad y además la ecuación de partida es lineal.*/



Ejercicio: Dibuja la solución exacta y las tres listas de soluciones aproximadas que hemos obtenido. Debes obtener algo parecido al primer dibujo de 8.2.1.



Observa que rk nos da una lista de valores con lo que podemos interpolar, dibujar la solución y si hace falta partir de ésta para hallar otra mas exacta con paso h menor.



Ejercicio: Comprueba los cálculos anteriores, ya que la solución exacta es ∼ 1.13847 bessel_j(0, t) + 1.45992 bessel_y(0, t). Dibuja los valores de la derivada de la solución. Estima cuanto vale w(0.12) (tienes dos opciones, recalcular la solución del problema de contorno con h = 0.02 o interpolar el valor de la solución aproximada en t = 0.12 con los valores obtenidos para h = 0.1). Ejercicio: Resuelve por el método del disparo el problema de contorno y 00 = ty, y(0) = 0, y(2) = 2; elige



h = 0.1 La solución exacta es y ∼ 0.617741 airy _bi(t)−1.06996 airy _ai(t). Ayuda: la ecuación se escribe como un sistema z = y 0 , z 0 = t∗y. Las dos primeras aproximaciones partiendo de y(0) = 0, z(0) = y 0 (0) = 1 y de y(0) = 0, z(0) = y 0 (0) = 0.3 y la solución exacta se dibujan en la segunda gura de 8.2.1.



8.2.2 Diferencias nitas para ecuaciones diferenciales ordinarias Los métodos anteriores suelen ser inestables. El método de las diferencias nitas para el problema de contorno y 00 = f (t, y, y 0 ), y(a) = α, y(b) = β consiste en tomar n + 1 = (b − a)/h puntos igualmente espaciados t0 = a, t1 = a + h, t2 = a + 2h, ...tn = a + nh, tn+1 = a + (n + 1)h = b en el intervalo [a,b] y aplicar en cada punto la ecuación diferencial con las derivadas reemplazadas por las fórmulas de derivación numérica que vimos en un Capítulo anterior. Esto da origen a n ecuaciones con n incógnitas que se resuelven. Si la ecuación diferencial es lineal las ecuaciones son lineales y se pueden resolver por métodos matriciales (Gauss, Jacobi, Gauss-Seidel,...). Si la ecuación diferencial no es lineal se usa, por ejemplo un método de Newton (en Maxima existe la función mnewton) para sistemas no lineales. Es importante que los errores de las fórmulas de derivación numérica que se utilicen sean del mismo orden y José Ramírez Labrador
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que h no sea demasiado pequeño por los problemas de estabilidad de las fórmulas de derivación numérica. Por ejemplo, consideremos el problema de contorno lineal y 00 +y 0 +ty = 0, y(0) = 2, y(1) = 3 con h = 0.25 (x−h) usamos para la derivada primera la fórmula (7.1.2) f 0 (x) = f (x+h)−f y para la derivada segunda la 2h f (x+h)−2f (x)+f (x−h) 00 2 fórmula (7.1.5) f (x) = que son ambas de orden h . Como hemos elegido h = 0.25 h2 tomamos los puntos t0 = a = 0, t1 = .25, t2 = .5, t3 = .75, t4 = b = 1; y los valores correspondientes que tenemos que hallar son w1 = w(t1 ), w2 = w(t2 ), w3 = w(t3 ), los valores w(0) = 2, w(1) = 3 salen de las condiciones de contorno. En la primera gráca de 8.2.2 puedes ver los tres puntos. La fórmula (7.1.2) puede escribirse w0 (tk ) =



w00 (t



k)



escribe



=



w(tk+1 )−2w(tk )+w(tk−1 ) h2



w(tk+1 )−w(tk−1 ) 2h



y la fórmula (7.1.5) se puede escribir como



así que en cada punto (tk , wk ) la ecuación diferencial y 00 + y 0 + ty = 0 se



wk+1 − 2wk + wk−1 wk+1 − wk−1 + + tk wk = 0; h2 2h En el punto (t1 = 0.25, w1 ) queda la ecuación (recuerda que w0 = 2 es una de las condiciones de contorno)



w2 − 2w1 + 2 w2 − 2 + 0.25w1 = 0; + .252 2 ∗ 0.25 En el punto (t2 = 0.5, w2 ) queda la ecuación



w3 − 2w2 + w1 w3 − w1 + 0.5w2 = 0; + 0.252 2 ∗ 0.25 Finalmente en el punto (t1 = 0.75, w3 ) queda la ecuación (recuerda que w4 = 3 es una de las condiciones de contorno)



3 − 2w3 + w2 3 − w2 + + 0.75w3 = 0; 2 0.25 2 ∗ 0.25 Haciendo solve([(w2 − 2 ∗ w1 + 2)/0.252 + (w2 − 2)/0.5 + 0.25 ∗ w1 = 0, (w3 − 2 ∗ w2 + w1)/0.252 + (w3 − w1)/0.5 + 0.5 ∗ w2 = 0, (3 − 2 ∗ w3 + w2)/0.252 + (3 − w2)/0.5 + 0.75 ∗ w3 = 0], [w1, w2, w3]), numer; Maxima nos devuelve



w1 = 2.471240192402656, w2 = 2.803437561599129, w3 = 2.98394002759641 Los valores exactos son w1 ∼ 2.47231, w2 ∼ 2.80438, w3 ∼ 2.98427 así que el resultado no está mal. Apliquemos el método a una ecuación diferencial no lineal por ejemplo y 00 = y 2 con las condiciones y(0) = 6, y(1) = 1.6, por simplicar hacemos h = 13 , esto nos da los puntos t0 = a = 0, t1 = 13 , t2 = 32 , t3 = b = 1; los valores que tenemos que hallar son w1 , w2 . Aplicando las fórmulas (7.1.2),(7.1.5) en cada punto (tk , wk ) w −2w +w la ecuación diferencial nos queda k+1 h2k k−1 = wk2 y considerando que w0 = 6, w3 = 1.6, las ecuaciones que corresponden a (t1 , w1 ) y (t2 , w2 ) son



w2 − 2w1 + 6 1 9



= w12 ,



1.6 − 2w2 + w1 1 9



Cálculo Numérico con Maxima



= w22 ;
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2
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Figura 8.2.2: Puntos para diferencias nitas



que son no lineales (aunque si polinómicas). Resolviendo tenemos que solve([w2-2*w1+6=w1 2/9,1.6-2*w2+w1=w2 2/9],[w1,w2]); nos devuelve dos soluciones complejas y las soluciones [w1=3.459502806736167,w2=2.248800959232614], [w1=-7.111114186851211,w2=-14.60356652949246]; La segunda solución no es coherente con los valores en el contorno. Los valores aproximados de la solución exacta son y(1/3) ∼ 3.39759, y(2/3) ∼ 2.21552. Para el lector√interesado la solución exacta se puede dar a partir de la función elíptica de P de Weierstrass, √ de hecho es 3 6P ( t+1 3 , 0, 1.2) donde 0, 1.2 son parámetros y las condiciones exactas de contorno son y(0) ∼ 6 6.00714, y(1) ∼ 1.61496.



Ejercicio: Aplica diferencias nitas al problema de contorno y 00 + t y 0 + t2 y = 0, y(0) = 1, y(2) = 4 con h = 0.5. Los valores exactos son y(0.5) ∼ 4.1991, y(1) ∼ 6.38549, y(1.5) ∼ 6.40682.



8.2.3 Diferencias nitas para ecuaciones en derivadas parciales El método de diferencias nitas puede aplicarse también a ecuaciones en derivadas parciales. Supongamos que queremos estudiar la ecuación



∂2u ∂2u + 2 = 0. ∂x2 ∂y



(8.2.2)



en el rectángulo x ∈ [0, 2], y ∈ [0, 1] con las condiciones de contorno u(x, 0) = u(0, y) = 0, u(2, y) = 4y, u(x, 1) = 2x con paso correspondiente a x, h = 13 y paso correspondiente a y, k = 13 . Para estos valores de h, k enumeramos, por ejemplo, los puntos que están dentro del rectángulo [0,2]x[0,1] de izquierda a derecha y de abajo arriba, así hay 10 puntos



P1 = (x1 , y1 ) = ( 13 , 13 ); w(P1 ) = w1 . P2 = (x2 , y2 ) = ( 23 , 13 ); w(P2 ) = w2 . P3 = (x3 , y3 ) = (1, 31 ); w(P3 ) = w3 . P4 = (x4 , y4 ) = ( 34 , 13 ); w(P4 ) = w4 . P5 = (x5 , y5 ) = ( 53 , 31 ); w(P5 ) = w5 . P6 = (x6 , y6 ) = ( 31 , 23 ); w(P6 ) = w6 . P7 = (x7 , y7 ) = ( 23 , 23 ); w(P7 ) = w7 . P8 = (x8 , y8 ) = (1, 23 ); w(P8 ) = w8 . P9 = (x9 , y9 ) = ( 34 , 23 ); w(P9 ) = w9 . P10 = (x10 , y10 ) = ( 53 , 23 ); w(P10 ) = w10 . José Ramírez Labrador
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2. PROBLEMAS DE CONTORNO.



En la segunda gráca de 8.2.2 puedes ver los 10 puntos. la fórmula (7.1.5) para la derivada segunda f 00 (z) = u(x+h,y)−2u(x,y)+u(x−h,y) h2



f (z+h)−2f (z)+f (z−h) h2



se convierte para



∂2u ∂x2



en



2



y para ∂∂yu2 en u(x,y+k)−2u(x,y)+u(x,y−k) así que la ecuación correspondiente a la k2 discretización de la ecuación diferencial (8.2.2) en un punto P = (x, y) es



u(x + h, y) − 2u(x, y) + u(x − h, y) u(x, y + k) − 2u(x, y) + u(x, y − k) + = 0. h2 k2 Para el punto P1 = ( 13 , 13 ) es



u( 23 , 13 )−2u( 13 , 13 )+u(0, 13 ) ( 31 )2



+



u( 13 , 23 )−2u( 13 , 31 )+u( 13 ,0) ( 13 )2



= 0;



Considerando que u(0, 13 ) = u( 31 , 0) = 0 por las condiciones de contorno y como hemos llamado a w1 , w1 , ...w10 la ecuación que corresponde al punto P1 nos queda quitando el denominador común w2 − 2w1 + w6 − 2w1 = 0; que puede escribirse 4w1 = w2 + w6 . La ecuación correspondiente a P2 , usando la condición de contorno u( 23 , 0) = 0 es w3 −2w2 +w1 +w7 −2w2 = 0; que puede escribirse 4w2 = w1 + w3 + w7 . La ecuación correspondiente a P8 , usando la condición de contorno u(1, 1) = 2 es w7 − 2w8 + w9 + w3 − 2w8 + 2 = 0; que puede escribirse 4w8 = w3 + w7 + w9 + 2. Observa que podemos escribir las 10 ecuaciones con 10 incógnitas w1 , w2 , ...w10 en forma matricial de forma diagonalmente dominante luego el sistema puede resolverse de forma iterativa.



Ejercicio: Halla las ecuaciones correspondientes a los restantes puntos, resuelve el sistema y halla los valores aproximados w1 , w2 , ...w10 . Compara con la solución exacta u(x, y) = 2xy.



Apliquemos el método de diferencias nitas a la ecuación en derivadas parciales



∂u ∂ 2 u − 2 = 0. ∂t ∂x Igual que antes la fórmula (7.1.5) para la derivada segunda f 00 (z) = ∂2u ∂x2



(8.2.3) f (z+h)−2f (z)+f (z−h) h2



se convierte para



en u(t,x+h)−2u(t,x)+u(t,x−h) con un error del orden de h2 y al discretizar la derivada primera ∂u ∂t si usamos h2 f (z+k)−f (z) la fórmula (7.1.1) f 0 (z) = el error que se comete es del orden de k con lo que para que sea k ∂2u coherente con el error de discretizar ∂x2 nos obliga a tomar k ∼ h2 que puede ser demasiado pequeño y f (z+k)−f (z−k) 0 obligarnos a tomar muchos puntos. Es más interesante usar para ∂u ∂t la fórmula (7.1.2) f (z) = 2k que tiene un error del orden de k 2 con lo que podemos tomar h = k . Así que la ecuación correspondiente a la discretización de la ecuación diferencial (8.2.3) en un punto cualquiera P = (x, y) es



u(t + k, x) − u(t − k, x) u(t, x + h) − 2u(t, x) + u(t, x − h) − = 0. 2k h2



(8.2.4)



Ejercicio: Aplica diferencias nitas a la ecuación (8.2.3) en el rectángulo t ∈ [0, 2], x ∈ [0, 1] con las



condiciones de contorno u(t, 0) = 0, u(0, x) = sen(x), u(2, x) = exp(−2)sen(x), u(t, 1) = 0.8414exp(−t) con paso h = k = 21 . Resuelve el sistema y compara con la solución u = exp(−t)sen(x). (Ayuda: sólo hay 3 puntos que estudiar ( 21 , 21 ), (1, 12 ), ( 23 , 12 )). Cálculo Numérico con Maxima
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Dependiendo de las fórmulas de discretización utilizadas y de la ecuación el método de las diferencias nitas puede ser inestable.



3 Problemas 1. Comprueba que y = c exp(3x) es solución de la ecuación diferencial y 0 = 3y para cualquier valor de c. Dibuja soluciones para varios valores de c. Ayuda: prueba plot2d(create_list((c/4)*exp(3*x),c,8,8),[x,-2,2],[y,-5,5]); Observa que por cada punto del plano pasa sólo una solución (si no te fías haz que las c estén más próximas). p 2. Comprueba que y = (x + c)3 es solución de la ecuación diferencial y 0 = 3 3 y 2 para cualquier valor de c. Comprueba que y = 0 también es solución de la ecuación diferencial. Dibuja la solución y = 0 y también y = (x + c)3 para varios valores de c. Ayuda: prueba lisfun:cons(0,create_list((x+c/2) 3,c,6,6)); para crear una lista que tenga el cero junto con (x − 3)2 , (x − 5/2)2 , (x − 2)2 , ....., (x + 3)2 y luego haz plot2d(lisfun,[x,-4,4],[y,-20,20]);. Observa que por cada punto del plano excepto en el eje de las x pasa sólo una solución (si no te fías haz que las c estén más próximas). 3. Un modelo sencillo de crecimiento de población es el modelo exponencial y 0 = a y con a constante que reeja que el crecimiento es proporcional a la población en cada momento. Otro modelo es el modelo logístico y 0 = a y − by 2 que reeja el hecho de tener que competir por los recursos. Resuelve con la instrucción ode2 de Maxima las dos ecuaciones para distintos valores iniciales y representa las soluciones. Dibuja varias soluciones y observa si los modelos reejan situaciones reales. 4. El paquete de Maxima plotdf crea un dibujo del campo de direcciones (es decir si la ecuación es y 0 = f (t, y) en los puntos se pinta la dirección que tiene la solución que pasa por el punto que será f (x, y)) de una ecuación diferencial. La gráca es interactiva, picando con el ratón en un punto se dibuja la solución numérica de la ecuación diferencial que pasa por él. Por ejemplo haz load(plotdf); plotdf(exp(-x)+y,[trajectory_at,2,-0.1]); para dibujar el campo de direcciones de la ecuación y 0 = y + exp(−x) y la solución que pasa por (2, −.1). Pica con el ratón en diversos puntos de la gráca para pintar la trayectoria de otras soluciones. Halla el campo de direcciones de la ecuación y 0 = 3y y dibuja varias trayectorias (puedes hacer plotdf(3*y);). Observa que las soluciones se apartan del eje horizontal. Halla el campo de direcciones de la ecuación y 0 = y 2 y dibuja varias trayectorias. Observa como las soluciones del semiplano inferior se acercan al eje real y las del semiplano superior se alejan. Halla el campo de direcciones de la ecuación y 0 = exp(y) y dibuja varias trayectorias. Observa que algunas soluciones crecen muy rápido. Algunas ecuaciones pueden tener trayectorias cerradas por ejemplo el sistema y 0 = z, z 0 = −3y se dibuja con plotdf([z,-3*y],[y,z]); dibuja varias trayectorias y observa que se cierran. Prueba también el sistema y 0 = −z, z 0 = −3y . Juega poniendo otras ecuaciones y sistemas. Lee la ayuda de Maxima para ver más opciones. El sistema debe ser autónomo es decir no debe aparecer la variable independiente. La sintaxis de la denición de las funciones no cubre todas las funciones de Maxima. 5. Comprueba que y 0 = y + 4t admite la solución y = f (t) = 3exp(t) − 4t − 3. Halla con paso h = 0.1 un total de 25 puntos de cada solución aproximada por el método de Euler de la ecuación y 0 = y + 4t que satisfaga las condiciones iniciales y(0) = 0, y(0.1) = f (0.1) ∼ −0.0844872, y(0.2) = f (0.2) ∼ −0.135792, y(0.3) = f (0.3) ∼ −0.150424, y(0.4) = f (0.4) ∼ −0.124526 Dibuja las 5 soluciones aproximadas y la solución exacta. Ayuda usa eu2 denido antes haciendo José Ramírez Labrador
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3. PROBLEMAS :y+4*t; hh:0.1; kill(eu2); eu2(arg):=block([ti:arg[1],wi:arg[2]], [ti+hh,wi+hh*ev(,y=wi,t=ti,numer)]); valor:[0.,0.];lista1:[valor]; for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),lista1:endcons(valor,lista1)); /*ya tienes la primera lista de puntos */ valor:[0.1,-0.0844872];lista2:[valor]; for i:1 thru 25 do (valor:eu2(valor),lista2:endcons(valor,lista2)); /*ya tienes la segunda lista de puntos */ calcula ahora lista3 partiendo de valor:[0.2,-0.135792]; y sigue con lista4 y lista5 nalmente dibuja plot2d([3*exp(t)-4*t-3,[discrete,lista1],[discrete,lista2],...],[t,0,2.5]); Observa que las soluciones numéricas se van alejando de la solución exacta pero no demasiado deprisa. Repite el proceso usando métodos de mayor orden, por ejemplo euler modicado o Runge Kutta de orden 4 y comprueba si las soluciones numéricas se alejan de la solución exacta también.



6. Repite el problema anterior con la ecuación y 0 = 4y − 5exp(−t) que admite la solución y = f (t) = exp(−t) (compruébalo) hallando con paso h = .1 un total de 25 puntos por el método de Euler con las condiciones iniciales y(0) = 1, y(0.1) = f (0.1) ∼ 0.904837, y(0.2) = f (0.2) ∼ 0.818731, y(0.3) = f (0.3) ∼ 0.740818, y(0.4) = f (0.4) ∼ 0.67032, Dibuja también la solución exacta y las 5 listas de soluciones y observa si las soluciones aproximadas se alejan más o menos que con la ecuación y 0 = y + 4t. Ayuda: la ecuación actual está peor condicionada, su solución completa es y = exp(−t) + c ∗ exp(4t) y, aunque la condición inicial corresponde a c = 0 los errores hacen no nulo el coeciente de exp(4t) y la solución aproximada se aleja rápidamente. Repite el proceso con el método del trapecio (lo denimos antes, mettrap) y observa si las soluciones se alejan más despacio o no. 7. La ecuación y 0 = y 2 −10 exp(−100(t−2)2 ) tiene el término 10exp(−100(t−2)2 ) que es muy pequeño excepto que t sea muy próximo a 2 (dibuja la función). La interpretación física de una función de este tipo es un impulso, una fuerza que actúa en un tiempo muy corto. Calcula con Runge-Kutta de orden 4 con h = 0.1 la solución que satisface y(1) = −1 hasta t = 7 y, si es posible, dibuja la solución. Ayuda: después de la denición de rk4 usa valor:[1.,-1,y 2-exp(-100*(t-2) 2),.1];listark4:[[1.,.2]]; for i:1 thru 60 do (valor:rk4(valor),listark4:endcons([valor[1],valor[2]],listark4)); Prueba con h más pequeño. Dibuja a la vez las dos soluciones obtenidas. Compara con una solución obtenida con la rutina de Maxima rk (Ayuda: después de load (dynamics); haz rk(y 2-10*exp(-100*(t-2) 2),y,1 0 2 1,[t,1,7,.1]);). Comprueba que y = −1 t es solución de y = y con y(1) = −1 y que y = 1.5−t 1 es solución de y 0 = y 2 con y(2.5) = −1. Dibuja y = −1 t , y = 1.5−t junto con la solución que has obtenido para la ecuación con el impulso y observa como afecta el impulso a las soluciones de ésta ecuación. 8. Para las siguientes ecuaciones halla la solución aproximada en t = 1 por los métodos de Euler, Euler modicado, Runge- Kutta de orden 4 y predictor-corrector para h = 0.05 y h = 0.01. Compara los errores entre los métodos. Observa para cada método como afecta al error dividir h por cinco. (a) (1 + t2 )y 0 + ty = 0, y(0) = 1 solución exacta y =



√ 1 . 1+t2



(b) y 0 = 2t y, y(0) = 1 solución exacta y = exp(t2 ). (c) y 0 tan(t) − y = 1, y( π6 ) = −0.5 solución exacta y = sen(t) − 1. √ √ (d) 1 + t2 y 0 + ty = 0, y(0) = 1 solución exacta y = exp(1 − 1 + t2 ). (e) t y 0 − (t + y) = 0, y( 1e ) = 0 solución exacta y = t(1 + log(t)). Cálculo Numérico con Maxima
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9. Puede ser interesante estudiar hasta que punto un programa de resolución numérica de ecuaciones diferenciales y 0 = f (t, y) (por ejemplo rk de Maxima) gasta tiempo en calcular los valores de f (t, y), para ello podemos hacer showtime : true; y calcular 1000 puntos de una ecuación muy simple y 0 = 1 (si no quieres ver el resultado, termina la orden con $). Después calcula 1000 puntos de una ecuación diferencial con una función f complicada por ejemplo y 0 = exp(cos(t)) + cos(exp(t)) + log(1 + exp(cos(t ∗ t))). Deduce en que gasta el tiempo rk. Si está interesado, Maxima tiene la función compile que permite escribir las funciones de forma que se ejecuten más deprisa, busca en la ayuda y prueba si se ejecuta más deprisa compilando f . 10. Para simular los efectos del redondeo en las ecuaciones del problema anterior calcula la solución aproximada sumando un número aleatorio del orden de 10−4 al valor de f (t, y) en cada uno de los −t y cálculos con h = 0.05 y h = 0.01 (Ayuda: en lugar de usar en la ecuación (a) f (t, y) = 1+t 2 usa −t y + random(0.0002) − 0.0001 ). Dibuja la solución exacta y la solución aproximada. Observa 1+t2 como afectan los errores a cada ecuación y cada método. 11. El método de Milne es un método predictor corrector dado por el predictor



wk+1 = wk−3 +



4h (2f (tk , wk ) − f (tk−1 , wk−1 ) + 2f (tk−2 , wk−2 )); 3



y el corrector



wk+1 = wk−1 +



h (f (tk+1 , wk+1 ) + 4f (tk , wk ) + f (tk−1 , wk−1 )); 3



Programa en Maxima el método usando siempre 2 veces el corrector y aplícalo a resolver alguna ecuación. Comprueba si el error es similar al de Runge-Kutta de orden 4 con el mismo paso. 12. La ecuación de Lorentz que corresponde a un sistema simplicado de predicción del tiempo puede expresarse por el sistema x0 = a(x − y); y 0 = −xz + bx − y; z 0 = xy − cz donde a, b, c son constantes. Fija el valor de las constantes a = −3, b = 26.5, c = 1; y halla la solución aproximada hasta t = 30 a partir de x(0) = 0, y(0) = 1, z(0) = 0 con la instrucción rk de Maxima. Halla también la solución aproximada hasta t = 30 a partir de x(0) = 0, y(0) = 1.1, z(0) = 0. Dibuja las dos soluciones correspondiente a x en la misma gráca y observa como son prácticamente iguales al principio y luego dieren mucho. Dibuja las diferencias entre las dos soluciones. Prueba con otros valores de a, b, c para ver si ocurre igual. 13. Llamamos x(t), y(t) al número de conejos y zorros. Para que la escala sea similar el número de conejos está dividido por 100. Un modelo más ajustado del problema predador presa se puede obtener de la siguiente forma: sea m la cantidad de conejos mínima que come un zorro por unidad de tiempo, x exp( −d m y ) el porcentaje de zorros que mueren, sea de hambre o de vejez, a, b miden la reproducción de conejos y zorros, c reeja que hasta que no hay sucientes conejos los zorros cazan otro animal, m regula la mortalidad de los zorros. Las ecuaciones son



x0 = ax − m ∗ min(1, x/c)y;



y 0 = by − exp(−



dx )y; my



Elige valores para los parámetros, por ejemplo a = 0.2, b = 0.2, m = 110, c = 30, d = 3.4 y toma x(0) = 12, y(0) = 0.4; Resuelve las ecuaciones con rk de Maxima hasta t = 100 y dibuja los resultados. Observa que la población de conejos decae y luego evoluciona a un estado estacionario. Elige ahora los valores de los parámetros a = 0.26, b = 0.2, m = 110, c = 30, d = 3.4 y toma x(0) = 120, y(0) = 3; resuelve y dibuja los resultados. Observa que al haber muchos conejos al principio la población prácticamente desaparece. José Ramírez Labrador
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3. PROBLEMAS Prueba con otros valores (por ejemplo pocos zorros al principio x(0) = 12, y(0) = 0.003), m más pequeño o grande o cambia el valor de d para ver como cambia el modelo. Analiza si los resultados son coherentes con la realidad. 0



14. Escribe como un sistema la ecuación y 000 = − yy2 . Resuelve numéricamente el problema de valor inicial y(0) = 0, y 0 (0) = 0, y 00 (0) = 1 para el intervalo [0,10]. Dibuja la solución. Resuélvelo también para el intervalo [-5,0]. Ayuda: toma h negativo. 15. Aplica el método del disparo para resolver el problema de contorno



x0 = y;



y 0 = z;



z 0 = − x2y ; x(0) = 0,



y(0) = 0,



z(10) = 1;



siendo x(t), y(t), z(t). Utiliza rk de Maxima en [0,10] con las condiciones iniciales x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = a; por ejemplo prueba con valores a = 0.2, a = 0.5 para arrancar el proceso. Dibuja la solución. 16. Escribe la ecuación en diferencias que corresponde a sustituir las fórmulas para las derivadas (7.1.2) y (7.1.5) en la ecuación y 00 + y 0 − y = t con paso h. Resuelve por diferencias nitas el problema de contorno y 00 + y 0 − y = t, y(0) = 0, y(3) = 1 en [0,3] con h = 1. Compara con la solución exacta y ∼ −1 − t + 0.22exp(−1.61t) + 0.78exp(0.62t). Toma ahora h = 0.5, resuelve el problema de contorno y compara los errores. 17. Escribe la ecuación en diferencias que corresponde a sustituir la fórmula para la derivada (7.1.5) en la ecuación y 00 − t y = t con paso h. Resuelve por diferencias nitas el problema de contorno y 00 − t y = t, y(0) = 0, y(3) = 3 en [0,3] con h = 1. Compara con la solución exacta y ∼ (0.284 + πAi0 (t))Bi(t) + Ai(t)(2.33 − πBi0 (t)); con Ai, Bi las funciones de Airy (en Maxima airy_ai,airy_bi) y Ai0 , Bi0 las derivadas de las funciones de Airy (en Maxima airy_dai,airy_dbi). Toma ahora h = 0.5, resuelve el problema de contorno y compara los errores. 18. Escribe la ecuación en diferencias que corresponde a sustituir las fórmulas para las derivadas (7.1.2) y (7.1.5) en la ecuación



∂2u ∂u ∂ 2 u − (x + t) + 2 = (−t2 + 2x − t(x2 + tx − x − 2))exp(x + t) ∂x2 ∂x ∂t con pasos h = k . Resuelve el problema de contorno dado por la ecuación y las condiciones u(0, x) = 0, u(t, 0) = 0, u(2, x) ∼ 14.78 x exp(x), u(t, 3) ∼ 60.26 t exp(t), en el rectángulo [0,2]x[0,3] con h = k = 1. Compara con la solución exacta u(t, x) = t x exp(x + t). Toma ahora h = k = 0.5, resuelve el problema de contorno y compara los errores.
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