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¨ ABZAHLENDE KOMBINATORIK VORLESUNG IM WINTERSEMESTER 1999/2000 MICHAEL STOLL



1. Einf¨ uhrung und Grundlagen 1.1. Einfu urlich ¨ hrung. Die erste Frage, die sich stellt, ist nat¨ Was ist Abz¨ahlende Kombinatorik? Die Antwort lautet (recht allgemein und ein bißchen vage) Abz¨ahlende Kombinatorik besch¨aftigt sich mit der (m¨oglichst expliziten) Bestimmung der M¨achtigkeit endlicher Mengen und mit Beziehungen zwischen solchen M¨achtigkeiten. Die fraglichen endlichen Mengen sind dabei nat¨ urlich nicht durch Aufz¨ahlung ihrer Elemente gegeben (dann w¨are die Anzahlbestimmung ja trivial), sondern durch Beschreibung. Ein Beispiel: Wie viele unterscheidbare M¨oglichkeiten gibt es, die Seiten eines W¨ urfels mit sechs (gegebenen) verschiedenen Farben zu bemalen? Meistens hat man es jedoch nicht mit einer einzelnen Menge zu tun, sondern mit einer ganzen Familie, die von einem oder mehreren Parametern abh¨angt. Gesucht ist dann eine Formel f¨ ur die Anzahl der Elemente in Abh¨angigkeit von den Parametern, wobei die Formel m¨oglichst einfach“ oder in geschlossener ” ” Form“ sein soll. (Was darunter zu verstehen ist, variiert je nach Schwierigkeit des Problems.) Zum Beispiel: Wie viele Teilmengen hat eine n-elementige Menge? Die Antwort — 2n — kennt nat¨ urlich jeder. Die Frage ist, wie ein kombinato¨ rischer Beweis daf¨ ur aussieht. Uberhaupt sind f¨ ur sp¨atere Anwendungen weniger die Ergebnisse der Abz¨ahlenden Kombinatorik interessant, als vielmehr die Methoden. Wenn Sie einmal (z.B. im Rahmen einer Diplomarbeit) ein Abz¨ahlpeoblem zu l¨osen haben, werden Ihnen Resultate u ¨ber andere Abz¨ahlprobleme wenig n¨ utzen (es sein denn, Ihr spezielles Problem wurde auch behandelt). Die Methoden aber, mit denen die Ergebnisse gewonnen wurden, lassen sich auch auf viele andere Probleme anwenden. WIr wollen nun zwei Beweise geben, an denen man schon sehr sch¨on zwei Grundvarianten eines kombinatorischen Beweises sehen kann. Zuerst noch ganz kurz etwas Notation: Die M¨achtigkeit einer (endlichen) Menge A werden wir mit #A notieren, und die Potenzmenge (also die Menge aller Teilmengen) von A wird mit P(A) bezeichnet. 1. Beweis (Bijektion): Wir konstruieren eine bijektive Abbildung von P(A) auf eine Menge, von der wir schon wissen oder leicht sehen k¨onnen, daß sie 2n
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Elemente hat. Eine geeignete Menge ist die Menge {0, 1}A aller Abbildungen f : A → {0, 1} (oder 0–1–Folgen (fa )a∈A mit der Indexmenge A). Wir bilden eine Teilmenge T ∈ P(A) ab auf die Abbildung f mit f (a) = 1 f¨ ur a ∈ T und f (a) = 0 f¨ ur a ∈ A\T . In der anderen Richtung bilden wir f ab auf die Teilmenge T = f −1 (1) = {a ∈ A | f (a) = 1}. Offenbar sind diese Zuordnungen invers zueinander, so daß wir tats¨achlich eine Bijektion P(A) → {0, 1}A konstruiert haben. Dann folgt aber #P(A) = #({0, 1}A ) = 2#A . 2. Beweis (Rekursion/Induktion): Sei an = #P(A), wenn #A = n ist. Wir versuchen, eine Rekursionsformel f¨ ur die Folge (an ) zu finden. Offenbar ist a0 = 1 (denn P(∅) = {∅}). Sei nun A eine n-elementige Menge und A0 = A ∪ {a} eine (n + 1)-elementige Menge. Dann k¨onnen wir die Teilmengen von A0 aufteilen in diejenigen, die a nicht enthalten, und diejenigen, die a enthalten. Die der ersten Sorte sind gerade die Elemente von P(A). Die anderen entstehen aus den Teilmengen von A, indem man das Element a hinzunimmt. Folglich gilt a0 = 1 ,



an+1 = an + an = 2 an ,



und damit (durch einen trivialen Induktionsbeweis) an = 2n . Zum Abschluß dieser Einf¨ uhrung noch ein weniger triviales, daf¨ ur aber vielleicht interessanteres Beispiel. In wie viele Gebiete wird die Ebene durch n Geraden in allgemeiner Lage (d.h. keine zwei parallel, und keine drei durch einen Punkt) zerlegt? Es ist normalerweise eine gute Idee, zun¨achst einmal die ersten paar Anzahlen in der Folge zu bestimmen. Wenn an die Anzahl der Gebiete bei n Geraden bezeichnet, dann haben wir offenbar (Skizze machen!) a0 = 1,



a1 = 2,



a2 = 4,



a3 = 7,



a4 = 11,



...



Wie bei manchen Intelligenztests (Wie geht diese Folge weiter?) kann es sich lohnen, nach einem einfachen Bildungsgesetz Ausschau zu halten. Hier werden wir schnell f¨ undig: Es scheint an+1 = an + n + 1 zu gelten. Wenn wir das beweisen k¨onnen, sind wir im wesentlichen fertig. Stellen wir uns also vor, wir h¨atten bereits n Geraden gezeichnet, die die Ebene in an Gebiete zerlegen. Wie viele Gebiete kommen hinzu, wenn wir eine weitere Gerade einzeichnen? Offenbar kommt die Zunahme dadurch zustande, daß einige der vorhandenen Gebiete durch die neue Gerade in zwei Teile geteilt werden. Wie viele Gebiete trifft nun die neue Gerade? Offenbar wechselt sie genau dann von einem Gebiet in ein anderes, wenn sie eine der alten Geraden trifft. Die durchschnittenen Gebiete entsprechen also genau den Abschnitten, in die die neue Gerade durch die Schnittpunkte mit den alten Geraden geteilt wird. Da es n solcher Schnittpunkte gibt, wird die neue Gerade in n + 1 Teile geteilt, also gibt es auch n + 1 zerschnittene Gebiete, q.e.d. Aus der Rekursionsformel und dem Anfangswert a0 = 1 bekommen wir schließlich n X n(n + 1) . an = 1 + k =1+ 2 k=1
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Ein anderer Beweis, der ohne Induktion auskommt, geht so: Wir w¨ahlen eine Richtung in der Ebene (die nicht sekrecht auf einer der Geraden steht) als nach oben“. Die Gebiete lassen sich dann einteilen in solche, die nach unten ” beschr¨ankt sind, und solche, die nach unten unbeschr¨ankt sind. Jedes nach unten beschr¨ankte Gebiet hat einen eindeutig bestimmten tiefsten Punkt; dieser ist ein Schnittpunkt zweier Geraden. Umgekehrt ist jeder solche Schnittpunkt auch tiefster Punkt eines (dann nat¨ urlich nach unten beschr¨ankten) Gebiets. So n mit gibt es genau 2 nach unten beschr¨ankte Gebiete. Um die u ¨brigen Gebite abzuz¨ahlen, betrachten wir eine waagerechte Gerade g, die unterhalb aller Geradenschnittpunkte liegt. Sie trifft genau die nach unten unbeschr¨ankten Gebiete, und (wie im anderen Beweis) diese Gebiete entsprechen genau den Abschnitten, in die g durch die n gegebenen Geraden zerlegt wird. Also gibt es genau n + 1 nach unten unbeschr¨ankte Gebiete. Insgesamt haben wir also         n n n n +n+1= + + 2 2 1 0 Gebiete. (Die etwas k¨ unstlich erscheinende Schreibweise rechts wird klar, wenn man Ebenen im Raum oder noch h¨oherdimensionalere Analoga betrachtet.) 1.2. Grundlagen. Nach diesen einf¨ uhrenden Beispielen wollen wir uns nun den Grundlagen Nach diesen einf¨ uhrenden Beispielen wollen wir uns nun den Grundlagen zuwenden. Die folgenden drei Grundregeln sind v¨ollig elementar und im Grunde trivial; dennoch bilden sie das Fundament allen Abz¨ahlens. Alle vorkommenden Mengen sind endlich; die disjunkte Vereinigung von Mengen sei mit A ] B etc. bezeichnet (im Handschriftlichen erscheint statt des Pluszeichens ein Punkt). (1) Bijektion. Die fundamentalste aller Regeln: Ist f : A → B bijektiv, so gilt #A = #B. (2) Summe. ] X #(A ] B) = #A + #B , # Ai = #Ai . i∈I



i∈I



Und die Version f¨ ur eine nicht-disjunkte Vereinigung: #(A ∪ B) = #A + #B − #(A ∩ B) . (3) Produkt. #(A × B) = #A · #B , n



n



#(A ) = (#A) ,



#



Y



i∈I B



Ai =



Y



#Ai ,



i∈I #B



#(A ) = (#A)



.



Eine einfache Folgerung aus diesen Grundregeln ist das Primzip des zweifachen Abz¨ahlens: Sei S ⊂ A × B. Wir setzen Ab = {a ∈ A | (a, b) ∈ S} und Ba = {b ∈ B | (a, b) ∈ S}. Dann gilt X X #S = #Ba = #Ab . a∈A



b∈B



Wir werden bald eine Anwendung davon sehen.
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2. Binomialkoeffizienten Binomialkoeffizienten treten in vielen Zusammenh¨angen immer wieder auf, deswegen wollen wir hier ein paar wichtige Eigenschaften zusammentragen.  Definition 2.1. Mit nk bezeichnen wir die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. Dabei sei n eine  nichtnegative ganze Zahl und n k eine ganze Zahl, mit der Konvention, daß k = 0 ist f¨ ur k < 0. Eine erste wichtige Eigenschaft ist die Symmetrie der Binomialkoeffizienten.     n n Proposition 2.2. Es gilt = . k n−k Beweis: Die Sache ist klar f¨ ur k < 0 oder k > n, da dann beide Seiten null sind. Wenn 0 ≤ k ≤ n ist, dann liefert T 7→ A \ T (mit #A = n) offenbar eine Bijektion zwischen den k-elementigen und den (n − k)-elementigen Teilmengen. 2 Die zweite wichtige Eigenschaft ist diejenige, die den Binomialkoeffizienten ihren Namen gegeben hat. n   X n k n Proposition 2.3. Es gilt (1 + x) = x . k k=0 Beweis: Wir wollen die x in den n Klammern zun¨achst als verschieden betrachten. Dann erhalten wir durch Ausmultiplizieren (in jedem Faktor k¨onnen wir unabh¨angig entscheiden, ob wir 1 oder xj w¨ahlen) X Y (1 + x1 )(1 + x2 ) . . . (1 + xn ) = xj . T ⊂{1,...,n} j∈T



Wenn wir jetzt jedes xj wieder durch x ersetzen, haben wir n   X X n k n #T (1 + x) = x = x . k k=0 T ⊂{1,...,n}



2 Dann gibt es die Formel f¨ ur die Summe. n   X n Proposition 2.4. Es gilt = 2n . k k=0 Beweis: (1) Rechts steht die Anzahl aller Teilmengen einer n-elementigen Menge; links steht dieselbe Anzahl nach Gr¨oße der Teilmenge sortiert. (2) Alternativ mit Prop. 2.3: n   n   X X n n k = 1 = (1 + 1)n = 2n . k k k=0 k=0 2 Folgende Identit¨at ist unter dem Namen Vandermondesche Konvolution bekannt.
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   k   X n m n+m = . j k − j k j=0



Beweis: (1) Seien A und B disjunkte Mengen mit #A = n und #B = m. Der Ausdruck rechts z¨ahlt die k-Teilmengen von A ∪ B. Im linken Ausdruck werden dieselben Teilmengen T gez¨ahlt, aber sortiert nach der Gr¨oße j von T ∩ A (bzw. #(T ∩ B) = k − j). (2) Alternativ mit Prop. 2.3 folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich in (1 + x)n (1 + x)m = (1 + x)n+m . 2   n  2 X 2n n Korollar 2.6. Es gilt = . n k k=0 Beweis: Das folgt unter Beachtung von Prop. 2.2 aus Prop. 2.5, wenn man dort m = n setzt. 2 Bemerkung 2.7. Es gibt die Formeln n  0 n  1 X X n n = n + 1, = 2n , k k k=0 k=0 Pn



n  2 X n k=0



k



=







 2n . n



 n 3



Man kann jedoch beweisen, daß es f¨ ur k=0 k keine einfache“ Formel gibt ” (mit einer vern¨ unftigen und pr¨azisen Definition von einfach“). ” Schließlich das angek¨ undigte Beispiel f¨ ur eine Anwendung des Prinzips des zweifachen Abz¨ahlens.     n n+1 Proposition 2.8. Es gilt (n + 1) = (k + 1) . k+1 k Beweis: (1) Sei A eine Menge mit #A = n + 1. Wir z¨ahlen die Paare (a, T ) ∈ A × P(A) mit a ∈ T und #T = k + 1 auf zwei Arten ab. Einmal k¨onnen wir a ∈ A beliebig w¨ahlen und dann k Elemente aus A \ {a} hinzuf¨ ugen; das ergibt den Term auf der linken Seite. Oder wir w¨ahlen zun¨achst die Teilmenge T aus und anschließend ein Element a ∈ T ; das ergibt den Term auf der rechten Seite. (2) Alternativ mit Prop. 2.3 folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich d in (n + 1)(1 + x)n = dx (1 + x)n+1 . 2 Durch Induktion erh¨alt man daraus folgende bekannte Formel. Korollar 2.9.   n n(n − 1) . . . (n − k + 1) n! = = . k k! k!(n − k)! Ein einfacher Spezialfall der Vandermondeschen Kovolution Prop. 2.5 ist folgende Rekursionsformel f¨ ur die Binomialkoeffizienten.       n+1 n n Korollar 2.10. Es gilt = + . k+1 k+1 k
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Beweis: Setze in Prop. 2.5 (n, m, k) := (n, 1, k + 1). 2  Mit dieser Formel und den Anfangswerten k0 = 1 f¨ ur k = 0 und = 0 f¨ ur k 6= 0 gewinnt man die Binomialkoeffizienten in Form des Pascalschen Dreiecks: 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



9 10



5



7 8 45



10



21 84 120



1 4



10 20



35 56



1 3



6



15



28 36



2 3



4



6



1



15 35



70



1 5



1 6



21 56



1 7



28



1 8



1 126 126 84 36 9 1 210 252 210 120 45 10



1



Wir wollen jetzt noch ein paar weitere Situationen kennenlernen, in denen Binomialkoeffizienten auftauchen. Im einen Fall geht es um Wege in einem Gitter. Dazu betrachten wir das Quadratgitter in der Ebene, das durch (x, y) ∈ R2 | x ∈ Z oder y ∈ Z} gegeben ist. Die Schnittpunkte der Gitterlinien heißen Gitterpunkte; das sind genau die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Ein Gitterweg von (a, b) ∈ Z2 nach (c, d) ∈ Z2 soll f¨ ur uns ein Weg vom Punkt (a, b) zum Punkt (c, d) sein, der stets l¨angs der Gitterlinien verl¨auft und immer nach rechts oder nach oben geht (insbesondere muß also c ≥ a und d ≥ b sein). Das Bild zeigt ein Beispiel. (9, 4)



u



(0, 0)



u



Wie viele Gitterwege gibt es nun von (0, 0) zum Punkt (n, m), wenn n und m nichtnegative ganze Zahlen sind?     n+m n+m (n + m)! Proposition 2.11. Es gibt genau = = Gitterwen m n!m! ge von (0, 0) nach (n, m). Beweis: Die Gitterwege entsprechen genau den M¨oglichkeiten, die n Schritte nach rechts (bzw. die m Schritte nach oben) auf die insgesamt n + m Schritte zu verteilen. 2 ¨ Als Ubung sei empfohlen, die verschiedenen Eigenschaften der Binomialkoeffizienten anhand des Gitterweg-Modells zu beweisen. Gitterwege werden uns im n¨achsten Kapitel noch einmal begegnen.
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Nun zu einer ganz anderen Frage. Wie viele M¨oglichkeiten gibt es, eine nat¨ urliche Zahl n als Summe von m positiven ganzen Zahlen (unter Beachtung der Reihenfolge) zu schreiben? Anders gesagt, handelt es sich um die Anzahl der L¨osungen in positiven ganzen Zahlen der Gleichung x1 + x2 + · · · + xm = n .



(2.1)



Zum Beispiel haben wir f¨ ur m = 3 und n = 5 folgende L¨osungen: 5 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 2 = 1 + 3 + 1 = 1 + 2 + 2 = 1 + 1 + 3. Zur L¨osung des Problems stellen wir uns n nebeneinander gemalte Punkte vor. Eine L¨osung (x1 , . . . , xm ) obiger Gleichung (2.1) kann dann dargestellt werden, indem wir der Reihe nach von links x1 , x2 , . . . Punkte abz¨ahlen und durch einen Strich abteilen. Wir m¨ ussen also m − 1 Striche auf die n − 1 Zwischenr¨aume zwischen den Punkten verteilen. Es folgt:   n−1 Proposition 2.12. Gleichung (2.1) hat genau L¨osungen in positiven m−1 ganzen Zahlen. Mit Prop. 2.4 (oder direkt mit obigem Argument) sieht man dann: Korollar 2.13. Eine nat¨ urliche Zahl n > 0 l¨aßt sich auf genau 2n−1 Weisen als (geordnete) Summe positiver ganzer Zahlen schreiben. Was passiert, wenn wir zulassen, daß xj = 0 ist? Aus einer L¨osung von (2.1) in nichtnegativen ganzen Zahlen erhalten wir eine L¨osung von x1 + x2 + · · · + xm = n + m in positiven ganzen Zahlen, indem wir zu jedem xj eins addieren.   n+m−1 Proposition 2.14. Gleichung (2.1) hat genau L¨osungen in nichtm−1 negativen ganzen Zahlen. (Ein weiterer Beweis ergibt sich, indem man die L¨osungen danach sortiert, welche der Variablen den Wert null annehmen. Man erh¨alt  X    m   X  n−1 m n−1 m+n−1 = = m − #T − 1 k m−k−1 m−1 k=0 T ⊂{1,...,m}



nach Prop. 2.5.) Betrachten wir nun eine Zerlegung von n in m + k positive ganze Zahlen: n = x + y = (x1 + x2 + · · · + xm ) + (y1 + y2 + · · · + yk ) . Zu jeder solchen Zerlegung geh¨ort eine Zerlegung n = x+y, eine Zerlegung von x in m Teile und eine Zerlegung von y in k Teile. Wir erhalten:
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Proposition 2.15. Es gilt f¨ ur m, k > 0:     n−1  X n−j−1 n−1 j−1 . = m+k−1 m−1 k−1 j=1 Folgende ¨aquivalente Form d¨ urfte etwas einfacher anzuwenden sein. Sie gilt f¨ ur n, m, k ≥ 0.    n   X j n−j n+1 = . m k m+k+1 j=0 Einen wichtigen Spezialfall erhalten wir, wenn m = 0 ist.   n   X j n+1 Korollar 2.16. Es gilt f¨ ur k ≥ 0: = . k k + 1 j=0 ¨ Ubungsaufgaben 2.17. 1. Sei A eine n-elementige Menge. Wie viele Teilmengen von A haben eine ungerade Anzahl von Elementen? 2. Wie viele M¨oglichkeiten gibt es, aus einer n-elementigen Menge zwei disjunkte Teilmengen T1 , T2 auszuw¨ahlen? 3. Finden Sie zwei verschiedene Beweise f¨ ur die Identit¨at     n n (n − k) = (k + 1) . k k+1 3. Kinowarteschlangen und Catalan-Zahlen Wenden wir uns nun etwas schwierigeren Fragen zu. Vor einem Kino (Eintritt DM 10) warten m Leute, die genau einen 10DM-Schein dabei haben und n Leute, die genau einen 20-DM-Schein dabei haben. Die Kasse ist leer. Wie viele M¨oglichkeiten gibt es, die 10-DM-Leute und die 20-DM-Leute so auf die Schlange zu verteilen, daß immer gen¨ ugend Wechselgeld vorhanden ist? Offenbar ist die Antwort 0, wenn n > m ist. Wir wollen daher n ≤ m voraussetzen. Wenn wir jemanden mit einem 10-DM-Schein durch eine 1 und jemanden mit einem 20-DM-Schein durch eine 2 symbolisieren, dann l¨auft obige Aufgabe auf die Frage hinaus, wie viele Folgen aus m Einsen und n Zweien es gibt, so daß in jedem Anfangsst¨ uck stets mindestens so viele Einsen wie Zweien vorkommen. Wir k¨onnen diese Folgen auch als Gitterwege betrachten, indem wir eine 1 als einen Schritt nach rechts und eine 2 als einen Schritt nach oben u ¨bersetzen. Dann l¨aßt sich die Frage interpretieren als die nach der Zahl der Gitterwege von (0, 0) nach (m, n), die die Winkelhalbierende des 1. Quadranten nicht u ¨berqueren. Eine a¨quivalente Formulierung der Bedingung ist, daß der Weg die Gerade y = x + 1 nicht ber¨ uhren darf. In vielen F¨allen, in denen nach der Anzahl von Elementen (hier Gitterwegen) mit einer bestimmten Eigenschaft gefragt ist, ist es einfacher, die Elemente abzuz¨ahlen, die diese Eigenschaft nicht besitzen. Das gilt auch hier. Jeder schlechte
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Gitterweg von (0, 0) nach (m, n) muß die Gerade y = x + 1 irgendwann zum ersten Mal ber¨ uhren, sagen wir im Punkt (r, s). Wenn wir den Weg von (0, 0) nach (r, s) an der Geraden y = x + 1 spiegeln, erhalten wir einen Gitterweg von (−1, 1) nach (r, s), der zusammen mit dem urspr¨ unglichen Weg von (r, s) nach (m, n) einen Gitterweg von (−1, 1) nach (m, n) bildet. (Diese Idee ist u ¨ber 100 Jahre alt: D. Andr´e, 1887.) (8, 4)



u



(−1, 1)



u



(0, 0)



u



Umgekehrt erhalten wir aus jedem Gitterweg von (−1, 1) nach (m, n) einen schlechten Weg von (0, 0) nach (m, n), indem wir den Abschnitt bis zum ersten Ber¨ uhren der Geraden y = x + 1 an dieser Geraden spiegeln. Wenn n ≤ m ist, muß ja jeder Weg von (−1, 1) nach (m, n) diese Gerade wenigstens einmal ber¨ uhren. Wir haben also gezeigt: Satz 3.1. Die Anzahl der unterhalb der Winkelhalbierenden des ersten Quadranten verlaufenden Gitterwege von (0, 0) nach (m, n) (mit n ≤ m) ist         n+m n+m m+1−n n+m m+1−n n+m − = = . m m+1 m+1 m n m+1 Im Nachhinein l¨aßt sich das auch noch anders einsehen. Sei am,n die Anzahl der eingeschr¨ankten (also guten“) Gitterwege von (0, 0) nach (m, n). Dann haben ” wir offensichtlich immer noch die Rekursion am+1,n+1 = am,n+1 + am+1,n , g¨ ultig f¨ ur m, n ≥ 0 und m ≥ n, aber mit den Randbedingungen am,0 = 1



und



am,m+1 = 0



f¨ ur m ≥ 0. Denn jeder Weg endet nach wie vor entweder mit einem Schritt nach rechts oder einem Schritt nach oben; zu einem Punkt (m, 0) gibt es stets genau einen Gitterweg, und die Gerade y = x + 1 ist verboten. Beide Summanden in Satz 3.1 erf¨ ullen die Rekursionsgleichung, und die Randwerte stimmen auch. Auf diesem Wege l¨aßt sich der Satz auch verallgemeinern auf den Fall, daß die ¨ 20-DM-Scheine durch (k·10)-DM-Scheine ersetzt werden (siehe Ubungsaufgabe). Interessant ist der Spezialfall m = n; die dann auftretenden Zahlen   1 2n cn = n+1 n heißen Catalan-Zahlen. Sie treten in vielen  Zusammenh¨angen auf. (Ganz neben2n bei erhalten wir die Aussage, daß n durch n + 1 teilbar ist.) Hier sind die
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ersten Glieder dieser Folge: c0 = 1,



c1 = 1,



c2 = 2,



c3 = 5,



c4 = 14,



c5 = 42,



...



Einige Abz¨ahlprobleme, die durch die Catalan-Zahlen gel¨ost werden, sind im folgenden Satz zusammengestellt. Satz 3.2. Folgende Anzahlen sind durch die Catalan-Zahl cn gegeben. (1) Die Folgen aus je n Nullen und Einsen, so daß jedes Anfangsst¨ uck mindestens so viele Nullen wie Einsen enth¨alt. (2) Die Folgen aus je n + 1 Nullen und Einsen, so daß jedes Anfangsst¨ uck der L¨ange ungleich 0 oder 2n + 2 mehr Nullen als Einsen enth¨alt. (3) Die vollst¨andigen Klammerungen eines Produkts aus n + 1 Faktoren. (4) Die ebenen Setzb¨aume mit n + 2 Knoten (und daher n + 1 Kanten). (5) Die ebenen bin¨aren Setzb¨aume mit n + 1 Bl¨attern (ungleich der Wurzel). (6) Die Zerlegungen eines konvexen (n + 2)-Ecks in Dreiecke durch sich nicht schneidende Diagonalen. (7) Die M¨oglichkeiten, 2n auf einem Kreis gelegene Punkte paarweise durch n sich nicht u ¨berschneidende Strecken zu verbinden. Hier sind zun¨achst einige Erkl¨arungen n¨otig. Ein Baum ist ein zusammenh¨angen¨ der (einfacher, schlingenloser, ungerichteter) Graph ohne Kreise. Aquivalent zur letzten Bedingung ist, daß die Anzahl der Kanten eins weniger als die Anzahl der Ecken ist. Eine andere Charakterisierung von B¨aumen ist, daß es zwischen je zwei Ecken einen eindeutigen Weg (ohne mehrfach durchlaufene Kanten) gibt. Ein Wurzelbaum ist ein Baum, in dem ein Knoten als Wurzel ausgezeichnet ist. Ein Setzbaum ist ein Wurzelbaum, dessen Wurzel Grad 1 hat (d.h. es geht nur eine Kante von ihr aus). Ein Wurzelbaum ist eben (oder planar), wenn die von der Wurzel weg weisenden Kanten in jedem Knoten geordnet sind (z.B. von links nach rechts). Ein Baum ist bin¨ar, wenn alle Knoten entweder Grad 1 (dann heißen sie Bl¨atter) oder Grad 3 haben. Als Beispiel sind in Abb. 1 die verschiedenen Figuren f¨ ur n = 3 gezeigt. Im folgenden sei Am die Menge der kombinatorischen Objekte in der Behauptung (m) und Am (n) die Teilmenge der Objekte, die zum Index n geh¨oren. Die Behauptung des Satzes ist also #Am (n) = cn f¨ ur m = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Zum Beweis des Satzes u ¨berlegen wir uns zun¨achst, daß (1) und (2) dieselbe Anzahl definieren. Da wir schon wissen, daß die zu (1) geh¨orende Anzahl cn ist, wird dadurch Teil (2) des Satzes bewiesen. Dazu bilden wir die Objekte in A1 (n) und in A2 (n) bijektiv aufeinander ab. Wenn X in A1 (n) ist, dann ist offensichtlich 0X1 in A2 (n). Ist umgekehrt Y in A2 (n), dann muß Y mit 0 beginnen (denn das Anfangsst¨ uck der L¨ange 1 enth¨alt mehr Nullen als Einsen) und mit 1 enden (selbes Argument mit dem Anfangsst¨ uck der L¨ange 2n + 1). Also ist Y = 0X1, und X muß in A1 (n) sein. Damit ist die Bijektion hergestellt. Nun gibt es mehrere M¨oglichkeiten, Folgen aus A1 rekursiv zu konstruieren beziehungsweise in kleinere Teile zu zerlegen. Zum einen hat eine solche Folge X eine eindeutige Zerlegung X = X1 X2 . . . Xk in Teilfolgen Xj ∈ A2 . Zum Beispiel zerlegt sich 001101 als 0011 | 01. Umgekehrt ist jede durch Aneinanderh¨angen von Folgen aus A2 entstehende Folge wieder in A1 . Es ergibt sich also folgende erste Rekursionsformel f¨ ur die Catalan-Zahlen.
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(1)



010101



001101



010011



001011



000111



(2)



00101011



00011011



00100111



00010111



00001111



(3)



(x(x(xx)))



((xx)(xx))



(x((xx)x))



((x(xx))x)



(((xx)x)x)



(4)



(5)



(6)



(7)



Abbildung 1. Die kombinatorischen Figuren zu c3 Korollar 3.3. Es gilt cn =



∞ X k=0



X



cm1 . . . cmk .



m1 ,...,mk ≥0 m1 +···+mk =n−k



(Diese Formel enth¨alt den Spezialfall c0 = 1.) Ausgeschrieben bedeutet das c0 = 1 ,



c1 = c 0 = 1 ,



c2 = c1 + c20 = 2 ,



c3 = c2 + c0 c1 + c1 c0 + c30 = 5 ,



...



Wir k¨onnen aber auch die Zerlegung X = X1 X 0 betrachten (mit X 0 = X2 . . . Xk in der fr¨ uheren Zerlegung), d.h. X1 ∈ A2 und X 0 ∈ A1 . Diese Zerlegung ist ebenfalls eindeutig, und umgekehrt ist X1 X 0 ∈ A1 , wenn X1 ∈ A2 und X 0 ∈ A1 . Das ergibt die (praktischere) zweite Rekursionsformel f¨ ur die Catalan-Zahlen. Korollar 3.4. Es gilt c0 = 1 ,



cn =



n−1 X



ck cn−1−k



f¨ ur n ≥ 1.



k=0



Ausgeschrieben bedeutet das c0 = 1 ,



c1 = c20 = 1 ,



c2 = c 0 c 1 + c 1 c 0 = 2 ,



c3 = c0 c2 + c21 + c2 c0 = 5 ,



...
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Um nun den Satz fertig zu beweisen, u ¨berzeugen wir uns davon, daß die Objekte in den verschiedenen Mengen Am sich analog zerlegen lassen. Zu (3): Jedes vollst¨andig geklammerte Produkt aus n + 1 Faktoren (mit n ≥ 1) zerlegt sich eindeutig in zwei vollst¨andig geklammerte Produkte (die beiden Faktoren in der ¨außersten Klammer), eines mit k + 1 Faktoren, das andere mit (n − 1 − k) + 1 Faktoren. Wir haben also eine Bijektion zwischen A3 (n) und



n−1 ]



A3 (k) × A3 (n − 1 − k) .



k=0



Da außerdem #A3 (0) = 1 ist, erf¨ ullen die Zahlen #A3 (n) die zweite Rekursionsformel, also ist #A3 (n) = cn . Zu (4): Ein ebener Setzbaum entsteht aus einer Folge ebener Setzb¨aume, indem man alle diese Setzb¨aume (in der durch die Folge gegebenen Ordnung) an ihren Wurzeln identifiziert und dann an diesen Knoten eine neue Wurzel durch eine Kante anh¨angt. Auf diese Weise wird aus Setzb¨aumen mit m1 + 2, m2 + 2, . . . mk + 2 Knoten ein Setzbaum mit m1 + · · · + mk + k + 2 Knoten. Das zeigt, das die erste Rekursion erf¨ ullt ist. Zu (5): Dieselbe Konstruktion wie f¨ ur die ebenen Setzb¨aume zeigt hier, daß die zweite Rekursion erf¨ ullt ist. Zu (6): Wir fixieren eine Kante des (n+2)-Ecks. Dann zerlegt sich das (n+2)-Eck in das Dreieck, zu dem die fixierte Kante geh¨ort, ein trianguliertes (k + 2)-Eck links von diesem Dreieck und ein trianguliertes (n − 1 − k + 2)-Eck. Wir sehen, daß die zweite Rekursion gilt. Zu (7): Wir fixieren einen der 2n Punkte und betrachten die Sehne, die diesen Punkt enth¨alt. Sie teilt die gegebene Figur in eine Sehnenfigur auf 2k Punkten auf der linken Seite und eine Sehnenfigur auf 2(n−1−k) Punkten auf der rechten Seite. Das zeigt, daß ebenfalls die zweite Rekursion erf¨ ullt ist. Der Satz ist damit bewiesen.



2



Es ist auch m¨oglich, die Mengen Am (n) bijektiv aufeinander abzubilden. Hier sind in Kurzfassung einige M¨oglichkeiten. A3 ↔ A5 : Das ist sehr nat¨ urlich. Aus dem bin¨aren Baum bekommen wir ein vollst¨andig geklammertes Produkt, indem wir die Bl¨atter gem¨aß der Baumstruktur sukzessive zusammenfassen. A5 ↔ A6 : Aus der Triangulierung erhalten wir einen Bin¨arbaum, indem wir innere Knoten den Dreiecken und Bl¨atter den Seiten des Polygons zuordnen; eine Seite ist dabei fixiert und entspricht der Wurzel. Zwei innere Knoten werden miteinander verbunden, wenn die zugeh¨origen Dreiecke aneinanderstoßen; ein innerer Knoten wird mit einem Blatt verbunden, wenn das entsprechende Dreieck die dem Blatt zugeordnete Seite als Seite hat. A4 ↔ A7 : Aus der Sehnenfigur wird ein ebener Wurzelbaum, indem wir jedem der Gebiete, in die der Kreis geteilt wird, einen Knoten zuordnen; aneinandergrenzenden Gebieten entsprechen aneinandergrenzende Knoten. Ein Punkt (verschieden von den 2n gegebenen Punkten) auf der Kreislinie sei fixiert. Dann entspricht dem Gebiet, auf dessen Rand dieser Punkt wird, die Wurzel im Baum.
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Einen Setzbaum erhalten wir, indem wir an dieser Wurzel eine neue Kante ansetzen, die zur neuen Wurzel f¨ uhrt. Etwas weniger einsichtig ist es, wie man (zum Beispiel) die B¨aume durch 0-1Folgen kodieren kann. A2 ↔ A4 : Aus dem Setzbaum konstruieren wir eine 0-1-Folge, indem wir von der Wurzel ausgehend im Uhrzeigersinn um den Setzbaum herumlaufen. F¨ ur jeden Schritt von der Wurzel weg notieren wir eine 0, f¨ ur jeden Schritt auf die Wurzel zu eine 1. A2 ↔ A5 : Wir laufen ebenfalls im Uhrzeigersinn um den Baum herum. F¨ ur jeden Schritt nach links oben“ notieren wir eine 0, f¨ ur jeden Schritt nach rechts ” ” unten“ eine 1. Die Kante an der Wurzel soll dabei in beiden F¨allen mitz¨ahlen. In der Skizze vor dem Beweis stehen einander zugeordete Figuren untereinander. (Die fixierte Seite bei (6) ist dabei unten, und der fixierte Punkt bei (7) ist ebenfalls unten.) 4. Die Siebformel Die Siebformel (auch Ein-/Ausschaltformel oder Prinip von Inklusion und Exklusion genannt) ist im Grunde eine Verallgemeinerung der Summenregel f¨ ur M¨achtigkeiten auf den Fall nicht notwendig disjunkter Mengen. Seien A1 , A2 usw. Teilmengen einer Menge A. Wie man sich leicht an einem Mengendiagramm klarmacht, gilt dann #(A \ (A1 ∪ A2 )) = #A − #A1 − #A2 + #(A1 ∩ A2 ) #(A \ (A1 ∪ A2 ∪ A3 )) = #A − #A1 − #A2 − #A3 + #(A1 ∩ A2 ) + #(A1 ∩ A3 ) + #(A2 ∩ A3 ) − #(A1 ∩ A2 ∩ A3 ) Der folgende Satz sagt unter anderem, daß die offensichtliche Verallgemeinerung dieser Formeln richtig ist. Zun¨achst f¨ uhren wir aber noch eine abk¨ urzende Schreibweise ein. Wenn I eine Indexmenge ist und Ai f¨ ur i ∈ I Teilmengen einer fest gegebenen Menge A sind, dann sei f¨ ur eine Teilmenge T ⊂ I \ AT = Ai i∈T



mit dem Spezialfall A∅ = A. Satz 4.1. Sei A eine endliche Menge mit Teilmengen A1 , . . . , An . F¨ ur 0 ≤ m ≤ (m) n sei A ⊂ A die Teilmenge, deren Elemente in genau m der Mengen Aj liegen. Dann gilt   X (m) #T −m #T #A = (−1) #AT m T ⊂{1,...,n}   n X X k−m k = (−1) #A{j1 ,...,jk } . m 1≤j 0, S(n, 0) = 0 f¨ ur n > 0. (b) S(n + 1, m + 1) = S(n, Pn m)n+ (m + 1)S(n, m + 1). (c) S(n + 1, m + 1) = k=0 k S(k,  m). P (d) B(0) = 1, B(n + 1) = nk=0 nk B(k). (2) Von 20 Leuten geh¨ort jeder wenigstens einem von f¨ unf verschiedenen Vereinen an. Jeder Verein hat 10 Mitglieder. Zeigen Sie, daß es zwei Vereine gibt, die wenigstens drei Mitglieder gemeinsam haben. L¨aßt sich diese Aussage noch verbessern? (3) n Paare von identischen Karten werden in einer Reihe ausgelegt. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß kein Paar nebeneinander zu liegen kommt?
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¨ 4.5. L¨ osung der Ubungsaufgaben. Aufgabe (1): Teil (a) l¨aßt sich entweder durch R¨ uckgriff auf die Formel (4.1) l¨osen oder indem man auf die kombinatorische Interpretation zur¨ uckgreift: Auf ¨ der leeren Menge gibt es genau eine (n¨amlich die leere) Aquivalenzrelation; sie ¨ hat 0 Aquivalenzklassen. Also ist S(0, 0) = 1 und S(0, m) = 0 f¨ ur m > 0. Jede ¨ ¨ Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Menge muß wenigstens eine Aquivalenzklasse haben, also gilt S(n, 0) = 0 f¨ ur n > 0. Da eine n-elementige Menge nicht in mehr als n Klassen zerfallen kann, gilt u ¨brigens auch   m X k m (m − k)n = 0 m! S(n, m) = (−1) k k=0 f¨ ur m > n. Zu Teil (b): Sei A eine n-elementige Menge und a ein weiteres Element. Wenn ich A0 = A ∪ {a} in m + 1 Klassen zerlegen will, dann kann ich entweder a alleine in eine Klasse stecken; das ergibt dann die S(n, m) M¨oglichkeiten, A in m Klassen aufzuteilen. Oder ich teile A in m + 1 Klassen auf; dann kann ich a zu einer dieser Klassen dazunehmen, also gibt es daf¨ ur insgesamt (m+1)S(n, m+1) M¨oglichkeiten. Zu Teil (c):  Wir betrachten die Klasse, in der a landet. Sei n+1−k ihre Gr¨oße. Es n n gibt n−k = k M¨oglichkeiten, die u ¨brigen n − k Elemente aus A auszuw¨ahlen; dann muß noch die verbleibende k-elementige Menge in m Klassen eingeteilt werden. Teil (d) folgt aus (a) und (c). Aufgabe (2): Sei A die Menge der 20 Leute und seien Aj (j = 1, . . . , 5) die Vereine. Nach Voraussetzung gilt #A = 20 und #Aj = 10. Die Siebformel liefert X X 0 ≤ #A(0) ≤ #A − #Aj + #(Aj ∩ Ak ) , j



j j2 + 1, . . . , jk > jk−1 + 1. Wir k¨onnen also eine neue Menge bilden: T 0 = {j1 , j2 − 1, j3 − 2, . . . , jk − (k − 1)} ⊂ {1, 2, . . . , 2n − k} . Da sich diese Konstruktion umkehren l¨aßt, haben wir gezeigt, daß die gesuchte Zahl gleich der  Zahl der k-Teilmengen einer (2n − k)-elementigen Menge ist, also 2n−k gleich k .



¨ ABZAHLENDE KOMBINATORIK



19



Jetzt k¨onnen wir die Siebformel anwenden, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu berechnen. wn = =



#A(0) #A n 2n n! X (2n)!



k



(−1)







k=0



 2n − k (2n − 2k)! k 2n−k (n − k)!



n X (−1)k (2n − k)! 2k n! = k! (2n)! (n − k)! k=0 n X (−1)k (2n)(2n − 2)(2n − 4) . . . (2n − 2k + 2) = k! (2n)(2n − 1)(2n − 2) . . . (2n − k + 1) k=0



Die ersten paar Werte w0 = 1,



w1 = 0,



w2 = w3 = 13 ,



w4 =



12 , 35



w5 =



47 , 135



...



deuten darauf hin, daß wn einen Grenzwert hat. Tats¨achlich gilt Proposition 4.4. lim wn = e−1 = 0.367879 . . . .



n→∞



Zum Beweis benutzen wir ein etwas allgemeineres Lemma, das wir zun¨achst formulieren und beweisen wollen. Lemma 4.5. In der Siebformel (Satz 4.1) seien die Mengen A und Aj von einem Parameter n abh¨angig: A(n) usw. Wir bezeichnen mit a(n, k) den k-ten Term X a(n, k) = #A(n)T #T =k



in der Siebformel. Wenn f¨ ur jedes k der Grenzwert a(n, k) =: ak n→∞ #A(n) lim



existiert, dann gilt f¨ ur alle m ≥ 0, f¨ ur die die Summe auf der rechten Seite konvergiert,   ∞ X #A(n)(m) k−m k (4.2) lim = (−1) ak . n→∞ #A(n) m k=m Beweis: Nach der Siebformel gilt  m+2s   X  a(n, k)  k−m k  (−1) ≤ (m)  m #A(n) #A(n) k=m   m+2s+1 X #A(n)  a(n, k)  k−m k  (−1)  ≥ m #A(n) k=m
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Es folgt   m+2s X #A(n)(m) k−m k lim sup ≤ (−1) ak #A(n) m n→∞ k=m   m+2s+1 X #A(n)(m) k−m k lim inf ≥ (−1) ak . n→∞ #A(n) m k=m Wenn die Summe auf der rechten Seite von (4.2) konvergiert, dann folgt die Behauptung, wenn wir s → ∞ gehen lassen. 2 Beweis (von Prop. 4.4): Hier haben wir (mit den Bezeichnungen des Lemmas) a(n, k) 1 (2n)(2n − 2)(2n − 4) . . . (2n − 2k + 2) = , #A(n) k! (2n)(2n − 1)(2n − 2) . . . (2n − k + 1) also a(n, k) 1 = . n→∞ #A(n) k! lim



Aus dem Lemma folgt dann   ∞ X (−1)k−m k e−1 #A(n)(m) lim = = ; n→∞ #A(n) k! m m! k=m der Fall m = 0 gibt die Behauptung.



2



Man k¨onnte auch an folgenden Beweis“ denken: ” F¨ ur ein gegebenes Paar ist die Wahrscheinlichkeit, daß es nebeneinander zu liegen kommt, gleich   1 2n 1 = . 2n − 1 2 n Die Wahrscheinlichkeit, daß alle n Paare nicht zusammenkommen, ist also  n 1 1− → e−1 . n Der Fehler in dieser Argumentation ist, daß implizit angenommen wird, daß die n Paare bez¨ uglich des Zusammentreffens voneinander unabh¨angig sind. Das ist nat¨ urlich falsch (das sieht man auch daran, daß wn f¨ ur n = 2, 3, . . . von (1 − n1 )n verschieden ist). Das Ergebnis bleibt aber richtig, was daran liegt, daß sich die Paare doch ann¨ahernd unabh¨angig verhalten, wenn man nicht zu viele (relativ zu n) gleichzeitig betrachtet. 4.6. Memory. Es ist Ihnen sicher auch schon aufgefallen, daß beim Memory-Spiel sehr h¨aufig ein Paar gleicher Karten nebeneinander zu liegen kommt, auch wenn die Karten sehr gut gemischt waren. Wir wollen hier die Wahrscheinlichkeit (f¨ ur viele Karten) daf¨ ur bestimmen, daß das nicht passiert. Diese Frage ist das zwiedimensionale Analogon zu Aufgabe (3). Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, daß die Karten in einem Quadrat ausgelegt werden (das Ergebnis bleibt richtig, wenn man Rechtecke betrachtet, deren beide Seitenl¨angen beliebig groß werden). Wir betrachten also N = 2n2 Paare von Karten, die in einem (2n) × (2n)-Quadrat
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ausgelegt werden. Es sei Wn die Wahrscheinlichkeit, daß dabei kein Paar von Karten zusammen kommt. Wir wollen den Grenzwert limn→∞ Wn bestimmen. Wir gehen so vor wie f¨ ur Aufgabe (3). Die Menge A(n) hat die M¨achtigkeit (2N )! #A(n) = 2N N ! . Die M¨oglichkeiten, einen Dominostein (oder ein aneinanderliegendes Kartenpaar) auf dem Quadrat zu plazieren, bilden eine Indexmenge I(n), die die Ausnahmemengen Ai (n) ⊂ A(n) indiziert. Mit den Bezeichnungen des Lemmas haben wir dann offenbar (2N − 2k)! a(n, k) = b(n, k) N −k , 2 (N − k)! wo b(n, k) die M¨oglichkeiten z¨ahlt, k Dominosteine auf dem Quadrat unterzubringen (ohne daß sie sich u ¨berschneiden). Die Anzahlen b(n, k) zu bestimmen ist sicher sehr schwierig, aber das ist auch gar nicht n¨otig. F¨ ur unsere Zwecke gen¨ ugt folgende Absch¨atzung. Lemma 4.6. Sei m = 4n(2n − 1) = 4(N − n). F¨ ur 0 ≤ k ≤ 17 m gilt     m(m − 7)(m − 14) . . . (m − 7(k − 1)) m k m/7 =7 ≤ b(n, k) ≤ . k! k k Insbesondere haben wir 2k b(n, k) = lim n→∞ (2N )k k! f¨ ur alle k ≥ 0. Beweis: Die Zahl m ist die Gr¨oße von I(n), also die Anzahl der M¨oglichkeiten, einen Dominostein unterzubringen. Wir stellen uns vor, die k Dominosteine der Reihe nach auf das Quadrat zu legen. Jedesmal, wenn wir einen Stein plazieren, verringern wir die Anzahl der M¨oglichkeiten f¨ ur weitere Steine. Diese Anzahl verringert sich mindestens um 1 (die Position, die der gerade abgelegte Stein einnimmt) und h¨ochstens um 7 (die Positionen, die verboten“ werden, wenn der ” Stein nicht am Rand liegt und nicht an einen anderen Stein angrenzt). Daraus folgt die Behauptung. (Der Term k! im Nenner kommt daher, daß die Reihenfolge der Dominosteine irrelevant ist.) Die Limesformel folgt, wenn man limn→∞



m 2N



= 2 beachtet.



Nun ist es nicht mehr schwer. Wir haben a(n, k) b(n, k) 2k (2N )k (2N − 2k)!N ! 2k = lim = . lim n→∞ (2N )k n→∞ #A(n) (2N )!(N − k)! k! Mit Lemma 4.5 folgt dann (4.3)



#A(n)(m) 2m −2 = e n→∞ #A(n) m! lim



und speziell lim Wn = e−2 = 0.135335 . . .



n→∞



Die Wahrscheinlichkeit f¨ ur ein zusammenliegendes Paar n¨ahert sich also 1 − e−2 = 0.8646647 . . . , was die zu Beginn angesprochene Beobachtung erkl¨art.
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Formel (4.3) sagt, daß die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl nebeneinanderliegender Paare sich einer Poissonverteilung mit Mittelwert 2 n¨ahert. Man wird also durchschnittlich zwei Paare finden, die unmittelbar zusammen liegen. 5. Abz¨ ahlen von Bahnen Bei Abz¨ahlproblemen tritt oft der Fall ein, daß man gewisse Objekte als ununterscheidbar betrachtet und deshalb insgesamt nur einmal z¨ahlen m¨ochte. Meistens l¨aßt sich diese Situation durch die Operation einer (endlichen) Gruppe G auf der (endlichen) Menge X der Objekte beschreiben, wobei zwei Objekte nicht unterschieden werden, wenn sie durch diese Operation ineinander u uhrt ¨bergef¨ werden (also in derselben Bahn liegen). Das Problem l¨aßt sich also allgemein so formulieren. Eine endliche Gruppe G operiere (von links) auf einer endlichen Menge X. Wie groß ist der Bahnenraum G\X? (D.h., wie viele Bahnen hat diese Operation?) Wir wollen zun¨achst einen einfachen Spezialfall formulieren (den wir auch schon h¨aufig implizit angewendet haben). Lemma 5.1. Die Gruppe G operiere auf X mit trivialen Stabilisatoren (d.h. f¨ ur jedes x ∈ X ist der Stabilisator Gx = {g ∈ G | g · x = x} trivial). Dann gilt #(G\X) =



#X . #G



Beweis: Nach der grundlegenden Formel #G = #(G · x)#Gx gilt hier, daß jede Bahn G · x so groß ist wie G. 2 Eine ¨ahnliche Aussage gilt, wenn etwas allgemeiner alle Stabilisatoren Gx dieselbe M¨achtigkeit haben. Normalerweise kann man aber nicht erwarten, daß alle Stabilisatoren gleich groß sind. Den allgemeinen Fall behandelt das folgende Resultat, das unter dem Namen Lemma von Burnside“ bekannt ist, jedoch zuerst von Cauchy und von ” Frobenius bewiesen wurde. Proposition 5.2. Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge X. Dann gilt 1 X #{x ∈ X | g · x = x} . #(G\X) = #G g∈G In Worten: Die Gr¨oße des Bahnenraums ist gleich der durchschnittlichen Anzahl von Fixpunkten in X der Elemente von G. Beweis: F¨ ur den Beweis z¨ahlen wir die Menge M = {(g, x) ∈ G × X | g · x = x} zweimal ab. Zum einen haben wir X X #M = #{x ∈ X | (g, x) ∈ M } = #{x ∈ X | g · x = x} , g∈G



g∈G
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auf der anderen Seite gilt X X X #M = #{g ∈ G | (g, x) ∈ M } = #Gx = x∈X



x∈X



x∈X



#G #(G · x)



X X 1 X = #G = #G 1 = #G#(G\X) . #B x∈B B∈G\X



B∈G\X



Daraus folgt die Behauptung.



2



Es folgen einige Anwendungsbeispiele. 5.1. Der kleine Satz von Fermat. Dieser sagt bekanntlich, daß f¨ ur alle Primzahlen p und alle ganzen Zahlen a die Zahl ap − a von p geteilt wird. F¨ ur den folgenden Beweis nehmen wir an, daß a positiv ist. (Da die Aussage des Satzes nur von der Restklasse von a modulo p abh¨angt, ist das keine Einschr¨ankung.) Anschaulich stellen wir uns Halsketten (oder Armb¨ander) vor, die aus p Perlen von (bis zu) a verschiedenen Sorten bestehen. Auf diesen Objekten operiert die zyklische Gruppe Cp der Ordnung p durch Rotation. Etwas formaler k¨onnen wir als Menge X die Menge der Abbildungen Cp → {1, 2, . . . , a} betrachten, auf der Cp in nat¨ urlicher Weise operiert. Wir m¨ ussen nun die Fixpunkte abz¨ahlen. Das Nullelement von Cp hat offensichtlich alle Elemente von X als Fixpunkte. F¨ ur alle anderen Elemente gilt, daß sie die Gruppe Cp erzeugen. Da Cp transitiv auf sich selbst operiert, bedeutet das, daß die Fixpunkte genau die konstanten Abbildungen sind (anschaulich: Halsketten aus nur einer Sorte Perlen). Also gilt Z 3 #(Cp \X) =



ap − a ap + (p − 1)a =a+ , p p



womit der Satz bewiesen ist. 5.2. F¨ arbungen des Wu ¨ rfels. Wir wollen uns u ¨berlegen, auf wie viele Weisen man die Seitenfl¨achen eines W¨ urfels schwarz und weiß f¨arben kann (jede Fl¨ache soll nat¨ urlich einfarbig sein). Dabei sollen F¨arbungen, die durch eine Drehung des W¨ urfels ineinander u ¨bergehen, nicht unterschieden werden. ¨ Sei also G die Symmetriegruppe des W¨ urfels. Wir m¨ ussen uns einen Uberblick u ¨ber die Elemente von G und ihre Operation auf der Menge S der Seiten des W¨ urfels verschaffen. G hat insgesamt 24 Elemente (als abstrakte Gruppe ist G isomorph zur symmetrischen Gruppe S4 ), die sich wie folgt einteilen lassen. (a) Die Identit¨at. Sie hat 6 Bahnen auf S. (b) 6 Drehungen um 180◦ , deren Drehachse zwei Kantenmittelpunkte verbindet. Sie haben jeweils 3 Bahnen auf S. (c) 8 Drehungen um ±120◦ , deren Drehachse zwei Ecken verbindet. Sie haben jeweils 2 Bahnen auf S. (d) 6 Drehungen um ±90◦ , deren Drehachse zwei Fl¨achenmittelpunkte verbindet. Sie haben jeweils 3 Bahnen auf S. (e) 3 Drehungen um 180◦ , deren Drehachse zwei Fl¨achenmittelpunkte verbindet. Sie haben jeweils 4 Bahnen auf S.
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Die m¨oglichen F¨arbungen lassen sich interpretieren als die Abbildungen S → {schwarz, weiß}. Auf dieser Menge X operiert G durch die Operation auf S wie folgt. F¨ ur eine Abbildung f ∈ X gilt (g · f )(s) = f (g −1 · s) . (Die auf den ersten Blick vielleicht etwas seltsam wirkende Bildung des Inversen ist notwendig, um wieder eine Operation von links zu bekommen. Das merkt man, wenn man versucht nachzurechnen, daß g1 · (g2 · f ) = (g1 g2 ) · f gilt.) Sei nun g ∈ G eine beliebige Drehung. Wie viele Fixpunkte hat g auf X? Wenn eine F¨arbung von g fixiert werden soll, dann m¨ ussen offenbar Seiten, die von g ineinander u uhrt werden, dieselbe Farbe haben. Anders ausgedr¨ uckt: Eine ¨bergef¨ F¨arbung ist genau dann Fixpunkt von g, wenn sie auf den Bahnen von g auf S konstant ist. Das zeigt #{x ∈ X | g · x = x} = 2#(hgi\S) . (Im Exponenten steht die Anzahl der Bahnen von g (oder ¨aquivalent: der von g erzeugten Untergruppe hgi ⊂ G) auf S.) Aus der Aufz¨ahlung der Elemente von G und der Anzahl ihrer Bahnen auf S ergibt sich daher f¨ ur die Anzahl der F¨arbungen 1 #(G\X) = (26 + 6 · 23 + 8 · 22 + 6 · 23 + 3 · 24 ) = 10 . 24 Wie ist es nun, wenn wir den W¨ urfel nicht schwarz-weiß, sondern mit einer beliebigen Anzahl r von Farben anmalen m¨ochten? Unsere Argumentation bleibt g¨ ultig; es gilt also immer noch, daß die von g ∈ G fixierten F¨arbungen gerade die sind, die auf den Bahnen von g auf S konstant sind. Damit folgt (wir m¨ ussen einfach 2e durch re ersetzen) f¨ ur die Anzahl a(r) der F¨arbungen mit r Farben: 1 a(r) = (r6 + 3 r4 + 12 r3 + 8 r2 ) . 24 5.3. Verallgemeinerung. Die Argumentation, die wir beim W¨ urfel benutzt haben, l¨aßt sich ganz allgemein in folgender Situation anwenden. Wir haben eine Gruppe G, die auf einer Menge S operiert, und wir wollen die Bahnen von G auf der Menge X der Abbildungen von S nach F abz¨ahlen. Wie oben ergibt sich, daß die Fixpunkte von g gerade die Abbildungen sind, die auf den Bahnen von g auf S konstant sind. Das f¨ uhrt zu der Formel 1 X #(G\X) = (#F )#(hgi\S) . #G g∈G Bemerkung 5.3. Formeln wie diese stehen am Anfang einer relativ weit ausgebauten Methode (der sogenannten Polyaschen Abz¨ahltheorie) zum Abz¨ahlen von Bahnenr¨aumen unter verschiedenen Arten von Operationen. Um diese Methode zu verstehen, braucht man allerdings gute Kenntnisse u ¨ber erzeugende Funktionen. Der zweite Teil dieser Vorlesung wird eine Einf¨ uhrung in erzeugende Funktionen bringen.
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6. Graphen und B¨ aume. Der Satz von Cayley In diesem Kapitel soll nun endlich (wie in der Vorlesungsank¨ undigung versprochen) der Satz von Cayley u ber die Anzahl der markierten B¨aume bewiesen ¨ werden. Wir werden gleich drei verschiedene Beweise besprechen. Zwei davon (einer mittels Rekursion/Induktion, der andere mittels Bijektion) werden dabei recht ausf¨ uhrlich behandelt; der dritte besteht darin, das Ergebnis auf einen anderen Satz zur¨ uckzuf¨ uhren, den wir hier nicht beweisen wollen. Zuerst brauchen wir aber einige Definitionen, damit wir u ¨berhaupt wissen, wor¨ uber wir reden. Definition 6.1. (1) Ein (einfacher) ungerichteter (schlingenloser) Graph Γ besteht aus einer (endlichen) Menge E von Ecken (oder Knoten, engl. vertex/vertices) und einer Teilmenge K der Menge der zweielementigen Teilmengen von E; die Elemente von K werden Kanten (engl. edge(s)) genannt. Wir schreiben Γ = (E, K) und E = EΓ , K = KΓ . Ist k = {a, b} ∈ K eine Kante, so nennt man a, b ∈ E die Endpunkte von k. Der Grad (auch die Valenz genannt) deg(e) einer Ecke e ∈ E ist die Anzahl der Kanten, die e als Endpunkt haben. (2) Ein (einfacher) gerichteter Graph Γ besteht aus einer (endlichen) Menge E von Ecken und einer Menge K ⊂ E × E (deren Elemente wieder Kanten heißen) von geordneten Paaren von Ecken. Wir schreiben wieder Γ = (E, K) und E = EΓ , K = KΓ . Ist k = (a, b) ∈ K eine Kante, so nennt man a ∈ E den Anfangspunkt und b ∈ E den Endpunkt von k. (3) Ein Graph Γ1 = (E1 , K1 ) heiß Teilgraph von Γ = (E, K), wenn E1 ⊂ E und K1 ⊂ K gilt. Der Teilgraph heißt voll, wenn K1 aus allen Kanten in K besteht, deren Endpunkte (bzw. Anfangs- und Endpunkt) in E1 liegen. (4) Der Graph Kn = ({1, 2, . . . , n}, {{i, j} | 1 ≤ i < j ≤ n}) heißt der vollst¨andige Graph auf n Ecken. Wenn im Folgenden einfach von einem Graphen die Rede ist, dann ist stets ein ungerichteter Graph gemeint. Man veranschaulicht einen Graphen meist durch eine Zeichnung, in der die Ecken durch Punkte und die Kanten durch Strecken oder B¨ogen dargestellt werden, die die Endpunkte der Kante miteinander verbinden. Bei orientierten Graphen gibt man die Richtung durch einen Pfeil an. Definition 6.2. (1) Sei Γ = (E, K) ein (ungerichteter) Graph. Eine Folge γ = e0 , k1 , e1 , k2 , e2 , . . . , en−1 , kn , en mit e0 , e1 , . . . , en ∈ E und k1 , k2 , . . . , kn ∈ K, so daß km = {em−1 , em } f¨ ur alle m = 1, 2, . . . , n und km 6= km+1 f¨ ur alle m = 1, 2, . . . , n − 1 gilt, heißt ein Weg in Γ von e0 (dem Anfangspunkt von γ) nach en (dem Endpunkt von γ). n heißt die L¨ange von γ. (2) Sei Γ = (E, K) ein gerichteter Graph. Eine Folge γ = e0 , k1 , e1 , k2 , e2 , . . . , en−1 , kn , en
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mit e0 , e1 , . . . , en ∈ E und k1 , k2 , . . . , kn ∈ K, so daß km = (em−1 , em ) f¨ ur alle m = 1, 2, . . . , n und km 6= km+1 f¨ ur alle m = 1, 2, . . . , n − 1 gilt, heißt ein Weg in Γ von e0 (dem Anfangspunkt von γ) nach en (dem Endpunkt von γ). n heißt die L¨ange von γ. Ein Weg positiver L¨ange, dessen Anfangs- und Endpunkt u ¨bereinstimmen, heißt ein Kreis. Ein (ungerichteter) Graph heißt zusammenh¨angend, wenn zwischen je zwei seiner Ecken ein Weg existiert. Ein zusammenh¨angender Graph mit mindestens einer Ecke, der keine Kreise enth¨alt, heißt ein Baum. Sei Γ ein Graph. Ein Teilgraph B von Γ heißt aufspannender Baum von Γ, wenn EB = EΓ gilt und B ein Baum ist.



Jetzt wissen wir also endlich, was ein Baum ist. Ein Topologe w¨ urde sagen, ein Baum sei ein zusammenh¨angender und einfach zusammenh¨angender Graph. Wir werden gleich sehen, daß B¨aume gerade minimale zusammenh¨angende Graphen sind (bei vorgegebener Eckenmenge). Zuerst brauchen wir aber ein Lemma, das zeigt, wie man B¨aume schrittweise auf- oder abbauen kann. Lemma 6.3. Sei B = (E, K) ein Baum mit #E ≥ 2. Dann gilt: (a) Es gibt eine Ecke e ∈ E mit deg(e) = 1. (b) Sei k ∈ K die (einzige) Kante mit e als Endpunkt. Dann ist der Graph B 0 = (E \ {e}, K \ {k}) ebenfalls ein Baum. Beweis: (a): Da B nach Voraussetzung zusammenh¨angend ist und es mindenstens zwei Ecken gibt, hat jede Ecke mindestens Grad 1. (Eine Ecke vom Grad 0 w¨are isoliert — es g¨abe keinen Weg von dieser Ecke zu einer anderen.) Wir nehmen also an, all Ecken h¨atten Grad mindestens 2. Dann k¨onnen wir, ausgehend von einer beliebigen Ecke e0 ∈ E, einen unendlich langen Weg e0 , k1 , e1 , k2 , e2 , . . . konstruieren — da es an jeder Ecke, an die wir kommen, stets noch wenigstens eine andere Kante gibt als die, l¨angs der wir gekommen sind, l¨aßt sich der Weg stets fortsetzen. Weil es aber nur endlich viele Ecken gibt, muß es Zahlen 0 ≤ m < n geben, so daß em = en ist. Dann ist aber das Teilst¨ uck von em bis en unseres Weges ein Kreis, im Widerspruch zur Voraussetzung, daß B ein Baum ist. (b): Wenn B 0 einen Kreis enthielte, w¨are das auch ein Kreis in B. Da B ein Baum ist, kann also auch B 0 keinen Kreis enthalten. Es bleibt zu zeigen, daß B 0 zusammenh¨angend ist. Dazu bemerken wir, daß jeder Weg in B, der die Ecke e enth¨alt, dort beginnen oder enden muß (denn nach der Definition ist . . . , k, e, k, . . . in einem Weg verboten). Seien nun e1 , e2 ∈ E \ {e} zwei Ecken von B 0 . Da B zusammenh¨angend ist, gibt es in B einen Weg von e1 nach e2 . Da dieser Weg in e weder beginnt noch endet, kommt e und damit auch k in diesem Weg nicht vor. Der Weg ist also auch ein Weg in B 0 . 2 Dieses Lemma ist deswegen wichtig, weil es uns Induktionsbeweise f¨ ur Aussagen u ¨ber B¨aume erm¨oglicht. Das folgende Lemma gibt ein Beispiel. Lemma 6.4. Sei Γ ein Graph mit n ≥ 1 Ecken.
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(a) Ist Γ ein Baum, so hat Γ genau n − 1 Kanten. (b) Ist Γ zusammenh¨angend, so hat Γ mindestens n − 1 Kanten. (c) Ist Γ zusammenh¨angend mit n − 1 Kanten, dann ist Γ ein Baum. Beweis: (a): Durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar. Sei also jetzt B = (E, K) ein Baum mit n + 1 ≥ 2 Ecken, und sei B 0 = (E 0 , K 0 ) zu B gem¨aß Lemma 6.3 (b) gebildet. Dann ist B 0 ein Baum mit n Ecken; nach Induktionsvoraussetzung gilt dann also #K 0 = n − 1. Es folgt #K = #K 0 + 1 = n = (n + 1) − 1 = #E − 1. (b): Sei Γ zusammenh¨angend. Dann ist Γ entweder ein Baum, und die Behauptung folgt aus Teil (a). Oder Γ enth¨alt einen Kreis. Dann k¨onnen wir eine Kante des Kreises aus Γ entfernen, und der resultierende Graph Γ0 ist immer noch zusammenh¨angend (und hat dieselbe Eckenmenge wie Γ, aber eine Kante weniger). [Diese Aussage ist anschaulich klar. Der formale Beweis ist ein wenig umst¨andlich, aber nicht schwierig.] Die Behauptung folgt durch Induktion u ¨ber die Anzahl der Kanten (mit dem Fall Γ ist Baum“ als Induktionsanfang). ” (c): W¨are Γ kein Baum, dann h¨atten wir wieder einen Kreis, und das Argument im Beweis von Teil (b) w¨ urde einen zusammenh¨angenden Graphen mit weniger als n − 1 Kanten produzieren; Widerspruch. 2 Es folgt noch eine weitere Definition. Dabei verwenden wir folgende Schreibweise. Sei f : E → M eine Abbildung auf der Eckenmenge eines Graphen Γ = (E, K). Dann setzen wir f (K) = {{f (a), f (b)} | {a, b} ∈ K} ⊂ P(M ) .



Definition 6.5. (1) Seien Γ1 = (E1 , K1 ) und Γ2 = (E2 , K2 ) zwei Graphen. Eine Abbildung f : E1 → E2 heißt Isomorphismus zwischen Γ1 und Γ2 , wenn f bijektiv ist und f (K1 ) = K2 gilt. Zwei Graphen, zwischen denen es einen Isomorphismus gibt, heißen (wie u ¨blich) isomorph. Diese Beziehung definiert eine ¨ Aquivalenzrelation; wir k¨onnen also von Isomorphieklassen von Graphen sprechen. (2) Sei Γ = (E, K) ein Graph. Ein Isomorphismus zwischen Γ und sich selbst (also eine Permutation f von E mit f (K) = K) heißt Automorphismus von Γ. Die Menge aller Automorphismen von Γ bildet (wie u ¨blich) eine Gruppe, die Automorphismengruppe Aut(Γ) von Γ. Sie ist eine Untergruppe der Permutationsgruppe von E. Man spricht von markierten Graphen (oder B¨aumen), wenn man die Eckenmenge E festh¨alt. Man kann sich das so vorstellen, daß man die Ecken numeriert. Wenn es einem nur auf die Gestalt“ des Graphen ankommt, spricht man von ” freien Graphen (oder B¨aumen). Das heißt, man betrachtet Isomorphieklassen von Graphen. Zum Beispiel sind die folgenden beiden Graphen als markierte Graphen versschieden, aber als freie Graphen gleich.
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Das folgende Lemma sagt uns, wie viele markierte Graphen (bei festem E) zu einem gegebenen freien Graphen geh¨oren. Lemma 6.6. Sei Γ ein freier Graph mit n Ecken. Dann ist die Anzahl der markierten Graphen (E, K) (mit festem E, so daß #E = n), die zu Γ isomorph sind, gegeben durch n! . # Aut(Γ) Beweis: Sei (E, K0 ) ein beliebiger zu Γ isomorpher Graph. Dann sind alle zu Γ isomorphen Graphen mit Eckenmenge E gegeben durch (E, f (K0 )), wobei f alle Permutationen von E durchl¨auft. Wir m¨ ussen also die L¨ange der Bahn von K0 unter der Permutationsgruppe S(E) bestimmen. Diese ist gegeben durch #S(E) n! #(S(E) · K0 ) = = , #S(E)K0 # Aut(Γ) denn der Stabilisator von K0 ist nichts anderes als die Automorphismengruppe von Γ = (E, K0 ). 2 Wir wollen jetzt die Anzahl t(n) der markierten B¨aume bestimmen f¨ ur kleine Werte von n. n = 1: s1 Also haben wir t(1) = 1.



Hier gibt es nur einen Baum: n = 2:



s2 Also haben wir t(2) = 1. Hier gibt es ebenfalls nur einen Baum: 1 s s s s n = 3:  3 A3 A 3  A  A Es gibt die folgenden B¨aume: s2 1 s As2 1 s As 2 1 s Alternativ kann man sich u ¨berlegen, daß die Automorphismengruppe des s s zwei Elemente hat. einzigen freien Baums mit drei Ecken: s Beides f¨ uhrt zu t(3) = 3. n = 4: F¨ ur gr¨oßere Werte von n ist es etwas m¨ uhsam, alle markierten B¨aume einzeln aufzuz¨ahlen, zumal es schnell sehr viele werden. F¨ ur n = 4 ist das gerade noch machbar: s s @ s @s
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Es geht einfacher, wenn man das Lemma 6.6 benutzt. Es gibt zwei freie B¨aume mit vier Ecken:  s s s s # Aut = 2, das ergibt 4!2 = 12 B¨aume    s 16 B¨aume     s s s # Aut = 6, das ergibt 4!6 = 4 B¨aume Also ist t(4) = 16. n = 5: Hier gibt es drei freie B¨aume. r



r



r



r



r



# Aut = 2 , das ergibt



5! 2



# Aut = 2 , das ergibt



5! 2



# Aut = 24, das ergibt



5! 24
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Also ist t(5) = 125.



 = 60 B¨aume        = 60 B¨aume 125 B¨aume        = 5 B¨aume



Daß es jeweils keine weiteren freien B¨aume gibt, l¨aßt sich mit Lemma 6.3 nach¨ pr¨ ufen. Es sei als kleine Ubung enpfohlen, sich davon zu u ¨berzeugen, daß t(6) = 1296 ist. All diese Ergebnisse lassen den folgenden Satz vermuten. Satz 6.7 (Cayley). Es gilt t(n) = nn−2 f¨ ur alle n ≥ 1. Cayley hat diesen Satz als erster formuliert, wenn auch nicht vollst¨andig bewiesen. Inzwischen gibt es unz¨ahlige Beweise daf¨ ur. Drei (oder eigentlich zweieinhalb) davon will ich hier vorf¨ uhren. Erster Beweis: Dieser Beweis verwendet Rekursion und Induktion. Da es keine vern¨ unftige Rekursionsformel f¨ ur die Folge t(n) = nn−2 gibt (jedenfalls keine offensichtliche), muß man die Fragestellung erst etwas verfeinern. Wir denken uns die Ecken irgendwie total geordnet und definieren f¨ ur nichtnegative ganze Zahlen d1 , . . . , dn T (d1 , d2 , . . . , dn ) = #{B | B Baum mit EB = {e1 , . . . , en } und deg(ej ) = dj f¨ ur alle j} . Dann gilt folgendes. (a) (b) (c) (d)



T (d1 , . . . , dn ) = 0, falls d1 + · · · + dn 6= 2n − 2. T (0) = 1. T (d1 , . . . , dn ) = 0, falls n ≥ 2 und ein dj = 0 ist. Wenn σ ∈ Sn eine Permutation von {1, 2, . . . , n} ist, dann gilt T (dσ(1) , . . . , dσ(n) ) = T (d1 , . . . , dn ).



Zum P Beweis von Aussage (a) beachten wir, daß f¨ ur jeden Graphen Γ = (E, K) gilt: e∈E deg(e) = 2 #K. Das sieht man durch zweifaches Abz¨ahlen von {(e, k) ∈ E × K | e Endpunkt von k} .



Da ein Baum mit n Ecken gerade n − 1 Kanten hat, folgt die Behauptung.
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Aussage (b) ist trivial. Aussage (c) ist auch klar, denn eine Ecke vom Grad 0 w¨are isoliert, und der Graph nicht zusammenh¨angend (da n ≥ 2, gibt es weitere Ecken). Aussage (d) ist klar. Sei nun B = (E, K) ein Baum mit n ≥ 2 Ecken, die die Grade d1 , . . . , dn haben. Nach Lemma 6.3 gibt es eine Ecke vom Grad 1. Durch Umnumerieren k¨onnen wir annehmen, daß dn = deg(en ) = 1 gilt. Die einzige Kante k mit en als Endpunkt verbindet en mit einer anderen Ecke em , und wenn wir en zusammen mit k entfernen, verbleibt ein Baum, dessen Ecken die Grade d1 , . . . , dm−1 , dm − 1, dm+1 , . . . , dn−1 haben. Umgekehrt entsteht aus solch einem Baum in eindeutiger Weise ein Baum mit Eckengraden d1 , . . . , dn−1 , dn = 1, in dem die Ecke en mit der Ecke em verbunden ist. Das zeigt, daß folgende Aussage gilt. (e) F¨ ur n ≥ 2 gilt T (d1 , . . . , dn−1 , 1) =



n−1 X



T (d1 , . . . , dm−1 , dm − 1, dm+1 , . . . , dn−1 ) .



m=1



Zum Beispiel haben wir T (d1 , d2 , 1) = T (d1 − 1, d2 ) + T (d1 , d2 − 1) . Das erinnert an die bekannte Rekursion f¨ ur die Binomialkoeffizienten. Tats¨achlich gilt f¨ ur n ≥ 2 und d1 + d2 + · · · + dn = 2n − 2, daß (6.1)



T (d1 , d2 , . . . , dn ) =



(n − 2)! ; (d1 − 1)!(d2 − 1)! . . . (dn − 1)!



das ist ein sogenannter Multinomialkoeffizient, eine nat¨ urliche Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten. Daß die Behauptung f¨ ur n = 2 richtig ist, u uft man (unter Beachtung von ¨berpr¨ 1 = 0) anhand von T (2, 0) = T (0, 2) = 0 und T (1, 1) = 1. Der Beweis f¨ ur (−1)! n > 2 geschieht induktiv. Da beide Seiten symmetrisch in den dj sind, k¨onnen wir ohne Einschr¨ankung dn = 1 annehmen. Dann haben wir mit Eigenschaft (e) und der Induktionsvoraussetzung T (d1 , . . . , dn ) =



n−1 X



T (d1 , . . . , dm−1 , dm − 1, dm+1 , . . . , dn−1 )



m=1 n−1 X



(n − 3)! (d1 − 1)! . . . (dm−1 − 1)!(dm − 2)!(dm+1 − 1)! . . . (dn−1 − 1)! m=1 P (n − 3)! n−1 m=1 (dm − 1) = (d1 − 1)! . . . (dn−1 − 1)!(1 − 1)! (n − 2)! = . (d1 − 1)! . . . (dn − 1)! =



Um den Beweis abzuschließen, brauchen wir noch folgende Eigenschaft der Multinomialkoeffizienten (die auch ihren Namen erkl¨art).



¨ ABZAHLENDE KOMBINATORIK



31



Lemma 6.8. X



(x1 + x2 + · · · + xk )n =



j1 +j2 +···+jk



n! xj11 xj22 . . . xjkk . j !j ! . . . j ! k =n 1 2



Beweis: Durch Induktion nach k. Der Fall k = 2 ist bekannt, die F¨alle k = 0 und k = 1 trivial. F¨ ur k > 2 gilt (x1 + x2 + · · · + xk )n = ((x1 + · · · + xk−1 ) + xk )n X n! = (x1 + · · · + xk−1 )n−m xm k m!(n − m)! m X X n! (n − m)! j1 jk−1 m = x1 . . . xk−1 xk m!(n − m)! j ! . . . j ! 1 k−1 m j +···+j =n−m 1



=



X



j1 +···+jk−1



k−1



n! jk−1 m xj11 . . . xk−1 xk . j ! . . . jk−1 !m! +m=n 1 2



Damit ergibt sich (f¨ ur n ≥ 2) X t(n) =



T (d1 , d2 , . . . , dn )



d1 +d2 +···+dn =2n−2



=



X



(n − 2)! (d1 − 1)!(d2 − 1)! . . . (dn − 1)! =2n−2



X



(n − 2)! j !j ! . . . jn ! =n−2 1 2



d1 +d2 +···+dn



=



j1 +j2 +···+jn



= (1| + 1 +{z· · · + 1})n−2 = nn−2 . n Einsen



2



F¨ ur den nun folgenden zweiten Beweis (der eigentlich nur ein halber ist, da wir uns auf ein hier nicht bewiesenes Resultat st¨ utzen werden) formulieren wir den Satz von Cayley wie folgt. Der vollst¨andige Graph Kn hat genau nn−2 aufspannende B¨aume. Diese Formulierung legt nahe, nach einem allgemeinen Ergebnis u ¨ber aufspannende B¨aume in Graphen zu suchen. Tats¨achlich gibt es so etwas. Satz 6.9 ( Matrix-Tree-Theorem“). Sei ” ungerichteter (schlingenloser) Graph mit Matrix M durch   deg(e) Me,e0 = −1  0



Γ = (E, K) ein zusammenh¨angender n Ecken. Wir definieren eine E × Efalls e = e0 , falls {e, e0 } ∈ K, sonst.



Dann gilt: Die Anzahl der aufspannenden B¨aume von Γ ist gegeben durch einen beliebigen (n − 1) × (n − 1)-Minor von M (d.h. der Determinante einer Untermatrix, die aus M durch Streichen der e-ten Zeile und Spalte entsteht, f¨ ur ein beliebiges e ∈ E).



32



MICHAEL STOLL



Beachte, daß sich die Zeilen (und Spalten) von M zu null addieren; die Determinante von M selbst verschwindet also. In gewisser Weise macht dieser Satz die Aussage, daß das Z¨ahlen der aufspannenden B¨aume in einem Graphen (im Gegensatz zu vielen anderen Problemen, die beweisbar schwierig sind) einfach“ ist. Wir werden uns das gleich zu Nutze ” machen. Zweiter Beweis: Nach Satz 6.9 ist die gesuchte Zahl t(n) gleich einem beliebigen (n − 1) × (n − 1)-Minor der zum vollst¨andigen Graphen Kn geh¨origen Matrix Mn . Diese Matrix hat die Form Mn = n · In − En , wobei In die n × n-Einheitsmatrix und En die n × n-Matrix bestehend aus lauter Einsen ist. F¨ ur die Berechnung von t(n) k¨onnen wir zum Beispiel die letzte Zeile und Spalte entfernen und bekommen dann t(n) = det(Mn0 ) mit



Mn0 = n · In−1 − En−1 .



Nun beachten wir, daß die Matrix En−1 eine Basis von Eigenvektoren hat, bestehend aus (1, 1, . . . , 1)> , (1, −1, 0, . . . , 0)> , (0, 1, −1, 0, . . . , 0)> , . . . , (0, . . . , 0, 1, −1)> mit den Eigenwerten n − 1, 0, 0, . . . , 0. Folglich hat Mn0 dieselben Eigenvektoren, aber mit den Eigenwerten 1, n, n, . . . , n, und es ergibt sich t(n) = det(Mn0 ) = nn−2 . 2 Schließlich folgt hier noch ein dritter Beweis, diesmal durch Bijektion. Dritter Beweis: Wir wollen eine Bijektion herstellen zwischen markierten B¨aumen und Abbildungen {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n}. Da es nn solche Abbildungen gibt, aber nur nn−2 markierte B¨aume, m¨ ussen wir daf¨ ur sorgen, daß jeweils n2 Abbildungen zu jedem Baum geh¨oren. Wir tun das dadurch, daß wir die B¨aume mit Zusatzstruktur versehen, und zwar zeichnen wir zwei Ecken (die auch zusammenfallen d¨ urfen) als Wurzel w und als Spitze s aus. Wir betrachten also Tripel (B, w, s), wobei B = ({1, 2, . . . , n}, K) ein Baum ist und w, s ∈ {1, 2, . . . , n} die ausgew¨ahlten Ecken sind. Es ist dann klar, daß zu jedem Baum B gerade n2 solcher Tripel geh¨oren. Im Hinblick auf die Zurodnung zu den Abbildungen machen wir aus dem Baum B im Tripel (B, w, s) einen gerichteten Graphen tildeB, indem wir alle Kante in ˜ w, s) dann vorstellen als Richtung der Wuruel w orientieren. Wir k¨onnen uns (B, einen (zur Wurzel hin orientierten) Baum mit Baumstamm von der Spitze s zur ¨ Wurzel w, an dem seitlich noch verschiedene Aste h¨angen, die ihrerseits B¨aume sind, die zum Baumstamm hin orientiert sind. Auf der anderen Seite geh¨ort zu jeder Abbildung f : {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} in nat¨ urlicher Weise ein gerichteter Graph Γf = ({1, 2, . . . , n}, {(k, f (k)) | k ∈ {1, 2, . . . , n}}) . (D.h., von jeder Ecke k geht genau eine Kante aus; sie endet in f (k).) Da die Folge k, f (k), f (f (k)), . . . f¨ ur jedes k schließlich periodisch werden muß, sieht man, daß der Graph Γf in Komponenten zerf¨allt, die aus einem (orientierten)
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Kreis eventuell zusammen mit daran angeh¨angten zum Kreis hin orientierten B¨aumen bestehen. F¨ ur die Bijektion zwischen den Abbildungen f und den Tripeln (B, w, s) wollen ˜ w, s) identifizieren. Die wir nun die Kreise in Γf mit dem Baumstamm von (B, angeh¨angten Teilb¨aume werden dabei einfach mitgenommen. Aus einer Menge von Kreisen machen wir einen Baumstamm wie folgt. Wir suchen in jedem Kreis die kleinste Ecke; dann ordnen wir die Kreise nach aufsteigender kleinster Ecke an: k1 , k2 , . . . , kr . Die kleinste Ecke im Kreis k sei m(k); weiter sei n(k) = f (m(k)), also die auf die kleinste Ecke im Kreis folgende Ecke. Aus der Menge von Kreisen wird nun ein Weg, indem wir die Kanten (m(kj ), n(kj )) f¨ ur alle j = 1, 2, . . . , r entfernen und daf¨ ur neue Kanten (m(kj ), n(kj+1 )) f¨ ur j = 1, 2, . . . , r − 1 einf¨ ugen. Dieser Weg wird dann der Baumstamm (mit s = n(k1 ) und w = m(kr )); die angeh¨angten Seitenb¨aume der ¨ Kreise werden zu den Asten. ˜ w, s) Diese Konstruktion l¨aßt sich umkehren. Dazu nehmen wir ein Tripel (B, her und betrachten seinen Baumstamm. Wir setzen j = 1 und n1 = s. Dann wiederholen wir folgende Schritte: Wir suchen die kleinste Ecke mj auf dem Weg von nj nach w. Aus dem Teil des Baumstammes von nj bis mj machen wir einen Kreis, indem wir die von mj ausgehende Kante (falls vorhanden) entfernen und eine neue Kante (mj , nj ) einf¨augen. Falls mj = w, dann sind wir fertig. Sonst sei nj+1 die im urspr¨ unglichen Baumstamm auf mj folgende Ecke. Wir erh¨ohen j um 1 und setzen das Verfahren fort. Es ist klar, daß diese Konstruktion eine Bijektion liefert zwischen (orientierten) Wegen mit Eckenmenge E und disjunkten Vereinigungen von Kreisen, die zusammen ebenfalls die Eckenmenge E haben. Wenn wir die angeh¨angten B¨aume mitnehmen, erhalten wir also wie gew¨ unscht eine Bijektion zwischen den Abbildungen {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , n} und den Tripeln (B, w, s). Die folgende Skizze verdeutlicht dies an einem Beispiel.
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Eine Variante dieses Beweises ergibt sich, wenn man nur Abbildungen f betrachtet, die f (1) = 1 und f (n) = n erf¨ ullen. Dem entspricht, daß man f¨ ur jeden Baum die Wurzel w = n und die Spitze s = 1 w¨ahlt. Auf diese Weise erh¨alt man dann direkt eine Bijektion zwischen den B¨aumen und einer Menge der Gr¨oße nn−2 . 2
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Erzeugende Funktionen 7. Formale Potenzreihen Die Grundidee bei der Methode der Erzeugenden Funktionen ist, die Zahlenfolge, die einen interessiert (zum Beispiel die Anzahlen an von kombinatorischen Objekten, die von einem Paramter n abh¨angen), als Koeffizienten in eine Potenzreihe zu verpacken. Beziehungen zwischen kombinatorischen Objekten u ¨bersetzen sich dabei in Beziehungen zwischen den zugeh¨origen Potenzreihen. Dabei werden diese Potenzreihen zun¨achst ganz formal als algebraische Objekte behandelt, das heißt, ohne irgendwelche Konvergenzvoraussetzungen zu machen. (Insofern f¨ uhrt der Begriff Erzeugende Funktion“ etwas in die Irre, weil man die ” erzeugende Potenzreihe zun¨achst ja gerade nicht als Funktion (also etwas, das man an irgendwelchen Stellen auswerten kann) betrachtet.) Es ist jedoch oft der Fall, daß die sich ergebende Potenzreihe tats¨achlich positiven Konvergenzradius hat, also als (in einer Umgebung der Null holomorphe) Funktion interpretiert werden kann. Dann lassen sich mit analytischen Methoden zus¨atzliche Informationen u ¨ber die Koeffizienten gewinnen, zum Beispiel u ¨ber ihr asymptotisches Verhalten. Zun¨achst einmal m¨ ussen wir aber die zugrundeliegenden rein algebraischen Objekte verstshen. Dazu sei R ein kommutativer Integrit¨atsring der Charakteristik 0, also zum Beispiel R = Z, Q, C oder auch R = Q[Y ]. Definition 7.1. Der Ring der formalen Potenzreihen (in einer P Variablen) u ¨ber ∞ n R, geschrieben R[[X]], bestheht aus Elementen, die in der Form n=0 an X mit an ∈ R geschrieben werden. (Ganz formal kann man die Elemente mit Folgen (an )n≥0 von Elementen aus R identifizieren.) P P∞ n n Zwei Elemente f = ∞ n=0 an X und g = n=0 bn X werden wie folgt addiert bzw. subtrahiert: ∞ X f ±g = (an ± bn )X n . n=0



Das Produkt von f und g ist ∞ X f ·g = cn X n



mit



n=0



cn =



n X



ak bn−k .



k=0



Man kann nachrechnen, daß R[[X]] auf diese Weise zu einem kommutativen Integrit¨atsring wird. Es gibt eine kanonische Einbettung R −→ R[[X]] ,



r 7−→ r + 0 · X + 0 · X 2 + . . .



und einen kanonischen Epimorphismus R[[X]] −→ R ,



f=



∞ X



an X n 7−→ a0 = f (0) .



n=0



Proposition 7.2. Ein Element f ∈ R[[X]] besitzt genau dann einen Kehrwert (also ein multiplikatives Inverses), wenn f (0) ∈ R× ist.
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Beweis: Notwendigkeit ist klar, denn aus f · g = 1 in R[[X]] folgt f (0) · g(0) = 1 in Beweis, P R. Zum P daßndie Bedingung auch hinreichend ist, schreiben wir f = n a X , g = n n n bn X . Die Gleichung f g = 1 bedeutet dann a0 b0 = 1 und a0 bn + a1 bn−1 + · · · + an b0 = 0 f¨ ur n ≥ 1.



Wenn a0 ∈ R× ist, dann lassen sich also die Koeffizienten von g rekursiv berechnen als b0 = a−1 0 ,



bn = −a−1 ur n ≥ 1. 0 (an b0 + · · · + a1 bn−1 ) f¨ 2



Eine sehr wichtige Eigenschaft des Rings der formalen Potenzreihen ist, daß er eine nat¨ urliche Topologie tr¨agt, die ihn zu einem vollst¨andigen metrischen Raum macht. P Definition 7.3. F¨ ur eine Potenzreihe f = n an X n ∈ R[[X]] sei ( +∞ falls f = 0 v(f ) = min{n | an 6= 0} falls f 6= 0 und |f | = ( 12 )v(f ) ( = 0 falls f = 0). v(f ) heißt die Bewertung von f , und |f | heißt der Betrag von f . Proposition 7.4. Bewertung und Betrag haben folgende Eigenschaften. (a) v(f ± g) ≥ min{v(f ), v(g)} bzw. |f ± g| ≤ max{|f |, |g|} ≤ |f | + |g|. (b) v(f g) = v(f ) + v(g) bzw. |f g| = |f | |g|. (c) Der Ring R[[X]] wird durch die Metrik d(f, g) = |f − g| zu einem vollst¨andigen metrischen Raum. Beweis: (a) Das ist klar, wenn f = 0 oder g = 0. Der allgemeine Fall folgt aus der trivialen Tatsache an = bn = 0 =⇒ an ± bn = 0. Die erste Ungleichung f¨ ur ¨ den Betrag ist lediglich eine Ubersetzung der Aussage u ¨ber die Bewertung; die zweite ist trivial (denn |f |, |g| ≥ 0). (b) v(f g) ≥ v(f ) + v(g) folgt ¨ahnlich wie in Teil (a). Die Gleichheit folgt daraus, daß R Integrit¨atsring ist (d.h. a, b 6= 0 =⇒ ab 6= 0). Die Aussage u ¨ber die Betr¨age ¨ ist wiederum nur die Ubersetzung der Aussage u ¨ber die Bewertungen. (c) Daß d eine Metrik ist, ist klar (d(f, f ) = |f − f | = 0, d(f, g) = |f − g| = |g − f | = d(g, f ), die Dreiecksungleichung wurde in Teil (a) bewiesen). Es bleibt zu zeigen, daß diese Metrik vollst¨andig ist, d.h. daß jede Cauchy-Folge in R[[X]] konvergiert. Hier ist eine Beweisskizze. Sei (fj ) eine Cauchy-Folge in R[[X]] mit P fj = n ajn X n . Der erste Schritt ist zu zeigen, daß f¨ ur jedes n ein N existiert, so daß ajn konstant ( = an ) ist f¨ ur j ≥ NP . Das folgt leicht aus der CauchyEigenschaft. Dann zeigt man, daß fj gegen n an X n konvergiert. 2



Die versch¨arfte (sogenannte nichtarchimedische) Version der Dreiecksungleichung im Teil (a) der Proposition f¨ uhrt zu einem besonders einfachen Kriterium f¨ ur die Konvergenz von unendlichen Reihen und Produkten.



Proposition 7.5. Sei (fj ) eine Folge von Potenzreihen in R[[X]]. P (a) Die Reihe ∞ j=0 fj konvergiert genau dann in R[[X]], wenn |fj | → 0 (oder ur j → ∞. ¨aquivalent v(fj ) → ∞) f¨
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Q∞



(b) Das Produkt j=0 fj konvergiert genau dann in R[[X]], wenn |fj − 1| → 0 (oder ¨aquivalent v(fj − 1) → ∞) f¨ ur j → ∞. Beweis: (a) Die Notwendingkeit der Bedingung ist klar (sonst w¨are die Folge der Partialsummen keine Cauchy-Folge). Die Bedingung ist aber auch hinreichend: Sei ε > 0 gegeben. Dann gibt es nach Voraussetzung ein N , so daß |fj | < ε ist f¨ ur alle j ≥ N . Nach der versch¨arften Dreiecksungleichung gilt dann |



m+r X



fj | ≤ max{|fj | | m ≤ j ≤ m + r} < ε



j=m



f¨ ur alle m ≥ N und r ≥ 0. Also ist die Folge der Partialsummen eine CauchyFolge und damit konvergent. ¨ (b) Ubung. 2 Diese Proposition zeigt zum Beispiel, daß f¨ ur eine beliebige Folge (an ) in R die P∞ n Reihe n=0 an X konvergiert, was die Potenzreihenschreibweise f¨ ur die Elemente von R[[X]] rechtfertigt. Ein Beispiel f¨ ur ein konvergentes Produkt ist ∞ Y X 2 (1 − X n ) = 1 − X − X 2 + X 5 + X 7 ∓ · · · = (−1)m X (3m −m)/2 . n=1



m∈Z



Diese Gleichung ist der ber¨ uhmte Pentagonalzahlensatz von Euler. Er l¨aßt sich wie folgt kombinatorisch interpretieren (und auch mittels dieser Interpretation beweisen): F¨ ur jede nat¨ urliche Zahl n gibt es gleich viele Partitionen von n in ungerade viele verschiedene Teile wie in gerade viele verschiedene Teile, außer n ist von der Form n = 21 (3m2 − m) f¨ ur ein m ∈ Z. In diesem Fall gibt es von der einen Sorte eine Partition mehr als von der anderen Sorte, je nach Parit¨at von m. (Eine Partition von n ist eine Zerlegung von n in eine Summe positiver ganzer Zahlen ohne Beachtung der Reihenfolge.) Ein wichtiger Spzeialfall einer konvergenten Reihe von Potenzreihen tritt auf bei der Verkn¨ upfung von Potenzreihen. Dabei m¨ochte man eine Potenzreihe in eine andere einsetzen. P n Proposition 7.6. Seien f = ∞ n=0 an X und g Elemente von R[[X]] mit g(0) = 0. Dann konvergiert die Reihe ∞ X f (g) := an g n n=0



in R[[X]]. Beweis: Die Bedingung g(0) = 0 bedeutet v(g) ≥ 1. Es folgt v(an g n ) ≥ n, und 2 damit konvergiert die Reihe nach Prop. 7.5. Bemerkung 7.7. Ist g(0) 6= 0, dann gilt v(an g n ) = 0, falls an 6= 0. In diesem Fall konvergiert die Reihe genau dann, wenn f ein Polynom ist. Es ist nun einfach zu sehen, daß die Potenzreihen f mit f (0) = 0 bez¨ uglich dieser Verkn¨ upfung eine (nicht-kommutative) Halbgruppe (d.h. die Verkn¨ upfung ist assoziativ) mit dem neutralen Element X bilden. Dies wirft die Frage auf,
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wann eine Potenzreihe ein Inverses hat, d.h. f¨ ur welche f gibt es ein g mit f (g) = g(f ) = X? P n × Proposition 7.8. Ist f = ∞ n=0 an X ∈ R[[X]] mit a0 = 0 und a1 ∈ R , dann hat f eine inverse Potenzreihe g, d.h. eine Potenzreihe g ∈ R[[X]] mit g(0) = 0, so daß f (g) = g(f ) = X gilt. Hat umgekehrt f ∈ R[[X]] mit f (0) = 0 eine Links- oder Rechtsinverse g (d.h. f (g) = X oder g(f ) = X), so gilt a1 ∈ R× . P n Beweis: Wir beginnen mit dem zweiten Teil. Sei g = n bn X mit b0 = 0. Dann folgt aus f (g) = X und auch aus g(f ) = X, daß a1 b1 = 1 ist, also sind a1 , b1 ∈ R× . F¨ ur den ersten Teil gen¨ ugt es zu zeigen, daß f sowohl eine linksinverse als auch eine rechtsinverse Potenzreihe hat, denn dann folgt automatisch, daß beide u ¨bereinstimmen (g1 (f ) = X = f (g2 ) impliziert g1 = g1 (f (g2 )) = g2 ). P n Zur Existenz der linksinversen Reihe: P∞ Wir nschreiben wieder g = n bn X . Die Gleichung g(f ) = X bedeutet = X. Daraus folgt schon einmal n=1 bn f −1 b1 = a1 (durch Vergleich des Koeffizienten von X 1 ). Jetzt betrachten wir den Koeffizienten von X n f¨ ur n ≥ 2. Da v(f ) = 1, tragen die Terme f m mit m > n nichts dazu bei, und der Beitrag von f n ist an1 . Also erhalten wir eine Gleichung bn = a−n 1 (Ausdruck in a1 , . . . , an und b1 , . . . , bn−1 ) , aus der sich die Koeffizienten von g eindeutig rekursiv bestimmen lassen. Nun zurPExistenz der rechtsinversen Reihe. Diesmal haben wir die Gleichung n osen. Wir haben wieder b1 = a−1 f (g) = ∞ 1 . Wenn wir jetzt n=1 an g = X zu l¨ den Koeffizienten von X n (n ≥ 2) betrachten, dann sehen wir, daß der einzige Term, in dem bn vorkommt, durch a1 bn gegeben ist. Alle anderen Terme enthalten (außer den Koeffizienten von f ) nur Koeffizienten bj mit j < n. Daraus ergibt sich wieder eine Rekursionsgleichung f¨ ur die Koeffizienten von g, durch die diese eindeutig bestimmt sind. 2 Bemerkung 7.9. Es gibt eine Formel f¨ ur die Koeffizienten der inversen Reihe, die sich manchmal nutzbringend anwenden l¨aßt. Wir werden diese sogenannte Lagrangesche Inversionsformel sp¨ater beweisen. Wie Funktionen in der Analysis, so kann man auch Potenzreihen ableiten, indem man sie formal gliedweise differenziert. P n Definition 7.10. F¨ ur eine Potenzreihe f = ∞ n=0 an X ∈ R[[X]] ist die Ableitung definiert als ∞



X d f = Df = f= (n + 1)an+1 X n . dX n=0 0



Insbesondere gilt 0



Xf =



∞ X n=0



nan X n .
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Wie man leicht sieht, kann man Differentiation mit (konvergenten) Reihen vertauschen, woraus folgt, daß alle die u ur Ableitungen ¨blichen Rechenregeln auch f¨ von formalen Potenzreihen gelten. Zum Beispiel gilt f 0 = 0 ⇐⇒ f konstant (dabei wird benutzt, daß der Ring R Charakteristik 0 hat). Außerdem gilt ganz trivial die Taylorformel f=



∞ X Dn f (0) n=0



n!



Xn .



Nach all der Theorie soll es auch ein paar Beispiele geben. Zun¨achst ein paar wichtige Potenzreihen. Beispiele 7.11. ∞



(1) (2) (3)



(4)



X 1 Die geometrische Reihe: (1 − X) = = X n. 1−X n=0 ∞ X 1 n Die Exponentialreihe: exp(X) = X . n! n=0 ∞ X (−1)n−1 n Die Logarithmusreihe: log(1 + X) = X . n n=1 ∞  1  X 1 n Variante: log = X . 1−X n n=1 ∞   X r r Die Binomialreihe: (1 + X) = exp(r log(1 + X)) = X n. n n=0  Diese Gleichung gilt in Q[r][[X]]. Dabei ist der Binomialkoeffizient nr definiert als   r r(r − 1) . . . (r − n + 1) = n n! −1



(das ist = 1, wenn n = 0 und = 0, wenn n < 0). Es gelten dann die u ¨blichen Beziehungen wie zum Beispiel exp(log(1 + X)) = 1 + X log(1 + (exp(X) − 1)) = X (1 + X)r (1 + X)s = (1 + X)r+s



(in Q[r, s][[X]])



Als einen kleinen Appetithappen, der die Methode der Erzeugenden Funktionen schmackhaft machen soll, wollen wir sehen, wie sich die Fibonacci-Zahlen damit behandeln lassen. Beispiel 7.12. Die Fibonacci-Zahlen Fn sind definiert durch F0 = 0 ,



F1 = 1 ,



Fn+2 = Fn+1 + Fn f¨ ur n ≥ 0 .
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Wir multiplizieren die Rekursionsgleichung mit X n+2 und summieren u ¨ber alle P∞ n 2 3 n ≥ 0. Das ergibt mit f (X) = n=0 Fn X = X + X + 2X + . . . ∞ X n=0



Fn+2 X n+2 =



∞ X



Fn+1 X n+2 +



n=0



∞ X



Fn X n+2



n=0



2



f (X) − X = Xf (X) + X f (X) (1 − X − X 2 )f (X) = X X . 1 − X − X2 Damit haben wir die Erzeugende Funktion f¨ ur die Fibonacci-Zahlen gefunden; sie ist eine rationale Potenzreihe. Jede rationale Funktion hat eine Partialbruchzerlegung. Hier erhalten wir aus √ √  1 + 5  1− 5  2 1−X −X = 1− X 1− X 2 2 √ die Gleichung (in Q( 5)[[X]] oder in C[[X]]) ! 1 1 1 √ √ f (X) = √ − 5 1 − 1+2 5 X 1 − 1−2 5 X f (X) = X(1 − X − X 2 )−1 =



und daraus durch Entwickeln der geometrischen Reihe die Formel √ √   1  1 + 5 n  1 − 5 n Fn = √ − . 2 2 5 8. Rationale Erzeugende Funktionen Hier kommt nun endlich die formale Definition, was eine Erzeugende Funktion ist. Definition 8.1. Sei a = (an )n≥0 eine Folge von Elementen des Rings R, von dem wir ab jetzt voraussetzen wollen, daß er Q enth¨alt. Dann heißt ∞ X Fa (X) = an X n ∈ R[[X]] n=0



die gew¨ohnliche Erzeugende Funktion (kurz GEF) von a und Ea (X) =



∞ X n=0



an



Xn ∈ R[[X]] n!



die exponentielle Erzeugende Funktion (kurz EEF) von a. Es gibt neben diesen beiden P auch noch eine Reihe weiterer Arten von Erzeugenden Funktionen der Bauart n an X n /f (n), die besser an die Struktur gewisser kombinatorischer Probleme angepaßt sind. Siehe zum Beispiel Stanley, Enumerative Combinatorics, Vol. 2. Die gew¨ohnliche und die exponentielle Erzeugende Funktion sind aber die wichtigsten und h¨aufigsten Varianten. Wir brauchen noch eine Schreibweise, um aus einer Potenzreihe die Koeffizienten zur¨ uckzuerhalten. Folgende Notation hat sich daf¨ ur eingeb¨ urgert.
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Definition 8.2. Sei f (X) =



P∞



n=0 an X n



n



∈ R[[X]]. Wir schreiben



[X ]f (X) = an



und etwas allgemeiner f¨ ur a ∈ R× hXn i f (X) = a · an . a Bemerkung 8.3. Es gilt offensichtlich [X n ]X k f (X) = [X n−k ]f (X). Wenn wir mit Erzeugenden Funktionen sinnvoll arbeiten wollen, dann brauchen wir eine Art Lexikon, das Operationen mit Folgen in Operationen mit ihren Erzeugenden Funktionen u ¨bersetzt (und umgekehrt). Lemma 8.4. Seien A = (an ) und b = (bn ) Folgen in R. Fa (X) − a0 Fa (X) − Fa (0) = . X X GEF von (an−1 )n≥0 (mit a−1 = 0) ist XFa (X). 0 GEF von (na Pnn )n≥0 ist XFa (X). GEF von ( k=0 ak bn−k )n≥0 ist Fa (X)Fb (X). EEF von (an+1 )n≥0 ist Ea0 (X). 0 EEF von (na Pnn )n≥0nist XEa (X). EEF von ( k=0 k ak bn−k )n≥0 ist Ea (X)Eb (X).



(1) Die GEF von (an+1 )n≥0 ist Die Die Die (2) Die Die Die



Beweis: Leicht.



2



Die Eignung einer Sorte von Erzeugenden Funktionen f¨ ur die Behandlung einer Klasse kombinatorischer Probleme entscheidet sich haupts¨achlich an der Art der Verkn¨ upfung zweier Folgen, die dem Produkt der Erzeugenden Funktionen entspricht. Dabei stellt sich heraus, daß GEF gut an Probleme angepaßt sind, die mit nat¨ urlichen Zahlen zu tun haben, w¨ahrend EEF sich gut daf¨  ur eignen, n Probleme u ¨ber endliche Mengen zu behandeln (denn der Faktor k , der in der Produktformel auftaucht, entspricht der Auswahl einer k-Teilmenge). Beispiele 8.5. (1) Es gilt ∞ X



nX n = X



n=0



d 1 X = dX 1 − X (1 − X)2



und ∞ X



n2 X n = X



n=0



d X X + X2 = . dX (1 − X)2 (1 − X)3



(2) Wir haben f¨ ur d ≥ 1  ∞  X 1 n+d−1 = Xn . d (1 − X) d−1 n=0 Das beweist man durch Induktion nach d; der Induktionsschritt verwendet die u ur die Binomialkoeffizienten. ¨bliche Rekursionsformel f¨
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(3) Etwas allgemeiner gilt f¨ ur 0 ≤ k < d  ∞  X n−k+d−1 Xk = Xn . d (1 − X) d−1 n=0 Daf¨ ur brauchen wir, daß der Binomialkoeffizient f¨ ur 0 ≤ n < k verschwindet. Man beachte, daß der Koeffizient in dieser Potenzreihe ein Polynom in n vom Grad d − 1 ist. Dies werden wir gleich noch verwenden. Bevor wir den ersten Satz u ¨ber (spezielle) rationale Erzeugende Funktionen formulieren k¨onnen, brauchen wir noch eine kleine Definition. Definition 8.6. Sei a = (an ) eine Folge in R. Dann setzen wir ∆a = (an+1 − an )n≥0 . Sei P ∈ R[X] ein Polynom. Dann setzen wir analog ∆P = P (X + 1) − P (X) . ∆ heißt der Differenzoperator. Satz 8.7. Sei a = (an )n≥0 eine Folge in C und sei d ∈ N. Folgende Aussagen sind ¨aquivalent. (i) F¨ ur alle n ≥ 0 ist an = P (n) mit einem Polynom P ∈ C[X] vom Grad deg P < d. (ii) ∆d a = 0. P˜ (X) (iii) Fa (X) = mit einem Polynom P˜ ∈ C[X] vom Grad deg P˜ < d. (1 − X)d Beweis: (i) ⇒ (ii): F¨ ur jedes Polynom P gilt deg ∆P = deg P −1, falls ∆P 6= 0. d Also muß ∆ P = 0 sein. Dann ist aber auch (∆d a)n = ∆d P (n) = 0, also ∆d a = 0. (ii) ⇒ (iii): Durch Induktion nach d. Der Fall d = 0 ist klar. Sei die Implikation f¨ ur d gezeigt; wir wollen sie f¨ ur d + 1 zeigen. Nach unserem Lexikon“ gilt ” (1 − X)Fa (X) − a0 (8.1) F∆a (X) = . X Da ∆d (∆a) = 0, k¨onnen wir die Induktionsvoraussetzung auf ∆a anwenden und erhalten Q(X) F∆a (X) = (1 − X)d mit einem Polynom Q von Grad < d. Wenn wir das in (8.1) einsetzen, erhalten wir XF∆a (X) + a0 XQ(X) + a0 (1 − X)d P˜ (X) = = , Fa (X) = 1−X (1 − X)d+1 (1 − X)d+1 wobei P˜ (X) = XQ(X) + a0 (1 − X)d ein Polynom vom Grad deg P˜ < d + 1 ist. (iii) ⇒ (i): Sei P˜ (X) = b0 + b1 X + · · · + bd−1 X d−1 . Dann folgt mit Beispiel 8.5, (3), daß   d−1 ∞ X d−1 X X P˜ (X) Xk n−k+d−1 = bk = bk Xn , d (1 − X)d (1 − X) d − 1 n=0 k=0 k=0
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also sind die Koeffizienten an gegeben durch ein Polynom in n vom Grad h¨ochstens d − 1. 2 Ein wichtiger Spezialfall von GEF sind rationale GEF, also GEF der Form Fa (X) = P (X)/Q(X), wo P und Q Polynome sind mit Q(0) = 1. Der folgende Satz zeigt, daß zu solchen GEF Folgen geh¨oren, die einer linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten gen¨ ugen. Satz 8.8. Sei a = (an ) eine Folge in C und sei Q(X) = 1−α1 X −· · ·−αm X M ∈ Q C[X] mit αm 6= 0. Dann ist Q(X) = kj=1 (1 − γj )dj mit paarweise verschiedenen komplexen Zahlen γj und dj ≥ 1. Folgende Aussagen sind ¨aquivalent. P (X) mit P ∈ C[X], deg P < m. Q(X) (ii) F¨ ur alle n ≥ 0 gilt an+m = α1 an+m−1 + α2 an+m−2 + · · · + αm an . (iii) F¨ ur alle n ≥ 0 gilt an = P1 (n)γ1n +· · ·+Pk (n)γkn mit Polynomen Pj ∈ C[X], deg Pj < dj . R1 (X) Rk (X) (iv) Fa (X) = + · · · + mit Polynomen Rj ∈ C[X], d (1 − γ1 X) 1 (1 − γk X)dk deg Rj < dj . (i) Fa (X) =



Beweis: (i) ⇔ (iv): Das ist genau die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen. (iii) ⇔ (iv): Das folgt f¨ ur jeden Summanden einzeln aus Satz 8.7, wenn man dort X durch γj X ersetzt. (i) ⇒ (ii): Wir betrachten den Koeffizienten von X n+m in der Gleichung Q(X)Fa (X) = P (X). Da deg P < m, ist dieser Koeffizient auf der rechten Seite null. Auf der linken Seite erhalten wir gerade an+m − α1 an+m−1 − · · · − αm an . (ii) ⇒ (i): Die Rekursionsgleichung bedeutet gerade, daß alle Koeffizienten von X n mit n ≥ m in Q(X)Fa (X) verschwinden, also ist P (X) = Q(X)Fa (X) ein Polynom mit deg P < m. 2 Beispiel 8.9. Als Beispiel f¨ ur die Verwendung rationaler GEF m¨ochte ich hier horizontal konvexe Polyominos abz¨ahlen. Das Beispiel ist deswegen instruktiv, weil sich am Ende eine rationale GEF ergibt, die zu einer ganz und gar nicht offensichtlichen linearen Rekursion f¨ ur diese Anzahlen f¨ uhrt. Ein horizontal konvexes Polyomino ist eine Anordnung von K¨astchen in zusammenh¨angenden waagerechten Reihen, so daß u ¨bereinander liegende Reihen wenigstens l¨angs eines K¨astchens aneinanderstoßen. Die Anzahl solcher Objekte mit insgesamt n K¨astchen sei mit an bezeichnet. Die ersten paar Werte sind a0 = 1 ,



a1 = 1 ,



a2 = 2 ,



a3 = 6 , . . .



Da es keine offensichtliche Beziehung zwischen den an zu geben scheint, verfeinern wir das Z¨ahlproblem. Wir definieren a(n, k) als die Anzahl der horizontal konvexen Polyominos mit insgesamt n K¨astchen und davon k in der untersten
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Reihe. Dann sieht man leicht, daß folgende Beziehungen gelten. ( 1 n=0 a(n, 0) = 0 n>0   n k ≥ 1 l=1 Wir f¨ uhren folgende GEF ein: Fk (X) = F (X) = G(X) =



∞ X



n=0 ∞ X n=0 ∞ X



a(n, k)X n = X k + . . . n



an X =



∞ X



Fk (X)



k=0



kFk (X)



k=0



(Der Grund f¨ ur die Einf¨ uhrung von G wird gleich klar werden.) Die oben aufgestellten Rekursionsgleichungen f¨ ur die a(n, k) u ¨bersetzen sich dann in folgende Gleichungen f¨ ur die GEF. F0 (X) = 1 k



Fk (X) = X + =X



k







∞ ∞ X X



(k + l − 1)a(n − k, l)X n



n=k+1 l=1 ∞ X ∞ X



1+



(k + l − 1)a(m, l)X



m







m=1 l=1



 = X k 1 + (k − 1)(F (X) − 1) + G(X) Die letzte Gleichung gilt f¨ ur k ≥ 1. Aus diesen Gleichungen gewinnen wir ein System von linearen Gleichungen f¨ ur F (X) und G(X), indem wir einmal u ¨ber k summieren und einmal mit k multiplizieren und dann u ¨ber k summieren. Das ergibt zum einen F (X) = 1 +



∞ X



k



(2 − k)X +



k=1



2



=



∞ X k=1 2



k



(k − 1)X F (X) +



∞ X



X k G(X)



k=1



1−X −X X X + F (X) + G(X) 2 2 (1 − X) (1 − X) 1−X



und zum anderen ∞ ∞ ∞ X X X k k G(X) = k(2 − k)X + k(k − 1)X F (X) + kX k G(X) k=1



=



k=1 2



k=1



X(1 − 3X) 2X X + F (X) + G(X) 3 3 (1 − X) (1 − X) (1 − X)2
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(dabei haben wir die Formeln X X X 1 kX k = Xk = , , 1−X (1 − X)2 k k



X



k2X k =



k



X(1 + X) (1 − X)3



benutzt). Beides zusammen ergibt das lineare Gleichungssystem (1 − 2X) F (X) − X(1 − X) G(X) = 1 − X − X 2 −2X 2 F (X) + (1 − X)(1 − 3X + X 2 ) G(X) = X(1 − 3X) mit der L¨osung 1 − 4X + 4X 2 − X 3 − X 4 X(1 − X)3 = 1 + . 1 − 5X + 7X 2 − 4X 3 1 − 5X + 7X 2 − 4X 3 Nach Satz 8.8 bekommen wir daraus (wenn wir ber¨ ucksichtigen, daß der Z¨ahler gr¨oßeren Grad als der Nenner hat) folgendes Ergebnis. F (X) =



Proposition 8.10. F¨ ur die Zahlen an gilt a0 = 1 ,



a1 = 1 ,



a2 = 2 ,



a3 = 6 ,



a4 = 19 ,



und f¨ ur alle n ≥ 2 an+3 = 5 an+2 − 7 an+1 + 4 an . 9. Formale Laurent-Reihen und die Lagrangesche Inversionsformel Ds Hauptziel in diesem Kapitel ist es, die Lagrangesche Inversionsformel zu beweisen, die es erlaubt, die Koeffizienten der zu einer Potenzreihe F ∈ R[[X]] inversen Reihe G (d.h. mit F (G(X)) = G(F (X)) = X) durch Koeffizienten von Potenzen von F auszudr¨ ucken. F¨ ur diesen Beweis m¨ ussen wir aber zun¨achst die formalen Laurent-Reihen einf¨ uhren. Es ist weiterhin R ein kommutativer (Integrit¨ats-)Ring mit Q ⊂ R. Definition 9.1. Der Ring der formalen Laurent-Reihen u ¨ber R ist definiert als R((X)) = R[[X]][X −1 ] = {X −n F (X) | n ∈ N, F (X) ∈ R[[X]]} . Seine von 0 verschiedenen Elemente k¨onnen also geschrieben werden als ∞ X F (X) = an X n = X m F0 (X) , n=m



wobei m ∈ Z, am 6= 0 und F0 (X) ∈ R[[X]] mit F0 (0) 6= 0. Die Bewertung v : R[[X]] −→ N ∪ {+∞} setzt sich kanonisch fort zu v : R((X)) −→ Z ∪ {+∞}; f¨ ur die Laurent-Reihe F wie oben ist v(F ) = m. Die wesentlichen Eigenschaften der Bewertung bleiben erhalten. Bemerkung 9.2. Die Differentiation von formalen Laurent-Reihen ist genauso d (n¨amlich gliedweise mittels dX X n = nX n−1 ) definiert wie f¨ ur formale Potenzreihen. Die u ultig. ¨blichen Rechenregeln bleiben dabei g¨ P∞ n Eine Reihe F (X) = n=m an X ∈ R((X)) mit am 6= 0 hat genau dann einen Kehrwert in R((X)), wenn am ∈ R× . (Das folgt aus der entsprechenden Aussage f¨ ur Potenzreihen.) Ist R speziell ein K¨orper, so folgt, daß auch R((X)) ein K¨orper ist.
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Laurent-Reihen (sogar etwas allgemeinerer Art als hier) sind sicher schon aus der Funktionentheorie gel¨aufig. In der Funktionentheorie lernt man auch, daß das Residuum einer Funktion wichtig ist. Das gilt auch f¨ ur unsere formalen LaurentReihen. Definition 9.3. Das Residuum ist folgende R-lineare Abbildung. Res : R((X)) −→ R ,



F (X) 7−→ [X −1 ]F (X) .



(Die Schreibweise [X n ]F (X) verwenden wir in offensichtlicher Weise auch f¨ ur Laurent-Reihen.) Das Residuum hat einige bemerkenswerte Eigenschaften im Zusammenhang mit der Differentiation. Lemma 9.4. (1) F¨ ur F (X) ∈ R((X)) gilt Res(F0 (X)) =0. F 0 (X) (2) F¨ ur F (X) ∈ R((X))× gilt Res = v(F (X)) ∈ Z ⊂ R. F (X) (3) F¨ ur F (X) ∈ R((X))× und k ∈ Z gilt ( v(F (X)), k = −1 Res(F (X)k F 0 (X)) = 0, sonst. d Beweis: (1) Der Koeffizient von X −1 in dX X n = nX n−1 ist stets null. 0 (2) Sei zun¨achst v(F ) = 0. Dann ist F (X)/F (X) ∈ R[[X]] eine Potenzreihe, hat also keinen X −1 -Term. Im allgemeinen Fall schreiben wir F (X) = X m G(X) mit v(G) = 0, m = v(F ). Dann gilt F 0 (X)/F (X) = m/X + G0 (X)/G(X), also Res(F 0 (X)/F (X)) = Res(m/X) + Res(G0 (X)/G(X)) = m + 0 = v(F ). (3) Der Fall k = −1 ist gerade Teil (2). Falls k 6= −1, dann ist F (X)k F 0 (X) = d 1 F (X)k+1 , und die Behauptung folgt aus Teil (1). 2 dX k+1



Nach diesen Vorbereitungen k¨onnen wir eine erste Version der Inversionsformel formulieren und beweisen. Satz 9.5. Sei F (X) ∈ R[[X]] mit v(F ) = 1 und [X 1 ]F (X) ∈ R× . Sei G(X) ∈ R[[X]] die dann existierende und eindeutig bestimmte Reihe mit F (G(X)) = X. Dann gilt f¨ ur n ≥ 1 1 [X n ]G(X) = Res F (X)−n . n −n (Beachte, daß F (X) hier eine formale Laurent-Reihe ist mit v(F −n ) = −n.) P n Beweis: Sei G(X) = ∞ auch G(F (X)) = n=1 an X . Aus F (G(X)) = X folgt, daß P∞ X sein muß (siehe Prop. 7.8). Wenn wir die Gleichung X = k=1 ak F (X)k differenzieren, erhalten wir ∞ X 1= kak F (X)k−1 F 0 (X) , k=1



also −n



Res(F (X)



)=



∞ X k=1



kak Res(F (X)k−n−1 F 0 (X)) = nan v(F ) = nan
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nach Lemma 9.4, Teil (3). 2 ¨ Ublicherweise wird diese Formel in einer etwas anderen Form angegeben, in der keine Laurent-Reihen vorkommen und die f¨ ur die praktische Anwendung meistens g¨ unstiger ist. Korollar 9.6. Sei F (X) ∈ R[[X]] mit F (0) ∈ R× , und sei G(X) ∈ R[[X]] mit G(X) = XF (G(X)) (G existiert und ist eindeutig bestimmt). Dann gilt f¨ ur n ≥ 1 1 1 dn−1 n [X n ]G(X) = [X n−1 ]F (X)n = F (X) n n! dX n−1 X=0 oder auch (besser angepaßt an EEF)    n X X n−1 G(X) = F (X)n . n! (n − 1)! Beweis: Sei H(X) = X/F (X). Dann erf¨ ullt H die Voraussetzungen an F in Satz 9.5, und wir haben H(G(X)) = X. Nach dem Satz gilt also 1 1 1 [X n ]G(X) = Res H(X)−n = [X −1 ]X −n F (X)n = [X n−1 ]F (X)n . n n n 2 Bemerkung 9.7. Korollar 9.6 hat folgende Verallgemeinerung. Sei zus¨atzlich H(X) ∈ R[[X]]. Dann gilt f¨ ur n ≥ 1 1 [X n ]H(G(X)) = [X n−1 ]H 0 (X)F (X)n . n Nach all der grauen Theorie nun ein paar Beispiele. Es ist klar, daß die Inversionsformel normalerweise nur dann nutzbringend angewendet werden kann, wenn man die Koeffizienten der Potenzen der Reihe F (X) kennt. Daf¨ ur sollte F (X) von recht einfacher Bauart sein. Beispiele 9.8. (1) Die Catalan-Zahlen. In Kapitel 3 haben wir ausf¨ uhrlich die Catalan-Zahlen behandelt. Insbesondere haben wir in Kor. 3.4 folgende Rekursion aufgestellt. n X c0 = 1 , cn+1 = ck cn−k . k=0



Wir wollen nun sehen, wie man aus dieser Rekursion mit einer GEF die Zahlen cn bekommt.P n 2 3 Sei also C(X) = ∞ n=0 cn X = 1 + X + 2X + 5X + . . . die GEF der Catalan-Zahlen. Wenn wir die obige Rekursionsgleichung mit X n+1 multiplizieren und u ¨ber alle n ∈ N summieren, erhalten wir die Gleichung C(X) − 1 = XC(X)2 . An diesem Punkt haben wir nun mehrere M¨oglichkeiten fortzufahren. 1. Wir l¨osen die quadratische Gleichung f¨ ur C(X) und bekommen √ 1 − 1 − 4X . C(X) = 2X
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(Das Vorzeichen + kommt nicht in Frage, da C(X) eine Potenzreihe ist.) Daraus ergibt sich dann     n 1 1/2 (−4) −1/2 n n+1 1/2 n+1 cn = [X ]C(X) = − 21 [X ](1 − 4X) = − (−4) = 2 n+1 n+1 n und schließlich   1 2n cn = , n+1 n denn  −1/2 (−1/2)(−3/2) . . . (−(2n − 1)/2) = n n!   −n 1 · 3 · · · · · (2n − 1) · 2 · 4 · · · · · 2n −n 2n = (−2) = (−4) . n! · 2n n! n ˜ 2. Wir wenden die Lagrangesche Inversionsformel an auf C(X) = XC(X) (f¨ ur die Reihe G in Kor. 9.6 muß ja v(G) = 1 gelten). Unsere Gleichung f¨ ur C(X) l¨aßt sich (nach Multiplikation mit X) umschreiben als X ˜ C(X) = ; ˜ 1 − C(X)







wir k¨onnen also Kor. 9.6 anwenden mit F (X) = 1/(1 − X) und bekommen   1 1 1 2n n+1 ˜ n cn = [X ]C(X) = [X ] = n+1 n+1 (1 − X) n+1 n  n+k (verwende [X n ]1/(1 − X)k+1 = k .) ˜ 3. Wir wenden die Inversionsformel an auf C(X) = C(X)−1. Dann haben wir 2 ˜ ˜ C(X) = X(1 + C(X)) , hier ist also F (X) = (1 + X)2 , und wir bekommen f¨ ur n ≥ 1     1 n−1 1 2n 1 2n n ˜ 2n cn = [X ]C(X) = [X ](1 + X) = = . n n n−1 n+1 n (2) Das Beispiel der Catalan-Zahlen l¨aßt sich verallgemeinern. Seien die Zahlen an definiert durch X a0 = 1 , an+1 = ak 1 . . . a k m , k1 +···+km =n



P wobei m ≥ 1 eine nat¨ urliche Zahl ist. Mit A(X) = n an X n ergibt sich die Gleichung m ˜ ˜ A(X) − 1 = XA(X)m oder A(X) = X(1 + A(X)) , ˜ wenn wir A(X) = A(X) − 1 setzen. Die Inversionsformel liefert dann f¨ ur n≥1     1 n−1 1 mn 1 mn mn n ˜ = , an = [X ]A(X) = [X ](1 + X) = n n n−1 (m − 1)n + 1 n wobei der letzte Ausdruck auch f¨ ur n = 0 g¨ ultig ist.



48



MICHAEL STOLL



Eine m¨ogliche kombinatorische Interpretation der Zahlen an ist als die Anzahl der Zerlegungen eines konvexen ((m − 1)n + 2)-Ecks in konvexe (m + 1)-Ecke durch sich nicht schneidende Diagonalen. 10. Exponentielle Erzeugende Funktionen und die Exponentialformel Nachdem wir uns bisher auf gew¨ohnliche EF konzentriert haben, soll es in diesem Kapitel nun um exponentielle EF gehen. Diese Art von EF ist besonders gut f¨ ur Probleme geeignet, bei denen es um kombinatorische Strukturen auf (endlichen) Mengen mit unterscheidbaren Elementen geht (wie zum Beispiel markierte B¨aume im Gegensatz zu freien B¨aumen, bei denen die Ecken nicht von vorne herein unterschieden werden). Wir werden also im Folgenden Typen von kombinatorischen Strukturen betrachten, die auf endlichen Mengen leben“. Jeder solche Typ von Struktur wird einen ” Großbuchstaben als Namen bekommen. Dabei ist es durchaus m¨oglich, daß eine gegebene Menge keine solche Struktur tragen kann. Beispiele sind S S˜ S (k) Π D C C (k) W



— — — — — — — —



endliche Menge (d.h. keine zus¨atzkiche Struktur) nichtleere endliche Menge k-elementige Menge Permutation der Menge fixpunktfreie Permutation Orientierter (nichtleerer) Zykel Orientierter Zykel der L¨ange k Wurzelbaum (dessen Ecken die Elemente der Menge sind)



Wenn A so ein Typ von kombinatorischer Struktur ist, dann schreiben wir an = #{A-Strukturen auf einer n-elementigen Menge} ∞ X Xn A(X) = Ea (X) = an n! n=0 (dabei ist a der zu A geh¨orende Kleinbuchstabe). Zum Beispiel haben wir dann folgende EEF. S(X) = eX , Π(X) =



1 , 1−X



˜ S(X) = eX − 1 , C(X) = log



1 , 1−X



Xk , k! Xk C (k) (X) = . k



S (k) (X) =



Wir haben dann folgende Zusammenh¨ange. Lemma 10.1. A und B seien Typen kombinatorischer Strukturen wie oben. (1) Eine (A + B)-Struktur auf M sei entweder eine A-Struktur oder eine BStruktur. Dann gilt (A + B)(X) = A(X) + B(X) .
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(2) Eine (A·B)-Struktur auf M sei gegeben durch eine Zerlegung M = M1 ]M2 und eine A-Struktur auf M1 und eine B-Struktur auf M2 . Dann gilt (A · B)(X) = A(X) · B(X) . (3) Ein Spezialfall von Teil (2) ist B(X) = X A(X) , wenn B = S (1) · A ist. Eine B-Struktur auf M entsteht also, indem man ein Element m ∈ M ausw¨ahlt und die restliche Menge M \ {m} mit einer A-Struktur versieht. (4) Es gelte a0 = 0. Eine B-Struktur auf M sei gegeben durch eine ungeordnete Zerlegung von M in k nichtleere Teilmengen sowie A-Strukturen auf jeder der Teilmengen. Dann gilt 1 B(X) = A(X)k . k! (5) Eine Erg¨aP nzung zu (1): Seien A1 , A2 , . . . Typen von Strukturen, so daß ∞ die Reihe P∞ k=1 Ak (X) im Ring der formalen Potenzreihen konvergiert. Sei A = k=1 Ak (d.h. eine A-Struktur auf M besteht aus der Wahl eines k und einer Ak -Struktur auf M ). Dann gilt A(X) =



∞ X



Ak (X) .



k=1



Beweis: (1) Klar. (2) Sei C = A · B. Dann gilt (mit einer n-elementigen Menge M ) n   X X n cn = a#T b#(M \T ) = ak bn−k . k T ⊂M k=0 Nach Lemma 8.4 (2) gilt dann C(X) = A(X)B(X). (3) Klar (beachte S (1) (X) = X). (4) Da a0 = 0, kommt es nicht darauf an, ob wir beliebige oder nichtleere Teilmengen betrachten. Wenn wir eine geordnete Zerlegung von M haben, M = M1 ] · · · ] Mk und jede der Teilmengen mit einer A-Struktur versehen, dann ist die zugeh¨orige EEF nach Teil (2) (mit einer trivialen Induktion) gerade A(X)k . Da die Teilmengen alle nichtleer (und daher paarweise verschieden) sein m¨ ussen, wenn sie eine A-Struktur haben, geh¨ort die entsprechende ungeordnete Zerlegung von M zu genau k! verschiedenen geordneten Zerlegungen. Daraus folgt die Behauptung. (5) Die Konvergenzbedingung bedeutet, daß es nur endlich viele k gibt, so daß eine Menge der Gr¨oße ≤ n eine Ak -Struktur haben kann. Um die Behauptung f¨ ur den Koeffizienten von X n zu beweisen, k¨onnen wir uns also auf endlich viele der Ak beschr¨anken. Die Behauptung folgt dann aus Teil (1). 2 Die folgende Proposition behandelt eine weitere M¨oglichkeit, aus zwei Typen von kombinatorischen Strukturen einen neuen zu basteln. Proposition 10.2. Seien A und B Typen kombinatorischer Strukturen mit a0 = 0. Eine B(A)-Struktur auf einer Menge M sei gegeben durch eine Partition von M (d.h. eine ungeordnete Zerlegung von M in nichtleere Teilmengen, die
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sogenannten Bl¨ocke“ der Partition), eine A-Struktur auf jeder der Teilmengen ” und eine B-Struktur auf der Menge der Bl¨ocke. Dann gilt (B(A))(X) = B(A(X)) . Beweis: Sei zun¨achst B = S (k) , d.h. wir betrachten nur Partitionen in k Bl¨ocke. Dann gilt nach Lemma 10.1 (4), daß (S (k) (A))(X) = k!1 A(X)k = S (k) (A(X)). P Wir k¨onnen B schreiben als B = N m=1 Bm (mit N ∈ N ∪ {∞}), wobei jedes Bm von der Form S (k) ist P und jedes S (k) genau bk -mal vorkommt. Dann gilt offensichtlich auch B(A) = N m=1 Bm (A). Nach Lemma 10.1 (5) folgt nun (B(A))(X) =



N X



(Bm (A))(X) =



m=1



N X



Bm (A(X)) = B(A(X)) .



m=1



(Beachte, daß die Behauptung f¨ ur Bm = S (k) bereits gezeigt war.)



2



Bemerkung 10.3. 1. Die Voraussetzung a0 = 0 ist notwendig, um die Definiertheit von B(A(X)) zu sichern. 2. Man kann sich eine B(A)-Struktur folgendermaßen vorstellen: Man nimmt eine Menge mit B-Struktur und ersetzt jedes Element durch eine Menge mit A-Struktur. Ein wichtiger Spezialfall liegt vor, wenn B = S ist, wenn also auf der Menge der Bl¨ocke keine zus¨atzliche Struktur vorliegt. Korollar 10.4 (Exponentialformel). Es gilt (S(A))(X) = eA(X) . Sei B = S(A). Dann lassen sich die Zahlen an und bn durch folgende Rekursionsformeln auseinander berechnen.  n  X n−1 bn = ak bn−k , b0 = 1 k−1 k=1  n−1  X n−1 an = b n − ak bn−k . k−1 k=1 Beweis: Es sind nur die Rekursionsformeln zu beweisen. Die zweite Formel ist nur eine Umformung der ersten. Zum Beweis der ersten differenzieren wir die Gleichung B(X) = exp(A(X)). Wir erhalten B 0 (X) = A0 (X)eA(X) = A0 (X)B(X)



=⇒



XB 0 (X) = (XA0 (X))B(X) .



Nach Lemma 8.4 (2) bedeutet das   n   n X X n n−1 nbn = kak bn−k = n ak bn−k . k k−1 k=0 k=1 Daß b0 = 1 ist, folgt aus B(X) = exp(A(X)) = 1 + A(X) + . . . und A(0) = 0. 2 In vielen F¨allen kann man den Zusammenhang zwischen B = S(A) und A so interpretieren, daß eine A-Struktur eine Zusammenhangskomponente einer BStruktur ist. Zum Beispiel hat man B = Graphen (mit gegebener Eckenmenge)
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und A = zusammenh¨angende Graphen. Mit der Exponentialformel kann man n dann die Zahlen an aus den bn = 2( 2 ) berechnen. Beispiele 10.5. (1) Eine Permutation kann man als disjunkte Vereinigung von orientierten Zykeln auffassen: Π = S(C). Tats¨achlich gilt auch   1 1 Π(X) = = exp log = eC(X) . 1−X 1−X (Denn cn = (n − 1)! f¨ ur n ≥ 1.) (2) Eine Permutation ist auch gegeben durch eine Teilmenge (ihre Fixpunkte) und eine fixpunktfreie Permutation auf dem Rest: Π = S · D. Also gilt D(X) =



Π(X) e−X = , S(X) 1−X



und daraus dn = n!



n X (−1)k k=0



k!



.



Vergleiche Abschnitt 4.3. (3) Wie viele Involutionen (d.h. Permutationen σ mit σ 2 = id) gibt es auf einer n-elementigen Menge? Die Bedingung an die Permutation bedeutet, daß in der Zykelzerlegung nur Zykel der L¨ange 1 oder 2 auftreten d¨ urfen. Also gilt I = S(C (1) + C (2) ) und daher 1



2



I(X) = eX+ 2 X . In dieser EEF stecken alle Informationen u ¨ber die Anzahlen in , auch wenn es daf¨ ur keine einfache geschlossene Formel gibt. Zum Beispiel liefert uns Kor. 10.4 die Rekursion i0 = 1 ,



i1 = 1 ,



in+2 = in+1 + (n + 1)in .



(4) Allgemeiner k¨onnen wir fragen nach der Anzahl der Permutationen σ mit σ k = id. Hier m¨ ussen die L¨angen der Zykel Teiler von k sein. Also ist die EEF   d XX X . Ik (X) = exp( C (d) (X)) = exp  d d|k



d|k



(5) Wie viele Partitionen hat eine Menge? In diesem Fall ist die innere“ Struk˜ und” daher tur einfach eine nichtleere Menge, d.h. es gilt P = S(S) ∞ X n=0



B(n)



Xn X = P (X) = ee −1 . n!



Die Zahlen B(n) sind die Bellschen Exponentialzahlen, die uns bereits in Abschnitt 4.4 begegnet sind.



52



MICHAEL STOLL



(6) Genauer k¨onnen wir nach der Anzahl der Partitionen in k Bl¨ocke fragen. ˜ also Hier haben wir Pk = S (k) (S), ∞ X



S(n, k)



n=0



Xn 1 = Pk (X) = (eX − 1)k . n! k!



Die Zahlen S(n, k) sind die Stirling-Zahlen 2. Art, siehe ebenfalls Abschnitt 4.4. (7) Wenn es Stirling-Zahlen 2. Art gibt, muß es nat¨ urlich auch Stirling-Zahlen 1. Art geben. Sie werden mit s(n, k) bezeichnet (jedenfalls von manchen Autoren) und z¨ahlen die Permutationen von n Elementen, die genau k Zykel haben. Also haben wir Πk = S (k) (C) und daher  k ∞ X Xn 1 1 s(n, k) = Πk (X) = log . n! k! 1−X n=0 (8) Beim dritten Beweis des Satzes von Cayley in Kapitel 6 hatten wir gesehen, daß man eine Abbildung M → M interpretieren kann als eine disjunkte Vereinigung von Zykeln (d.h. eine Permutation), deren Punkte durch Wurzelb¨aume ersetzt sind. Hier gilt also A = Π(W ) und damit ∞ X n=0



nn



Xn 1 = A(X) = . n! 1 − W (X)



Zusammen mit wn = nn−1 (siehe Kapitel 6 oder auch Beispiel (9) unten) ergibt das die witzige Beziehung n−1   X n k n n = k (n − k)n−k−1 k k=0 (f¨ ur n ≥ 1). (9) Hier folgt ein vierter Beweis des Satzes von Cayley. Es gilt W = S (1) ·S(W ), denn ein Wurzelbaum besteht aus einem ausgezeichneten Element (der Wurzel) und dazu einer Menge von an der Wurzel angeh¨angten“ Teilb¨aum” en. Das ergibt die Funktionalgleichung W (X) = XeW (X) . Dies ist nun genau so ein Fall, wo sich die Lagrangesche Inversionsformel wunderbar anwenden l¨aßt. Wir haben n¨amlich  n   X X n−1 wn = W (X) = enX = nn−1 . n! (n − 1)! (10) Schließlich wollen wir noch die Anzahl der 2-regul¨aren Graphen mit n Ecken bestimmen ( 2-regul¨ar“ heißt, daß jede Ecke den Grad 2 hat). So ein (wie ” immer einfacher, schlingenloser) 2-regul¨arer Graph ist die disjunkte Vereinigung von nicht-orientierten Zykeln (Kreisen) der L¨ange ≥ 3. Sei C˜ die Struktur, die zu solchen Zykeln geh¨ort. Dann gilt c˜0 = c˜1 = c˜2 = 0 ,



ur n ≥ 3 , c˜n = 12 (n − 1)! f¨
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˜ also C(X) = 12 (log(1 − X)−1 − X − 12 X 2 ) und daher   1 1 2 1 e− 2 X− 4 X 1 1 2 1 . G2 (X) = exp 2 log − 2X − 4X = √ 1−X 1−X Daraus ließe sich auch wieder eine Rekursionsformel f¨ ur die Anzahlen g2,n herleiten oder auch die asymptotische Formel e−3/4 n! g2,n = √ (1 + O(1/n)) . πn 11. P-rekursive Folgen und D-finite Potenzreihen In Kapitel 8 haben wir gesehen, daß Folgen, die einer linearen Rekursionsgleichung mit konstanten Koeffizienten gen¨ ugen, rationale Gew¨ohnliche Erzeugende Funktionen haben. In diesem Kapitel soll es nun darum gehen, Folgen zu studieren, die einer linearen Rekursionsgleichung mit Polynomkoeffizienten gen¨ ugen. Beispiele daf¨ ur sind an = n! mit der Gleichung an+1 = (n + 1)an oder an = 2n n mit der Gleichung (n + 1)an+1 = 2(2n + 1)an . Wir wollen jedoch nicht mit den Folgen beginnen, sondern auf der anderen Seite, n¨amlich den zugeh¨origen Potenzreihen. Der Grund daf¨ ur ist, daß bei der Formulierung der relevanten Eigenschaften f¨ ur Folgen eine Komplikation auftritt, die damit zu tun hat, daß Polynome Nullstellen haben k¨onnen. Bei den Potenzreihen tritt das Problem nicht auf, da die Polynome nicht ausgewertet werden. Von jetzt ab sei K ein K¨orper der Charakteristik 0, z.B. Q, R oder C. Der K¨orper K(X) der rationalen Funktionen u ¨ber K (das ist der Quotientenk¨orper des Polynomrings K[X]; seine Elemente sind Quotienten P (X)/Q(X) von Polynomen) ist in nat¨ urlicher Weise eingebettet in den K¨orper K((X)) der Laurent-Reihen u ¨ber K (K((X)) ist ein K¨orper, da K ein K¨orper ist, vergleiche Bem. 9.2). Insbesondere ist damit K((X)) ein K(X)-Vektorraum. Lemma 11.1. F¨ ur eine (Potenz- oder) Laurent-Reihe F ∈ K((X)) sind folgende Eigenschaften ¨aquivalent: (1) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß Pd (X)F (d) (X) + · · · + P1 (X)F 0 (X) + P0 (X)F (X) = 0 . (Hier bezeichnet F (n) die n-te Ableitung von F .) (2) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd , Q ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß Pd (X)F (d) (X) + · · · + P1 (X)F 0 (X) + P0 (X)F (X) = Q(X) . (3) Sei V (F ) = spanK(X) (F, F 0 , F 00 , . . . ) der von F und allen seinen Ableitungen erzeugte K(X)-Untervektorraum von K((X)). Dann gilt dimK(X) V (F ) < ∞ . Definition 11.2. Eine Reihe F ∈ K((X)), die obige ¨aquivalente Eigenschaften hat, heißt D-finit (engl. D-finite als Abk¨ urzung von differentiably finite; das bezieht sich auf Eigenscahft (3)).
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Beweis (Lemma 11.1): (1)=⇒(2) ist trivial. (2)=⇒(1): Sei m = deg(Q) + 1. Wenn wir die Gleichung in (2) m-mal ableiten, bekommen wir eine Gleichung (m)



Pd (X)F (d+m) (X) + · · · + P0



(X)F (X) = Q(m) (X) = 0



wie in (1). (1)=⇒(3): Sei V = spanK(X) (F, F 0 , . . . , F (d−1) ). Die Gleichung in (1) impliziert, daß F (d) ∈ V ist (da Pd 6= 0, k¨onnen wir durch Pd dividieren; dann ist F (d) als K(X)-Linearkombination der niedrigeren Ableitungen ausgedr¨ uckt). Es folgt (mit der Regel f¨ urs Ableiten eines Produkts und der Tatsache, daß K(X) unter Differentiation invariant ist) F (d+1) ∈ V + K(X) · F (d) = V , also ist V invariant unter Differentiation. Da F ∈ V ⊂ V (F ), folgt V = V (F ) und damit dim V (F ) = dim V ≤ d. (3)=⇒(1): Da dim V (F ) < ∞, gibt es ein kleinstes d ∈ N, so daß F, F 0 , . . . , F (d) linear abh¨angig sind u ¨ber K(X). Es folgt F (d) (X) = Rd−1 (X)F (d−1) (X) + · · · + R0 (X)F (X) mit Rj ∈ K(X). Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner der Rj erhalten wir eine Gleichung wie in (1). 2 Beispiele f¨ ur D-finite Potenzreihen sind 1 , eX , sin(X) , cos(X) , log 1−X



√



1 2 e−X/2−X /4 . 1−X Die Exponentielle Erzeugende Funktion der Bell-Zahlen, F (X) = exp(eX − 1), ist jedoch nicht D-finit. Um das zu sehen, beachte man, daß 1 − 4X ,



√



F (d) (X) = (edX + ad,d−1 e(d−1)X + · · · + ad,1 eX + ad,0 )F (X) ist. Damit ist V (F ) = spanK(X) (1, eX , e2X , . . . ) · F , und da eX transzendent ist (zu algebraischen (d.h. nicht-transzendenten) Potenzreihen siehe weiter unten in diesem Kapitel), ist das nicht endlich-dimensional. Wir w¨ urden jetzt gerne in ¨ahnlicher Weise die Menge K N aller Folgen in K als einen K(X)-Vektorraum auffassen, indem wir R(X) · a = (R(n)an )n∈N setzen. Das Problem dabei ist, daß R an Stellen n ∈ N Pole haben kann, so daß R(n) dann nicht definiert ist. Auf der anderen Seite hat so eine rationale Funktion R aber nur endlich viele Pole, also ist R(n)an jedenfalls f¨ ur n  0 (also hinreichend großes n) definiert. Das motiviert folgende Begriffsbildung. Definition 11.3. Zwei Folgen a, b ∈ K N heißen ¨aquivalent, kurz a ∼ b, wenn ¨ an = bn f¨ ur alle hinreichend großen n ∈ N gilt. Die Aquivalenzklassen [a] heißen Folgenkeime; die Menge aller Folgenkeime sei mit G(K) bezeichnet (von engl. germ). Dies ist analog zu dem aus der Funktionentheorie gel¨aufigen Begriff der Funktionskeime an einer Stelle. Hier werden zwei Folgen identifiziert, wenn sie in einer ” Umgebung von ∞“ u ¨bereinstimmen. Proposition 11.4. (1) Mit den Definitionen [a]+[b] = [a+b] und [a][b] = [ab] (wobei (ab)n = an bn ) wird G(K) zu einem kommutativen Ring mit 1.
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(2) Die Abbildung K(X) 3 R(X) 7−→ [r] ∈ G(K), wobei rn = 0, falls n ein Pol von R ist, und rn = R(n) sonst, ist ein (dann injektiver, weil K(X) ein K¨oper ist) Ringhomomorphismus. Insbesondere ist G(K) eine K(X)Algebra und damit ein K(X)-Vektorraum. Beweis: (1) Es gilt offensichtlich a ∼ b ⇐⇒ (a − b) ∼ 0. Außerdem ist I = [0] = {a ∈ K N | a ∼ 0} ein Ideal im Ring K N . Nach den u ¨blichen S¨atzen aus N ∼ der Algebra ist damit G(K) = K /I ein Ring mit Addition und Multiplikation wie angegeben. (2) Da (R1 + R2 )(n) = R1 (n) + R2 (n) und (R1 R2 )(n) = R1 (n)R2 (n) f¨ ur alle n  0 gilt, ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus. Der Rest ist klar. 2 Wir definieren noch den Shiftoperator. Definition 11.5. F¨ ur eine Folge a ∈ K N sei Sa = (an+1 )n∈N . Diese Operation ist ¨ offenbar mit der Aquivalenz von Folgen vertr¨aglich, also setzen wir S[a] = [Sa]. Auf den Folgenkeimen ist dieser Shiftoperator bijektiv; damit ist S −1 [a] = [T a] wohldefiniert (wobei (T a)0 = 0 (oder sonst irgend etwas) und (T a)n+1 = an ). Nach all diesen Vorbereitungen k¨onnen wir jetzt endlich die zu Lemma 11.1 analogen Aussagen f¨ ur Folgen formulieren. Lemma 11.6. F¨ ur eine Folge a ∈ K N sind folgende Eigenschaften ¨aquivalent. (1) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß f¨ ur alle n ∈ N gilt Pd (n)an+d + · · · + P1 (n)an+1 + P0 (n)an = 0 . (2) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß f¨ ur alle n  0 gilt Pd (n)an+d + · · · + P1 (n)an+1 + P0 (n)an = 0 . (3) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß f¨ ur den Folgenkeim [a] gilt Pd (X) · S d [a] + · · · + P1 (X) · S[a] + P0 (X) · [a] = 0 . (4) Sei V ([a]) = spanK(X) ([a], S[a], S 2 [a], . . . ) der von [a] und allen seinen Shifts erzeugte K(X)-Untervekotrraum von G(K). Dann gilt dimK(X) V ([a]) < ∞ . Definition 11.7. Eine Folge a (oder ihr Folgenkeim [a]) heißt P-rekursiv (polynomial linear rekursiv), wenn sie obige Eigenschaften hat. Beweis (Lemma 11.6): (1)=⇒(2) ist trivial. (2)=⇒(1): Die Gleichung in (2) gelte f¨ ur n ≥ m. Man multipliziere sie mit n(n − 1) . . . (n − m + 1), dann gilt sie f¨ ur alle n ∈ N. (2) ⇐⇒ (3) folgt aus den Definitionen. (3) ⇐⇒ (4) geht analog zu Lemma 11.1. Man beachte, daß das Bild von K(X) in G(K) unter dem Shiftoperator invariant ist und daß man die Beziehung S([a][b]) = (S[a])(S[b]) hat. 2 Das erste Hauptresultat dieses Kapitels zeigt, daß die Eigenschaften P-rekursiv“ ” und D-finit“ zwei Seiten derselben Medaille sind. ”
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Satz 11.8. F¨ ur eine Folge a ∈ K N sind folgende Aussagen ¨aquivalent. (1) a ist P-rekursiv. (2) Die GEF Fa ist D-finit. (3) Die EEF Ea ist D-finit. Beweis: (1)=⇒(2): Nach Voraussetzung gibt es Polynome P0 , . . . , Pd ∈ K[X] und m ∈ N, so daß f¨ ur n ≥ m Pd (n)an+d + · · · + P1 (n)an+1 + P0 (n)an = 0 . Indem wir eventuell m vergr¨oßern, k¨onnen wir P0 6= 0 annehmen. Wir ersetzen nun n durch n − d und erhalten P˜d (n)an + · · · + P˜1 (n)an−d+1 + P˜0 (n)an−d = 0 f¨ ur alle n ≥ m + d, wobei wir P˜j (n) = Pj (n − d) gesetzt haben. Wir erinnern uns nun an Lemma 8.4 (1). Mit dem dort angegebenen Lexikon ¨ zur Ubersetzung zwischen Folgen und GEF erhalten wir  d  ˜ d  d  d ˜ ˜ Pd X + Pd−1 X X + · · · + P0 X X Fa (X) = Q(X) , dX dX dX wobei Q ein Polynom (vom Grad < m + d) ist und in der großen Klammer ein linearer Differentialoperator mit Polynomkoeffizienten steht. (Dabei gilt die Rechenregel (d/dX)X = X(d/dX) + 1, wie man durch Anwenden auf eine Reihe F leicht sieht.) Wenn k der Grad und α der Leitkoeffizient von P0 (und damit auch von P˜0 ) sind, dann enth¨alt dieser Differentialoperator den Term αX k+d (d/dX)k , also ist der Operator nichttrival, d.h. Fa ist D-finit. (2)=⇒(1): In ¨ahnlicher Weise u ¨bersetzt sich eine Differentialgleichung Pd (X)Fa(d) (X) + · · · + P1 (X)Fa0 (X) + P0 (X)Fa (X) = 0 in die Gleichung  Pd (T )(X + 1)(X + 2) . . . (X + d)S d + Pd−1 (T )(X + 1)(X + 2) . . . (X + d − 1)S d−1  + · · · + P1 (T )(X + 1)S + P0 (T ) · a = 0 , wobei (T a)0 = 0 und (T a)n+1 = an und die große Klammer wiederum als Operator auf K N aufzufassen ist. Wenn wir darauf eine geeignete Potenz S t anwenden, l¨aßt sich die resultierende Gleichung in der Form   Qr (X)S r + · · · + Q1 (X)S + Q0 (X) · [a] = 0 schreiben (beachte die Rechenregel SX = (X + 1)S); dies hat die Form der Bedingung in Lemma 11.6 (3). Man u ¨berzeugt sich davon, daß der Leitkoeffizient α von Pd einen nicht-verschwindenden Term αX d S d−k+t in der großen Klammer erzeugt (wo k der Grad von Pd ist). ¨ (2) ⇐⇒ (3): Dies folgt aus der Aquivalenz von (1) und (2) und der Aussage a  n P-rekursiv , (an ) P-rekursiv ⇐⇒ n! die leicht zu sehen ist. 2
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Als Beispiel betrachten wir die Folge (an ) der Anzahlen 2-regul¨arer Graphen, deren EEF 1 exp(− 12 X − 14 X 2 ) F (X) = √ 1−X ist, wie wir gesehen haben. Wir bestimmen die logarithmische Ableitung F 0 (X) 1 −1 1 1 X2 =− − − X= . F (X) 2 1−X 2 2 2(1 − X) Also haben wir die Differentialgleichung 2(1 − X)F 0 (X) − X 2 F (X) = 0 . F¨ ur die Folge bn = an /n! ergibt sich dann gem¨aß obigem Beweis: 2(n + 1)bn+1 − 2nbn − bn−2 = 0 f¨ ur alle n ≥ 0, wobei b−1 = b−2 = 0 gesetzt werden muß. Multiplikation mit n! liefert dann die Rekursion   n an+1 = nan + an−2 f¨ ur alle n ≥ 0 2 mit a−2 = a−1 = 0 und a0 = 1. Die nun folgenden Resultate zeigen, daß D-finite Reihen bzw. P-rekursive Folgen einigermaßen sch¨one Abgeschlossenheitseigenschaften haben. Satz 11.9. (1) Die D-finiten Laurent-Reihen bilden eine K(X)-Unteralgebra von K((X)). Außerdem gilt: F ∈ K((X)) D-finit =⇒ F 0 D-finit. (2) Die P-rekursiven Folgenkeime in G(K) bilden eine K(X)-Unteralgebra. Außerdem gilt: [a] ∈ G(K) P-rekursiv =⇒ S[a] P-rekursiv. Beweis: Zun¨achst eine Vorbemerkung. Seien V und W zwei K(X)-Untervektorr¨aume in einer K(X)-Algebra A. Wir setzen V · W = spanK(X) ({v · w | v ∈ V, w ∈ W }) . Dann gilt dimK(X) V · W ≤ (dimK(X) V ) · (dimK(X) W ). (Denn die Elemente v · w, wo v eine Basis von V und w eine Basis von W durchl¨auft, erzeugen bereits V · W .) (1) Wir verwenden das Kriterium in Lemma 11.1 (3). Seien F, G ∈ K((X)) Dfinit. Wir m¨ ussen zeigen, daß dann auch F + G und F · G D-finit sind und daß rationale Reihen R ∈ K(X) D-finit sind. Nun gilt offenbar V (F + G) ⊂ V (F ) + V (G) V (F · G) ⊂ V (F ) · V (G) V (R) ⊂ K(X) (denn (F · G)(n) =



Pn



k=0



 n k



F (k) G(n−k) ), also



dim V (F + G) ≤ dim V (F ) + dim V (G) < ∞ dim V (F · G) ≤ (dim V (F )) · (dim V (G)) < ∞ dim V (R) ≤ 1 .
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Außerdem ist V (F 0 ) ⊂ V (F ), also dim V (F 0 ) ≤ dim V (F ) < ∞. (2) Analog zum Teil (1) verwenden wir hier das Kriterium in Lemma 11.6 (4). Seien also [a], [b] ∈ G(K) P-rekursiv. Wir m¨ ussen zeigen, daß dann auch [a] + [b] und [a]·[b] P-rekursiv sind und daß das Bild von K(X) in G(K) aus P-rekursiven Folgenkeimen besteht. Sei [r] ∈ G(K) das Bild von R(X) ∈ K(X). Dann gilt wie oben V ([a] + [b]) ⊂ V ([a]) + V ([b]) V ([a] · [b]) ⊂ V ([a]) · V ([b]) V ([r]) ⊂ K(X) · [1] , also folgt die Behauptung (hier gilt S n ([a] · [b]) = (S n [a])(S n [b])). Außerdem ist wieder V (S[a]) ⊂ V ([a]), also ist S[a] auch P-rekursiv. 2 F¨ ur die weiteren Ergebnisse m¨ usen wir eine weitere Klasse von Laurent-Reihen einf¨ uhren. Definition 11.10. Eine Reihe F ∈ K((X)) heißt algebraisch, wenn sie folgende ¨aquivalente Eigenschaften hat. (1) Es gibt Polynome P0 , P1 , . . . , Pd ∈ K[X] mit Pd 6= 0, so daß Pd (X)F (X)d + · · · + P1 (X)F (X) + P0 (X) = 0 . (2) Sei A(F ) = spanK(X) (1, F, F 2 , . . . ). Dann ist dimK(X) A(F ) < ∞. ¨ Die Aquivalenz der beiden Eigenschaften sieht man auf die gleiche Art und Weise wie in Lemma 11.1 oder 11.6. Die folgende Proposition faßt einige wichtige Eigenschaften algebraischer Reihen zusammen. Proposition 11.11. (1) (2) (3) (4)



Wenn F ∈ K((X)) algebraisch ist, dann ist A(F ) ein K¨orper. Wenn F ∈ K((X)) algebraisch ist, dann gilt V (F ) ⊂ A(F ). Die algebraischen Reihen in K((X)) bilden einen Unterk¨orper. Seien F1 , . . . , Fn ∈ K((X)) algebraisch. Dann ist A(F1 , . . . , Fn ) = A(F1 ) · . . . · A(Fn ) ein K¨orper, und zwar der kleinste K¨orper, der K(X) und F1 , . . . , Fn enth¨alt. Er hat endliche K(X)-Dimension.



Beweis: (1) Nach Definition ist A(F ) jedenfalls eine K(X)-Algebra (n¨amlich die von F erzeugte K(X)-Unteralgebra von K((X))). Es ist also nur noch zu zeigen, daß jedes 0 6= G ∈ A(F ) in A(F ) einen Kehrwert hat. Dazu zeigen wir zun¨achst, daß F −1 ∈ A(F ) ist (falls F 6= 0). Wenn F 6= 0 ist, dann k¨onnen wir in Eigenschaft (1) von Def. 11.10 annehmen, daß P0 6= 0 ist (andernfalls dividieren wir so oft durch F , bis das der Fall ist). Nach Multiplikation mit F −1 erhalten wir P1 (X) P2 (X) Pd (X) − F (X) − · · · − F (X)d−1 ∈ A(F ) . F (X)−1 = − P0 (X) P0 (X) P0 (X)
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Sei nun 0 6= G ∈ A(F ) beliebig. Dann gilt offenbar A(G) ⊂ A(F ), also (wie eben gezeigt) G−1 ∈ A(G) ⊂ A(F ). (2) Wir zeigen F 0 ∈ A(F ). Dann folgt induktiv F (n) ∈ A(F ) f¨ ur alle n ≥ 0, also V (F ) ⊂ A(F ). Wir k¨onnen in Def. 11.10 (1) den Grad d minimal w¨ahlen. Wir differenzieren die Gleichung dann und bekommen Pd0 (X)F (X)d + · · · + P10 (X)F (X) + P00 (X) = −(dPd (X)F (X)d−1 + · · · + 2P2 (X)F (X) + P1 (X))F 0 (X) . Da d minimal gew¨ahlt war, ist die Klammer auf der rechten Seite nicht null, also haben wir Pd0 (X)F (X)d + · · · + P10 (X)F (X) + P00 (X) ∈ A(F ) F 0 (X) = − dPd (X)F (X)d−1 + · · · + 2P2 (X)F (X) + P1 (X) (denn nach (1) ist A(F ) ein K¨orper). (3) Es gilt A(F + G) ⊂ A(F ) · A(G) und A(F · G) ⊂ A(F ) · A(G), also sind mit F und G auch F + G und F · G algebraisch. Wir haben bereits in Teil (1) gesehen, daß f¨ ur algebraisches F 6= 0 gilt, daß F −1 ∈ A(F ); damit ist auch F −1 algebraisch. (4) Nach Definition ist A(F1 , . . . , Fn ) die von F1 , . . . , Fn erzeugte K(X)-Unteralgebra von K((X)) (und damit die kleinste K(X)-Unteralgebra, die F1 , . . . , Fn enth¨alt). Es ist also nur noch zu zeigen, daß f¨ ur 0 6= G ∈ A(F1 , . . . , Fn ) auch G−1 ∈ A(F1 , . . . , Fn ) ist. Da A(F1 , . . . , Fn ) aber eine Unteralgebra ist, haben wir G−1 ∈ A(G) ⊂ A(F1 , . . . , Fn ). 2 Mit diesen Vorberitungen k¨onnen wir zeigen, daß viele Reihen D-finit sind. Satz 11.12. Sei F ∈ K((X)). Dann gilt: (1) Ist F algebraisch, dann ist F D-finit. (2) Ist F 0 /F algebraisch, dann ist F D-finit. (3) Wenn es algebraische Reihen A0 , . . . Ad ∈ K((X)) gibt mit Ad 6= 0, so daß Ad (X)F (X)(d) + · · · + A1 (X)F 0 (X) + A0 (X)F (X) = 0 , dann ist F D-finit. Beweis: (1) folgt aus (2), denn f¨ ur algebraisches F ist auch F 0 /F ∈ A(F ), also algebraisch. (Alternativ kann man auch direkt Prop. 11.11 (2) benutzen.) (2) ist der Spzeialfall d = 1 von (3) (3) Sei K1 = A(A0 , A1 , . . . , Ad ). Dann ist K1 ein K¨orper, der unter Differentiation invariant ist (denn G ∈ K1 impliziert G0 ∈ A(G) ⊂ K1 ). Mit demselben Argument wie in Lemma 11.1 folgt aus der gegebenen Differentialgleichung dann, daß dimK1 spanK1 (F, F 0 , F 00 , . . . ) < ∞ ist. Da dimK(X) K1 nach Prop. 11.11 (4) endlich ist, folgt dimK(X) spanK(X) (F, F 0 , F 00 , . . . ) ≤ dimK(X) spanK1 (F, F 0 , F 00 , . . . ) = (dimK(X) K1 ) · dimK1 spanK1 (F, F 0 , F 00 , . . . ) < ∞. 2
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Aus den bisher bewiesenen S¨atzen folgt nun zum Beispiel sofort, daß die Reihe F (X) = (1 − X)−1/2 exp(−X/2 − X 2 /4) D-finit ist, ohne daß wir die Differentialgleichung f¨ ur F explizit aufstellen m¨ ussten (denn F ist Produkt einer algebraischen Reihe mit einer Reihe, deren logarithmische Ableitung sogar ein Polynom ist). X



Das Beispiel ee −1 zeigt, daß die Komposition zweier D-finiter Reihen nicht notwendig wieder D-finit ist. Es gilt aber immerhin folgender Satz. Satz 11.13. Sei F ∈ K((X)) D-finit und G ∈ XK[[X]] algebraisch. Dann ist F (G) D-finit. Beweis: Sei W = spanA(G) (F (G), F 0 (G), F 00 (G), . . . ). Dann gilt V (F (G)) ⊂ W , denn F (G) ∈ W , und W ist abgeschlossen unter Differentiation: Es gilt (F (n) (G))0 = G0 · F (n+1) (G). Da dimK(X) A(G) < ∞, gen¨ ugt es also zu zeigen, daß dimA(G) W < ∞ ist. Dazu betrachten wir eine Gleichung f¨ ur F wie in Lemma 11.1 (1): Pd (X)F (d) (X) + · · · + P1 (X)F 0 (X) + P0 (X)F (X) = 0 Wir ersetzen X durch G(X) und erhalten Pd (G(X))F (d) (G(X)) + · · · + P1 (G(X))F 0 (G(X)) + P0 (G(X))F (G(X)) = 0 . Dies zeigt, daß F (d) (G) ∈ W1 = spanA(G) (F (G), F 0 (G), . . . , F (d−1) (G)) ist. Wie u ¨blich folgt dann F (d+1) (G) = G10 (F (d) (G))0 ∈ W1 usw., also schließlich W = W1 und dimA(G) W ≤ d. 2 Das n¨achste Ergebnis (das wir hier aber nicht beweisen wollen), befaßt sich damit, wann der Kehrwert einer D-finiten Reihe wieder D-finit ist. Satz 11.14. Sei 0 6= F ∈ K((X)). Dann gilt F D-finit und F −1 D-finit ⇐⇒ F 0 /F algebraisch. ur die loga(Die Richtung von rechts nach links folgt aus Satz 11.12 (2), denn f¨ −1 0 −1 0 rithmische Ableitung gilt (F ) /F = −F /F .) Daraus folgt zum Beispiel, daß Reihen wie 1 X , tan X , cos X eX − 1 (letztere ist die EEF der Bernoulli-Zahlen, die in vielen Zusammenh¨angen, besonders in der Zahlentheorie, immer wieder auftauchen) nicht D-finit sind. F¨ ur ihre Koeffizienten gibt es demnach auch keine linearen Rekursionsgleichungen fester L¨ange, deren Koeffizienten Polynome sind. Ein weiteres wichtiges Resultat betrifft Diagonalfolgen. Wenn wir eine Folge“ ” a(n1 , n2 , . . . , nm ) in mehreren Variablen haben, dann k¨onnen wir dazu die Diagonalfolge an = a(n, n, . . . , n) bilden. Die zugeh¨orige Operation an den Erzeugenden Funktionen heißt entsprechend. Definition 11.15. Sei F (X1 , . . . , Xm ) ∈ K[[X1 , . . . , Xm ]] eine Potenzreihe in m Variablen. Dann heißt die Reihe ∞ X n (diag F )(X) = ([X1n . . . Xm ]F )X n ∈ K[[X]] n=0
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die Diagonalreihe von F . Nun gilt folgendes (ebenfalls ohne Beweis). Satz 11.16. Sei F (X1 , . . . , Xm ) ∈ K[[X1 , . . . , Xm ]] eine rationale Potenzreihe in m Variablen (d.h. F (X1 , . . . , Xm ) = P (X1 , . . . , Xm )/Q(X1 , . . . , Xm ) mit Polynomen P, Q ∈ K[X1 , . . . , Xm ] und Q(0, . . . , 0) = 1). Dann ist die Diagonalreihe diagF ∈ K[[X]] D-finit. Im Falle m = 2 ist diag F sogar algebraisch; das gilt jedoch im allgemeinen nicht mehr, wenn m ≥ 3 ist. Als typisches Beispiel k¨onnen wir die Reihe  ∞  X 1 m+n F (X1 , X2 ) = = X1m X2n 1 − X1 − X2 m,n=0 n betrachten. F¨ ur ihre Diagonale gilt  ∞  X 2n 1 (diag F )(X) = Xn = √ ; n 1 − 4X n=0 das ist offensichtlich eine algebraische Reihe. Dagegen ist ∞   X 1 (3n)! n F (X) = diag (X) = X 1 − X1 − X2 − X3 n!3 n=0 zwar D-finit (die Koeffizienten erf¨ ullen eine lineare Rekursionsgleichung der L¨ange 1), aber nicht algebraisch. Letzteres liegt (z.B.) an der Asymptotik (benutze die Stirlingsche Formel) √ √    3 (3n)! 33n n3n e−3n 6πn −2 √ = 1 + O(1/n) = + O(n ) 27n . n −n 3 n!3 2πn (n e 2πn) √



1 f¨ ur z → 1 beschr¨ankt ist, d.h. F hat eine Daraus folgt, daß F (27z) − 2π3 log 1−z logarithmische Singularit¨at bei 1/27, was bei einer algebraischen Funktion nicht passieren kann.



12. Algorithmischer Beweis kombinatorischer Identit¨ aten Dieses letzte Kapitel der Vorlesung ist im wesentlichen eine Wiederholung meines Habilitationsvortrags vom 30. Juni 1999. Der Einfachheit halber f¨ uge ich deswegen hier das Skript dieses Vortrags ein. 12.1. Das Problem. In diesem Vortrag geht es um Identit¨aten. Was ist eine Identit¨at? Das ist eine Aussage, die zwei Dinge gleich setzt, in den meisten F¨allen ein kompliziertes Ding mit einem einfachen Ding. Ein Beispiel ist 6 · 9 = 42 . Links vom Gleichheitszeichen steht etwas Kompliziertes, n¨amlich ein Produkt, w¨ahrend rechts etwas Einfaches steht, n¨amlich eine Zahl. Sie haben nat¨ urlich sofort gesehen, daß diese Identit¨at falsch ist (es wird die einzige falsche Identit¨at in diesem Vortrag bleiben). Warum konnten Sie das sofort sehen? Weil Sie (wie
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wir alle) in der Grundschule einen Algorithmus gelernt haben, mit dem sich komplizierte Ausdr¨ ucke wie auf der linken Seite in einfache eindeutige Normalformen umwandeln lassen. Die Normalform der linken Seite ist 54 und damit von der rechten Seite (die bereits in Normalform ist) verschieden. Andere Arten von Identit¨aten, die sich routinem¨aßig entscheiden lassen, werden zum Beispiel repr¨asentiert von (x + y + z)(x2 + y 2 + z 2 − xy − yz − zx) = x3 + y 3 + z 3 − 3xyz 2 tan ϕ = sin 2ϕ 1 + tan2 ϕ Zt r p √ x = arcsin t − t(1 − t) . 1−x 0



Es ist eine andere Sache, zu gegebener linker Seite eine einfache rechte Seite zu finden. Im ersten der obigen drei Beispiele gibt es noch Normalformen (die rechte Seite ist ein Beispiel daf¨ ur). Auch f¨ ur trigonometrische Ausdr¨ ucke wie im zweiten Beispiel lassen sich noch Normalformen finden (das ist nicht mehr ganz so offensichtlich). Das dritte Beispiel f¨ uhrt auf die Frage, wann sich das unbestimmte Integral einer elementaren“ Funktion wieder als elementare Funktion ” schreiben l¨aßt. Dieses Problem hat eine algorithmische L¨osung (Risch 1970), die inzwischen in Systeme wie Maple oder Mathematica eingebaut ist. Wir alle haben uns daran gew¨ohnt, unsere Integrale von solch einem System ausrechnen zu lassen. Die Identit¨aten, um die es hier geht, sind in gewisser Weise diskrete Analoga zu der Integral-Identit¨at oben (eigentlich eher zu bestimmten Integralen mit Parametern). Wir wollen folgende drei Probleme betrachten. P (1) Gilt k F (n, k) = f (n) f¨ ur alle n ∈ N ? Zum Beispiel: X n2 2n = n k k P P (2) Gilt k F (n, k) = k G(n, k) f¨ ur alle n ∈ N ? Zum Beispiel:   X n 3 X n2 2k  = k n k k k P (3) L¨aßt sich k F (n, k) in geschlossener Form“ hinschreiben? Zum Beispiel: ” X (4n + k)!(4n − k)! (−1)k =? 4 (n − k)!4 (n + k)! k Die Summe erstreckt sich dabei u ¨ber alle ganzen Zahlen, wenn keine Einschr¨ankungen angegeben sind. Wir m¨ ussen nat¨ urlich pr¨azisieren, welche Art von Funktionen F, G, f wir betrachten wollen. Definition.



L sei ein K¨orper der Charakteristik 0.



(a) Eine Funktion f : N −→ L heißt hypergeometrisch, wenn sie eine Gleichung p0 (n)f (n) = p1 (n)f (n + 1) f¨ ur alle n ∈ N
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erf¨ ullt mit Polynomen p0 , p1 ∈ L[X], die nicht beide null sind. Typische Beispiele sind −1    2n 1 x+n 1 , f (n) = n! , n+1 n x n (letzteres mit L = Q(x)), hingegen ist zum Beispiel f (n) = nn nicht hypergeometrisch. (b) Eine Funktion f : N −→ L heißt in (hypergeometrischer) geschlossener Form darstellbar, wenn sie eine endliche Summe von hypergeometrischen Funktionen ist. √ Zum Beispiel haben die Fibonacci-Zahlen u ¨ber L = Q( 5) die geschlossene Form √ !n ! √ !n 1+ 5 1− 5 1 − . f (n) = √ 2 2 5 (c) Eine Funktion F : N × Z −→ L heißt einfach hypergeometrisch, falls sie sich schreiben l¨aßt als m Y k F (n, k) = P (n, k)x y − (ai n + bi k + ci )!ei , i=1



wobei P ∈ L[X, Y ], ai , bi , ei ∈ Z und x, y, ci ∈ L. (Die Interpretation der Fakult¨at ist ein bißchen problematisch, wenn ci keine ganze Zahl ist. Wir k¨onnen uns statt dessen (ai n + bi k + ci )!/ci ! vorstellen, was eine rationale Funktion von ci ist.) Typische Beispiele sind  3  2   n 2k k 2n F (n, k) = (−1) , (3k − 2n) . k k k Wenn wir f¨ ur unsere Probleme spezifizieren, daß F und G einfach hypergeometrisch und f hypergeometrisch sein sollen, dann haben wir eine pr¨azise gestellte Aufgabe vor uns (in Problem (3) ist nat¨ urlich der gerade definierte Begriff der geschlossenen Form gemeint). 12.2. Die Theorie. Wie k¨onnen wir eine Identit¨at wie X X n2 2n F (n, k) = = = f (n) k n k k beweisen? Die rechte Seite f ist hypergeometrisch; im Beispiel gilt 2(2n + 1)f (n) − (n + 1)f (n + 1) = 0 f¨ ur alle n ∈ N. Wenn wir also zeigen k¨onnen, daß die linke P Seite ebenfalls diese Rekursionsgleichung erf¨ ullt, dann sind wir fertig, denn k F (0, k) = 1 = f (0), und durch die Rekursion sind alle anderen Werte eindeutig bestimmt. P Nun k¨onnen wir sicher nicht erwarten, daß jeder Ausdruck der Form k F (n, k) einer hypergeometrischen Rekursion gen¨ ugt (sonst w¨aren ja alle diese Summen
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in geschlossener Form ausdr¨ uckbar), aber wir k¨onnen wenigstens hoffen, daß P f (n) = k F (n, k) einer allgemeineren Gleichung p0 (n)f (n) + p1 (n)f (n + 1) + p2 (n)f (n + 2) + · · · + pd (n)f (n + d) = 0 f¨ ur alle n ∈ N gen¨ ugt, wobei die pi ∈ L[X] sind und pd 6= 0 ist. Solche Funktionen nennt man P-rekursiv (von polynomial linear rekursiv“). In diesem zweiten Teil ” werden wir zeigen, daß dem wirklich so ist. Dazu ist es n¨otig, den Begriff der P-Rekursivit¨at in geeigneter Weise auf Funktionen in mehreren Variablen auszudehnen. Eine naive Verallgemeinerung f¨ uhrt zu Problemen. Schließlich hat sich herausgestellt, daß die weiter unten folgende Definition sinnvoll ist. Bevor wir diese Definition formulieren k¨onnen, m¨ ussen wir einige Objekte einf¨ uhren. Definition. Sei r ≥ 1 eine ganze Zahl. (a) Die nicht-kommutative L-Algebra Lhn1 , . . . , nr , N1 , . . . , Nr i, die von den Variablen n1 , . . . , nr , N1 , . . . , Nr mit den Vertauschungsrelationen ni nj = nj ni ,



Ni Nj = Nj Ni ,



Ni nj = (nj + δij )Ni



erzeugt wird, heißt Ar (L) oder einfach Ar . (b) F¨ ur m ≥ 0 sei A≤m = A≤m r r (L) der L-Unterraum von Ar , der von allen Moe e1 r+1 er nomen n1 . . . nr N1 . . . Nre2r mit 0 ≤ ej ≤ m f¨ ur alle 1 ≤ j ≤ 2r erzeugt ≤n wird. (Aus den Vertauschungsrelationen folgt, daß A≤m ⊂ A≤m+n ist; r Ar r wir haben also eine Filtrierung auf Ar definiert.) Sei nun D = D1 × · · · × Dr mit Dj = N oder Z und SD = SD (L) der Raum aller Funktionen F : D −→ L. Dieser Raum SD wird ein Ar -Modul, indem wir setzen (nj · F )(ν1 , . . . , νr ) = νj F (ν1 , . . . , νr ) (Nj · F )(ν1 , . . . , νr ) = F (ν1 , . . . , νj−1 , νj + 1, νj+1 , . . . , νr ) . Jetzt k¨onnen wir endlich die angek¨ undigte Definition formulieren. Lemma und Definition. F¨ ur F ∈ SD sind folgende Aussagen ¨aquivalent. (i) Es gibt C ≥ 0, so daß f¨ ur alle m ≥ 1 gilt: r dimL A≤m r (L) · F ≤ C m .



(ii) F¨ ur jede (r + 1)-elementige Teilmenge X ⊂ {n1 , . . . , nr , N1 , . . . , Nr } gibt es 0 6= PX ∈ LhXi ⊂ Ar (L) mit PX · F = 0. Eine Funktion F ∈ SD , die diese Eigenschaften hat, heißt holonom. Die Menge der holonomen Funktionen in SD sei mit HD bezeichnet. Wir wollen den Beweis wenigstens andeuten. Aus (i) folgt (ii), denn r+1 dim(A≤m > Cmr ≥ dim A≤m r (L) ∩ LhXi) = (m + 1) r (L) · F



f¨ ur m groß genug, also hat die Abbildung ≤m A≤m r (L) ∩ LhXi −→ Ar (L) · F ,



P 7−→ P · F
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nichttrivialen Kern. Umgekehrt sei µ so gew¨ahlt, daß alle PX aus Eigenschaft (ii) in A≤µ r (L) liegen. Dann kann man die Relationen PX dazu verwenden, hohe Potenzen zu eliminieren, so daß Ar (L) · F ⊂ Vµ · F , e



wobei Vµ der von allen Monomen ne11 . . . nerr N1 r+1 . . . Nre2r erzeugt wird, so daß ej ≥ µ nur f¨ ur h¨ochstens r Elemente j ∈ {1, . . . , 2r}. Da dim(Vµ ∩ A≤m r (L)) ≤ r Cm f¨ ur geeignetes C, folgt Eigenschaft (i). Die Menge HN besteht also gerade aus den P-rekursiven Funktionen. Es gilt, daß F ∈ SD genau dann holonom ist, wenn die triviale Fortsetzung F˜ ∈ SZr holonom ist. Aus den Eigenschaften (i) und (ii) oben lassen sich nun relativ leicht die folgenden Abgeschlossenheitsaussagen u ¨ber holonome Funktionen gewinnen. Satz. (a) HD ist ein Ar -Untermodul von SD . (b) Mit F, G ∈ HD ist auch das punktweise Produkt F G ∈ HD . (c) Ist T : Zr −→ Zs eine Z-lineare Abbildung, so folgt aus F ∈ HZs , daß F ◦ T ∈ HZr ist. (d) Hat F ∈ HD×Z in der letzten Variablen endlichen Tr¨ager (d.h. f¨ ur alle ν ∈ D hat P νr+1 7→ F (ν, νr+1 ) endlichen Tr¨ager), so ist ΣF ∈ HD , wobei (ΣF )(ν) = νr+1 F (ν, νr+1 ). Da n!e und ((n + c)!/c!)e P-rekursiv sind, folgt daraus die erstrebte Folgerung. Ist F ∈ SN×Z einfach hypergeometrisch mit endlichem Tr¨ager in P der zweiten Variablen, so ist f (n) = k F (n, k) P-rekursiv. Diese Aussage geht zur¨ uck auf Arbeiten in den vierziger Jahren der US-Amerikanischen Nonne Sister Mary Celine Fasenmyer, die mit dieser Methode Rekursionen f¨ ur Polynome wie etwa die Laguerre-Polynome   k X k n x Ln (x) = (−1) k k! k



herleitete. Wieder ausgegraben und (nach einem ersten gescheiterten Anlauf) verallgemeinert wurde die Methode in den achtziger Jahren von Doron Zeilberger. P 12.3. Die Praxis. Nun wissen wir also, daß unsere Summe f (n) = k F (n, k) P-rekursiv ist. Um damit etwas anfangen zu k¨onnen, m¨ ussen wir aber in der Lage sein, explizit eine Rekursionsgleichung f¨ ur f zu finden. Der erste Ansatz w¨are, Sister Celines Methode zu folgen. Eigenschaft (ii) sagt uns, daß es einen Operator Pn,N,K 6= 0 (wir setzen der Einfachheit halber n1 = n, n2 = k und N1 = N, N2 = K) gibt mit Pn,N,K · F = 0. Da F einfach hypergeometrisch ist, sind alle F (n + i, k + j)/F (n, k) rationale Funktionen von n und k. Man kann also ein Pn,N,K von einem gewissen Grad in N und K mit unbestimmten Koeffizienten ansetzen und wird auf ein lineares Gleichungssystem u uhrt, das nach unserer Theorie f¨ ur hinreichend hohen Grad ¨ber L[n] gef¨
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l¨osbar sein muß. Zum Beispiel findet man f¨ ur F (n, k) = (n + 1) (F (n, k) − 2F (n, k + 1) + F (n, k + 2))



 n 2 k



die Gleichung



− (2n + 3) (F (n + 1, k + 1) + F (n + 1, k + 2)) + (n + 2)F (n + 2, k + 2) = 0 f¨ ur alle n ∈ N, k ∈ Z, oder etwas k¨ urzer  (n + 1)(1 − 2K + K 2 ) − (2n + 3)(K + K 2 )N + (n + 2)K 2 N 2 · F = 0 .



Wenn wir diese Gleichung u ¨ber alle k ∈ Z summieren, erhalten wir



−2(2n + 3)f (n + 1) + (n + 2)f (n + 2) = 0 f¨ ur alle n ∈ N, woraus mit den Anfangswerten f (0) = 1, f (1) = 2 sehr schnell folgt, daß f (n) =  2n ist. n Diese Methode funktioniert, ist aber sehr langsam, da man im allgemeinen recht große Gleichungssysteme u ¨ber L[n] l¨osen muß. Hier hatte nun Zeilberger einen großen Einfall: Wir k¨onnen den Operator Pn,N,K , den wir eben gefunden haben, schreiben als Pn,N,K = P − (K − 1)Q mit P = −2(2n + 3)N + (n + 2)N 2



und



Q = −(n + 1)(K − 1) + (2n + 3)(K + 2)N − (n + 2)(K + 1)N 2 . Also gilt, wenn wir G = Q · F setzen, P · F = (K − 1) · G d.h. ausgeschrieben −2(2n + 3)F (n + 1, k) + (n + 2)F (n + 2, k) = G(n, k + 1) − G(n, k) . Wenn wir diese Gleichung u ¨ber k summieren, erhalten wir sofort −2(2n + 3)f (n + 1) + (n + 2)f (n + 2) = 0 , da die rechte Seite eine Teleskopsumme liefert (G hat wie F endlichen Tr¨ager in k). Wenn wir beachten, daß G(n, k) = R(n, k)F (n, k) ist mit einer rationalen Funktion R (das kommt daher, daß F einfach hypergeometrisch ist), dann k¨onnen wir uns also alternativ die folgende Aufgabe stellen: Gegeben F , finde P ∈ Lhn, N i und R ∈ L(n, k), so daß P · F = (K − 1) · G mit G = RF ist ! Bevor wir diese Aufgabe allgemein l¨osen, betrachten wir einen Spezialfall. Wir nehmen an, P = 1. Dann kommt n gar nicht mehr explizit vor, und wir k¨onnen das Problem formulieren als: Gegeben f : N −→ L hypergeometrisch, finde g : N −→ L hypergeometrisch mit g(k + 1) − g(k) = f (k) f¨ ur alle k ∈ N, falls ein solches g existiert ! Gosper hat 1977 einen Algorithmus gefunden, der diese Aufgabe l¨ost. Es ist leicht zu sehen, daß g(k) = r(k)f (k) sein muß mit einer rationalen Funktion r(k). Die wesentliche Idee Gospers war, das Problem auf eine lineare Gleichung f¨ ur ein Polynom zu reduzieren, dessen Grad man a priori beschr¨anken kann.
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Zeilberger hat Gospers Algorithmus erweitert, so daß er die allgemeinere Aufgabe l¨ost. (Man setzt P von einem gewissen Grad in N an; die unbestimmten Koeffizienten pj (n) treten dann zusammen mit den Koeffizienten des unbekannten Polynoms in Gospers Algorithmus linear in der zu l¨osenden Gleichung auf.) 2 In unserem Beispiel F (n, k) = nk liefert uns dieser Algorithmus direkt (und viel schneller) das Resultat P = 2(2n + 1) − (n + 1)N



und R(n, k) =



k 2 (3n − 2k + 3) . (n − k + 1)2



Beachten Sie, daß man die Behauptung P · F = (K − 1) · (RF ) leicht durch eine Routine-Rechnung nachpr¨ ufen kann! Wir haben  2 k 2 (3n − 2k + 3) n!2 n G(n, k) = R(n, k)F (n, k) = = (3n − 2k + 3) , (n − k + 1)2 k!2 (n − k)!2 k−1 also G(n, k + 1) − G(n, k)  2  2 n n = (3n − 2k + 1) − (3n − 2k + 3) k k−1 = (3n − 2k + 1)(n − k + 1)2 − (3n − 2k + 3)k 2 = 2(2n + 1)(n − k + 1)2 − (n + 1)3











n! k!2 (n − k + 1)!2



n! k!2 (n − k + 1)!2



 2  2 n+1 n = 2(2n + 1) − (n + 1) k k = 2(2n + 1)F (n, k) − (n + 1)F (n + 1, k) . Das gilt nat¨ urlich analog f¨ ur jedes Resultat, das dieser Algorithmus liefert. Mit anderen Worten: Der Algorithmus zertifiziert sein Ergebnis! Man muß dem Computer also nicht blind vertrauen, sondern kann sich leicht selbst von der Richtigkeit des Ergebnisses u ¨berzeugen. Nun haben wir eine vollst¨andige L¨osung unseres Problems (1) an der Hand. 1. Wende Zeilbergers Algorithmus auf F (n, k) an. Man erh¨alt P und R wie oben. Falls gew¨ ufe das Resultat. P unscht, pr¨ 2. Die Summe k F (n, k) erf¨ ullt die Rekursionsgleichung P . Pr¨ ufe nach, daß die rechte Seite f (n) ebenfalls diese Gleichung erf¨ ullt. 3. Pr¨ ufe gen¨ ugend (aber endlich viele) Anfangswerte auf Gleichheit. Ein Beispiel: X n (−1)k



 −1 1 x+n n! = = . k x+k x n x(x + 1) . . . (x + n) k  k Hier ist also F (n, k) = nk (−1) ∈ Q(x). Zeilbergers Algorithmus liefert x+k P = (n + 1) − (n + x + 1)N



und R =



k(x + k) . (n − k + 1)
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Die rechte Seite f (n) erf¨ ullt die Rekursionsgleichung, und f (0), also ist die Identit¨at bewiesen.



P



k



F (0, k) = 1/x =



Das Problem (2) l¨aßt sich ¨ahnlich angehen, indem man den Algorithmus auf beide Seiten der Gleichung anwendet. Man kann auch gewissermaßen umgekehrt an das Problem (1) herangehen und f¨ ur P gleich die Rekursion einsetzen, der die rechte Seite gen¨ ugt. Dann kann man Gospers Algorithmus auf die Funktion Z 3 k 7→ (P · F )(n, k) ansetzen (wobei n als Parameter behandelt wird). Wenn man Gl¨ uck hat, ist der Algorithmus erfolgreich, und man ist schneller am Ziel. In der Praxis hat man offenbar meistens Gl¨ uck, aber es gibt F¨alle, wo diese Methode nicht funktioniert. Der ZeilbergerAlgorithmus liefert dann eine Rekursion der L¨ange ≥ 2. (Im Spezialfall f (n) = 1 nennen die Autoren Wilf und Zeilberger den so gefundenen Beweis und sein Zertifikat R ganz bescheiden einen WZ-Beweis“ und sein WZ-Zertifikat“.) ” ” P Das f¨ uhrt uns zum Problem (3). Wenn wir eine Summe f (n) = k F (n, k) vor uns haben und sich keine offensichtliche Vermutung u ¨ber die Form von f (n) anbietet (oft kann man f (n) erraten, aber eben nicht immer), dann k¨onnen wir in jedem Fall unseren Algorithmus anwenden. Bekommen wir eine Rekursion der L¨ange 1, dann k¨onnen wir daraus die geschlossene Form leicht bestimmen. Zum Beispiel sehen die Anfangswerte 1, 486, 3543750, 46003313664, 772679415543750, 15025186795291909236, . . . , die zu (4n + k)!(4n − k)! , (n + k)!4 (n − k)!4 geh¨oren, eher abschreckend aus. Der Algorithmus gibt uns die Rekursion F (n, k) = (−1)k



P = 81(4n + 1)(4n + 3)(3n + 1)4 (3n + 2)4 − 8(2n + 1)5 (n + 1)5 N , woraus man leicht ableitet, daß   4 X (4n)!(3n)!4 4n 3n k (4n + k)!(4n − k)! = = . (−1) 4 4 6 4 (n + k)! (n − k)! (2n)! n! 2n n k Wenn allerdings die Rekursion gr¨oßere L¨ange hat, dann stehen wir vor dem Problem, daß wir feststellen m¨ ussen, ob diese Gleichung hypergeometrische L¨osungen hat. Zum Gl¨ uck gibt es auch hierf¨ ur einen Algorithmus, der von Petkovˇsek Anfang der neunziger Jahre gefunden wurde, so daß auch dieses Problem vollst¨andig algorithmisch l¨osbar ist. Als ein einfaches Beispiel sei f (n) =



X k



   n 3k (−1) =? k n k



betrachtet. Der Zeilberger-Algorithmus liefert uns 9(n + 1)f (n) + 3(5n + 7)f (n + 1) + 2(2n + 3)f (n + 2) = 0 , eine Rekursion der L¨ange zwei. Petkovˇseks Algorithmus sagt uns dann, daß (−3)n diese Rekursion l¨ost (wir haben die Faktorisierung 9(n + 1) + 3(5n + 7)N + 2(2n + 3)N 2 = (3(n + 1) + 2(2n + 3)N )(3 + N )
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in A1 ). Da f (0) = 1 und f (1) = −3, ist tats¨achlich f (n) = (−3)n . In diesem Fall h¨atte man das Ergebnis nat¨ urlich auch leicht erraten k¨onnen. Anders gelagert ist f (n) =



X n 3 k



k



= ?.



Hier bekommen wir 8(n + 1)2 f (n) + (7n2 + 21n + 16)f (n + 1) − (n + 2)2 f (n + 2) = 0 , und Petkovˇseks Algorithmus sagt uns, daß es keine hypergeometrischen L¨osungen dieser Gleichung gibt. f (n) ist also nicht in geschlossener Form darstellbar. Dieselbe Rekursion erh¨alt man u ur die Folge ¨brigens f¨  X n2 2k  g(n) = . k n k Zusammen mit den beiden Anfangswerten f (0) = g(0) = 1 ,



f (1) = g(1) = 2



folgt dann f (n) = g(n) f¨ ur alle n ∈ N.



Literatur [1] H.-R. Halder, W. Heise: Einf¨ uhrung in die Kombinatorik, Carl Hanser Verlag, M¨ unchen, Wien (1976). [2] J.H. van Lint, R.M. Wilson: A course in combinatorics, Cambridge University Press (1992). [3] M. Petkovˇ sek, H.S. Wilf, D. Zeilberger: A = B, A.K. Peters, Wellesley, MA (1996). Kann frei aus dem Internet bezogen werden. [4] R.P. Stanley: Enumerative Combintarics, Vol. I, Vol. II, Cambdige studies in advanced mathematics 49, 62, Cambridge University Press (1997, 1999). [5] H.S. Wilf: generatingfunctionology, 2nd ed., Academic Press (1994). Kann frei aus dem Internet bezogen werden.



























Empfehlen Sie Dokumente






[image: alt]





UML im Unterricht - Semantic Scholar 

Welt, mit Hilfe von Anschauungsmaterial das Problem durchgespielt. In unserem .... Im nÃ¤chsten Schritt wird das dritte Szenario analysiert. Hier kann ES1 mit ...










 


[image: alt]





ESD im Kraftfahrzeugbereich - Semantic Scholar 

gibt sich ein SpannungsverhÃ¤ltnis U1/U2 von etwa 1,5. Nimmt man ein KapazitÃ¤tsverhÃ¤ltnis C1/C2 von. 150/220, wie es nach den Fahrzeugmessungen realisti-.










 


[image: alt]





Im Buch 9É - Semantic Scholar 

Universität Freiburg, Friedrichstraße 50, D-79098 Freiburg* ... der Schwächen der TCSEC und der US-amerikanischen Politik gegen- .... Diese klagen über.










 


[image: alt]





Osteochondrosis dissecans im ... - Semantic Scholar 

Bisher geht man davon aus, dass die Entstehung von .... In diesem Fall spricht man von Osteochondrosis dissecans (OCD). Die abgelÃ¶sten ...... plastic analysis.










 


[image: alt]





JAVA Skript zur Vorlesung WS 1998 99 - Semantic Scholar 

22.11.1998 - throw new MeineException Mein Ausnahmefall ist eingetreten! ; ... } finallyf g Der Code in dem auf ...... public String getUserScore int placement.










 


[image: alt]





Informations- und Wissensmanagement im Jahr ... - Semantic Scholar 

Informations- und Wissensmanagement im Jahr 2025: BTW allez oder BTW passÃ©e? Gerhard Weikum. Max-Planck-Institut fÃ¼r Informatik. Stuhlsatzenhausweg ...










 


[image: alt]





Koordination im Multi Channel Management - Semantic Scholar 

01.03.2013 - 1. Motivation. In letzter Zeit werden von Unternehmen immer mehr KanÃ¤le genutzt, um mit Kunden ... Multi Channel-Strategieentwicklung nach.










 


[image: alt]





XTERM Projekte im Fokus - Semantic Scholar 

Buschor, E.: MÃ¶glichkeiten und Grenzen des E-Learning. In Miller,. D. (Hrsg.): E-Learning - Eine multiperspektivische Standortbestimmung. Haupt, Bern, 2005.










 


[image: alt]





Bewertung betrieblicher Anwendungen im Kontext ... - Semantic Scholar 

Betriebliche Anwendungen unterstützen in Unternehmen deren Geschäftsprozesse und folglich auch deren Wertschöpfung und sind daher wichtige Artefakte.










 


[image: alt]





Kollaborative Modellierung im Software Engineering - Semantic Scholar 

Christian Bartelt. Software Engineering ist ... durchgefÃ¼hrter Modellbearbei- tungen spielt dabei fÃ¼r den Projekterfolg eine immer entscheidendere Rolle.










 


[image: alt]





Mobile Payment im Spannungsfeld von ... - Semantic Scholar 

1 Ausgangsbasis fÃ¼r die Definition von Mobile Payment ist die Definition von Zahlung .... strategische Ungewissheit, hohe Kosten, Neu- und AusgrÃ¼ndungen von.










 


[image: alt]





Tangicons Programmieren im Kindergarten - Semantic Scholar 

Kinder wachsen heute mit einer Vielzahl digital angereicherter Artefakte auf. ... Herczeg, 2008) â€“ HolzwÃ¼rfeln mit Spotcodes, die fotografiert und mit Hilfe eines.










 


[image: alt]





Verbesserung der Arbeitssituationen im Leitstand ... - Semantic Scholar 

Eugen Reiswich, Universität Hamburg, [email protected]. 13. Januar 2012. 1 Einleitung. Unternehmen mit etablierten und über Jahre bewährten ... Anlagenteile einem Typ zugeordnet werden z.B. mehrere Temperaturfühler zu PT100. ... Dies










 


[image: alt]





Software im Automobil – Anforderungen und ... - Semantic Scholar 

nen im aktuellen 7er BMW wären ca. 250.000 direkte .... durch die Nutzung im Fahrzeug erzeugen, z.B. TV, Börsen News oder Spiele. Dazwischen sind jene ...










 


[image: alt]





Maschinelle Datenanalyse im Informationszeitalter - Semantic Scholar 

Hans-JÃ¶rg Schulz, Thomas Nocke. Kurzfassung: Die allgemeine .... im Kompetenzfeld von. Computer und Mensch (nach Daniel Keim, UniversitÃ¤t Konstanz) ...










 


[image: alt]





Bedeutung von IT im Handel - Semantic Scholar 

xess Systemhaus) und Tchibo (SAP), um nur einige besonders interessante Projekte in Deutsch- land zu nennen. Auch wenn sich â€” insbesondere unter dem ...










 


[image: alt]





Eingebettete Sicherheit und Kryptographie im ... - Semantic Scholar 

Christof Paar und Thomas Wollinger. Horst GÃ¶rtz Institut fÃ¼r IT- .... nungen mit Zahlen erfolgen kÃ¶nnen, die nur 40â€“128 Bit lang sind. Ihr Nachteil ist, dass.










 


[image: alt]





IT-Standards im Gesundheitswesen - Semantic Scholar 

registrieren ihre Services bei einem zentralen Service-Broker. Dort wird ... bestimmten Dienst, wird eine Suchanfrage an den Service-Broker gestellt, der dem.










 


[image: alt]





Telekooperation im Top-Management: Das ... - Semantic Scholar 

Als Networker, Coach und. Kommunikator .... Stewart, R. (1967): Managers and their Jobs - A study of the similarities and differences in the ways managers ...










 


[image: alt]





Interaktion im Sensoric Garden - Semantic Scholar 

Abbildung 3: FlirtBank (im â€žSpiegelbildâ€œ: AR-Toolkit-Karten und virtuelle Objekte sichtbar) .... Obwohl die Interaktion im Vergleich zur Klaviatur einen geringeren An- .... Online Proceedings of CHI Fringe 2004. http://www.chiplace.org. Monk, A.










 


[image: alt]





Differenzierung von Integrationsentscheiden im ... - Semantic Scholar 

Support, das Multi Channel Management sowie fÃ¼r die Weiterentwicklung der ...... Lifecycle, in: Information Management & Consulting 19 (2004) 3; S. 23-26.










 


[image: alt]





Interoperable multimediale Kommunikation im ... - Semantic Scholar 

PrÃ¤sentation der Daten entstehen, sondern will auch die Benutzer .... [SML99] Smith, J.; Mohan, R.; Lee, C.-S.: Scalable Multimedia Delivery for Pervasive.










 


[image: alt]





Wissensarten und Techniken im ... - Semantic Scholar 

Mediation. A. Beobachtung. W. Dokumentenanalyse. -. Zukunftsworkshops. W, A. : UnterstÃ¼tzt; W: Within-Obstacle; A: Among-Obstacle; B: Between-Obstacle; ...










 


[image: alt]





Benutzerverhalten im Kontext von Social ... - Semantic Scholar 

04.10.2011 - Anders als etwa Online ... weitere Artikel online: ..... Mail, Wohnort, Adresse, Telefonnummer) als noch akzeptabel erscheint, differiert zwischen ...










 











Copyright © 2024 P.PDFDOKUMENT.COM. Alle Rechte vorbehalten.

Über uns |
Datenschutz-Bestimmungen |
Geschäftsbedingungen |
Hilfe |
Copyright |
Kontaktiere uns










×
Anmelden






Email




Password







 Erinnere dich an mich

Passwort vergessen?




Anmelden














