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AIX+BI~+CI. =0,. (4) y sea PI (XI , yl) su punto de intersecci6n. Consideremos la ecuaci6n en donde kl y kl son constant 
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El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analiticn plana y del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de 10s principios fundarnentales de Geonletria elelnental, Trigonoilletria plana y Algebra. En su prepumidn el autor se 1x1 esforzado, principal~nente,en satisfacer las necesidades de ri~aestrosy alalilnos. Una simple lectura del indice mostrarQ que 10s temas considerados son aquellos incluidos generallnente en 10s libros de tcxto de Geomctria analitica. Creeinos que el iriaestro encontrari en cste libro todo el material que puede considerar como esencial para un curso de ests materia, ya quc no tw conveniente, por lo general, el tener que complenlcntar un libro dc texto con material de otros libros. El n16todo didictico etnpleado en todo el lihro consta de las siguientcs partcs: orientaci6n, lnotivo, tliscusitin y cjen~plos,a la manera de una lcccirin oral. l'ara orientacicin dcl cstudiante, el autor ha usaclo el metodo dc presc~ntarpril~leroideas fa~i~iliarcs y pasar luego paulatinalnente y de una n1anrl.a natural a nuevos conceptos. Por esta mzcin, cada capitulo con~ienzncon un articulo preliminar. Este enlace dc 10s conocimientos a~\teriorrsdel estudiante con 10s nuevos conceptos de la Geometria analitica es tle considerable in~portanciit, porque un ma1 entendimiento del ir16todo nnalitico en 10s principios conducid, inrvitablemente, a dificultatlcs continuas en las pnrtes m6s nvanzadas. En el desarrollo de 10s temm se ha pllesto cspecial cuidado en fijar el motivo. Esto es necesario si se quiere que el alumno obtenga un conocilniento bdsico de 10s nGtodos analiticos y no haga una sinlple adquisicicin de hechos geom6tricos. Se ha heello todo lo posible por encauzar el proceso de razonnmiento de tal mnnera que apsrte a1 estudiante de la :area de nlemorizar. E n general, henlos resumido en fornla de teoreinas 10s resultados de la discusidn de un problema o una proposicidn particular. Este proce-



dimiento no solamede sirve para llamar la ntenci6n sobre 10s resultndos lmportnntes, sino catnbiQn clasiiica a dichos resultados para futura referencin. El maestro verli que este libro se presta en sf a ser dividido en lecciones para 1&?tareas diarias. El estudio de cada asunto va seguido usualnlente de uno o mlis ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la teoria explicada. Q~eremosahora llamar la atenci6n sobre algunas caracteristicas especiales del libro. El estudio de la ~ e o m k G i atibfditica no alcanza uno de sus princ:ipsles objetivos si no da un anlilisis completo de cualquiera investigacilh particular que se trate. El ser conciso en la presentaci6n no se justifica. siertamente si una conclusi6n estli basada en la discusibh:di?'dri"'~ virios onsos posibles. E s . p ~esto r pue la ~inveatigaci61i,de cada cuestidn sk ha hecho tan, completa como ha sido posiblei; f !loicasos 'excep~ionalesno han sido consideradoe. Algunos ejemplos de esto pueden verse en la dis-5 cusi6n de Ins posiciones relati~adde do; Wdtas it.."^); 1it"determinaci6n de la distancia de unarekta ti un pu'h'to dado (A&: 93) 'ji el &stu?fi&: ,;,;i, de las fanlilias o hrtces de cfrcunferencias (Art. 421.; Otra partichlaridad de :ed& obra es el. dar en forriikde tabla o cbiidh' sin6ptic0, un regumen d&;.CYrMulasyreswltados estreehamente rellcidl' nados. .Una larga e~~riencia:"hk.~ciotitiehddo a1 iiitok"B'eiqu&'pa?u , . , 13' :'"' i estudiantes es una gr&n dpuda,,jj:figb :db tales res~&-+s:" . ' t i ' ! Se observarli que se han introducido varios t6rminos "iikddi' .P&' ejemplo el eje focal y el eje. normal paka las se~ciorl&'kbhida'~i' (Xit.' 00), el nombre indz'cador para el. ihvathibte' B2- 4AC dk'~&'~b\ilhbi6n, gkheril' de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el t Q r r n i n o ~ ~ & ~ ~ h ? i @ & l ' d b ' coordenadas polares (Art. !8b).:. ~ ~ e e r n o g ~ q d ~ ; : i ~ - ~ i,fe"r~riibds s d d ~ : $y~ & el de 10s parentesis rectdfr&llii'& phfi:~nbei~l':ld'iifiiiiek+d'dire&di&!ddL una recta en el espacio (Art. 1s1jSes.hhy'c-jfi+&fik!,$t&. , ::'!' ! .'.": : . ; f : , : : : ' ','
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E l desarrollo de In, ~eometria'analitie&'a?lr ~~~d&i'b!'e$'~ofi6f~e'r&%?h:'-' mente m& completo . que el que aparece e n ,1ti'ntijrbkg;Bd I'db 88tbi"iIk': texto. Un buen fundament6 ijh ~66mitiiir';iti~liti'c&'d&~$$'#d~iil i?Q'd@~@@ : valor phra estudios posteriireb'@L Matelri~kek~.~ ;Fcii ej&:tn'fild~' ii.h.kbtb&d ' raz-onado de intersecci6n de khid&ifi$i&3 ⅈ%$"in dl !&$$hhYd a$Yd $'k ' gran ayuda para la c o m p i e n s i ' 6 n " & ' n i ~ ~ h ' 6 $ 'd6 ~ ~ '&~~ii~o'?$fitiitksi~hi~~ mal. Creemos, tarribign, que se H a ific~ufdd"'sCifl~~~t:e'~d%rid ba?b.'qc& ' el libro pu&a ser ficilmente.adaptg&d'& ciiik6~e.~&dddt~~'k~@~fib&' ,,:a (.,i , :. ,;.:!,,!,!:; .>;X
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E n la f i g u r a 51 se h a n representado las d o s rectas.



Tiene especial inter& la familia de rectas que pasan por la intersecci6n de dos rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se ccrtan son A I X + B I ~ + C =I 0 , (4) F i g . 51



y sea PI(XI, yl) su punto de intersecci6n. Consideremos la ecuaci6n



en donde kl y kl son constantes arbitrarias que pueden tomar todos !os valores reales , exceptuando el caso en que ambas Sean cero sirnultBneament,e. Vamos a demos~rarque ( 6 ) es la ecuaci6n de la familia de rectas que pasan por PI . Como kl y k2 son constantes, la ecuacidn ( 6 ) es lineal en las variables x y y , y , por tanto, representa una linea recta. AdemBs , como P,(TI, yl) est4 sobre ambas rectas (4) y (5) , sus coordenadas satisfacen sus ecuaciones , de manera que



LA LINEA R E C T A



Si t~horahacemos en ( 6 ) z = X I y y = yl de ( 7 ) Y ( 8 1 , que k , . O + k2-0 = 0 ,
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,



hallamos , en vista



que es verdadera para todos 10s valores de kl y k z . Por tant,o, la ecuaci6n ( 6 ) representa todas las rectas que pasan por P I ( X I 9, 1 ), punto de interseccidn de las rectas ( 4 ) y ( 5 ) . En particular, para kl # 0 , k2 = 0 , obtenemos la recta ( 4 ) de ( 6 ) , y de kl = 0 , kz # 0 , obtenemos la recta (5 ) . En general, sin embargo, no nos interesa obtener las rectas ( 4 ) y ( 5 ) a partir de ( 6 ) . Podemos, por ejemplo, eliminar la recta ( 5 ) de la familia ( 6 ) especificando que kl puede tomar todos 10s valores reales except0 cero. Bajo esta hip6tesis podernos dividir la ecuaci6n (6) por kl



,y



si reemplazamos la constante



k 1 por k , ( 6 ) toma la forma



m l s simple A I X + B l y + CI + k ( A z ~ + B 2 y + C Z )= 0 ,



(9



en donde el parlmetro k puede tomar todos 10s valores reales. La ecuaci6n ( 9 ) representa entonces la familia de todas las rectas que pasan por la interseccihn de Ins rectns ( 4 ) y ( 5 ) , con la dnica excepci6n de la recta ( 5 ) . La importancia de la forma ( 9 ) estl en que nos permit,e obtener la ecuaci6n de una recta que pasa por la intersecci6n de dos rectas dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de int,ersecci6n.



I? Fig. 52



Ejemplo 2. Hallar la ecuacitrn de la recta de pendiente - 3 y qur 3 = 0. la intersecci6n de las rectas 4% 2 y 13 = 0 y 3x - Ty
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S o l u c i 6 n . La familia de rectas que pasan por el p u n t o de interseccidn de l as rectas dadas e s t i representada p o r la ecuacidn



que puede escribirse en la forma general



c u y a pendiente es



a



- 3,



-



tendremos:



3h -.42 4- 7k



-



C o m o la pendiente de la recta buscada es igual



4 = - 3, 2 - 7k



de donde 4



+ 3k = 6 - 21k



y k =



Kz.



Sustituyendo este valor de k en (10). tenemos, para ecuacidn de la recta buscada, 1 7 x + - y17- - = ~ ,5 1 osea, 3 x + y - c , = o . 4 12 4 Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. NOTA. Este m l t o d o de parimetros l o usaremos tambiin m i s adelante en conexidn con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serin a 6 n m i s marcadas. EJERCICIOS.



G r u p o 13



D i b u j a r una figura para cada ejercicio.



1. Escribir la ecuacidn de la familia de rectas que son paralelas a la recta 2x - 7y 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada caso el valor del p a r i m e t r o . 2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la 2y - 7 = 0. Dibhjense tres elementos de la familia, especificando recta 3 x en cada caso el valor del parimetro. 3. Escribir la ecuacidn de la familia de rectas tangentes a u n circulo c u y o centro e s t i en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibejense tres elementos de la familia, especificando en cada caso el valor del pardmetro. 4. Establecer una propiedad cornen para todas las rectas de cada ona de las siguientes familias:



+



+



5. Determinar el valor del p a r i m e t r o k de manera que la recta de la familia kx - y 8 = 0 que le corresponda pase p o r el p u n t o ( - 2, 4 ) . Hallar la ecuacidn de la recta. 6 . Determinar el valor del parimetro k de manera que la recta de la familia 3x - ky - 7 = 0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7 x + 4 y - 11 = 0. Hallado el parimetro, escribase la ecuacidn de la recta. 7. Determinar el valor del pardmetro c para que la recta de la familia cx 3y 9 = 0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segment0 igual a - 4. Hallar la ecuacion de la recta.



+



+ -
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8. Determinar el valor del parimetro k correspondiente a la recta de la familia 5x - 12y k = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el parimetro. hillese la ecuaci6n de la recta. ( D o s soluciones.) 3y k = 0. E l producto 9 . L a ecuaci6n de una familia de rectas es 2x de 10s segmentos que una recta de la familia determina aobre 10s ejescoordenados es 24. Hillese la ecuaci6n de la recta. ( D o s soluciones.) 10. Usando el m i t o d o del p a r i m e t r o , hallar la ecuacion de la recta que pasa 11 = 0. p o r el p u n t o (2, - 3) y es paralela a la recta 5x - y 11. P o r el mhtodo del parimetro hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por el p u n t o (2, - 1) y es perpendicular a la recta 7x - 9y 8 = 0. 12. La suma de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes coordenados es igual a 3. P o r el m i t o d o del parimetro hallar la ecuacion de la recta sabiendo que contiene al p u n t o (2, 10). ( D o s soluciones.) 13. La diferencia de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes coordenados es igual a 1. P o r el m i t o d o del parimetro hallar la ecuacidn de la recta si debe pasar p o r el p u n t o (6, - 4 ) . ( D o s soluciones.) 14. E l producto de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes coordenados es igual a - 6. P o r el m i t o d o del p a r i m e t r o hallar la ecuaci6n de la recta si su pendiente es igual a 3. 15. Una recta pasa por el p u n t o A ( - 6, 7 ) y forrna con 10s ejes coordenados un t r i i n g u l o de 6rea igual a 10 Hallar su ecuacion. 16. Una recta pasa por el p u n t o A (2. +$) y forrna con 10s ejes coordenados un t r i i n g u l o de perimetro igual a 12. Hallar su ecuaci6n. Compruhbese el resultado por o t r o mbtodo. 17. L a distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el p u n t o (3 \/', - 3 ) . Hallar su ecuaci6n. 1 8 . La suma de 10s segrnentos que una recta determina sobre 10s ejes coordenados es igual a 10. Hallar la ecuaci6n de la recta si forma con 10s ejes coordenados u n t r i i n g u l o de irea 12. 1 9 . U n a recta pasa por el origen y por la intersection de las rectas 3x 2y 14 = 0 y x - 3y - 1 = 0. Hallar su ecuacibn, sin determinar el p u n t o de intersecci6n. 20. Una recta pasa por el p u n t o A ( - 2, 3 ) y por la intersecci6n de las rectas x 5y 2 = 0 y 3x 4y 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sin determinar su p u n t o de intersecci6n. 21. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones 3x 2y 8 = 0 y 2 x - 9 y - 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sabiendo que es paralela a la recta 6 x - 2y 11 = 0. 22. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones y 1 = 0 y e s perpendicular a la recta 3% 8y - 19 = 0. 7% - 2y = 0 y 4x Hallar su ecuaci6n. 23. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos y 9 = 0, 4% - 3y I = 0 y cuya distancia del origcn es 2. rectas 3x 24. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos rectas 3x 4y = 0. 2 x 5y 7 = 0 y forma con 10s ejes coordenados u n t r i i n g u l o de irea 8. 25. U n a recta pasa por el p u n t o de intersecci6n de las rectas 2 x -3y - 5 = 0 y x 2 y - 13 = 0 y el segment0 que deterrnina sobre el eje X es igual al doble de su pendiente. Hallar la ecuaci6n de dicha recta.
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37. Resumen de resultados. E n el Articulo 12 se di6 un resumen, en forma tabular, de 10s principales resultados obtenidos en el primer cai>itulo. Se recomienda a1 estudiante quc haga una tabla semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la recta tal como se han presentado en este capitulo. El lector habr4 notado que muchoe problemas pueden resolversc por dos o mhs mCtodos diferentes. E s una buena prhctica comprobar una soluci6n usando un metodo diferente. Los ejercicios del grupc, 14 son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por mris de un metodo en 10s casos en que esto sea posible. E JERCICIOS.



G r u p o 14



D i b u j a r una f i g u r a p a r a cada e j e r c i c i o . 1. H a l l a r , p o r tres m i t o d o s diferentes, el i r e a del t r i i n g u l o c u y o s v i r t i c e s son A ( - I , l ) , B(3. 4) y C ( 5 , - 1 ) . 2. H a l l a r el p u n t o d e intersecci6n d e las bisectrices d e 10s i n g u l o s i n t e r i o r e s del t r i i n g u l o del ejercicio 1. 3. H a l l a r la ecuaci6n de la recta de E u l e r p a r a el t r i i n g u l o del ejercicio 1. ( V i a s c el ejercicio 2 6 del g r u p o 10, A r t . 30.) 4 . D e m o s t r a r q u e las m e d i a n a s del t r i i n g u l o del ejercicio 1 l o d i v i d e n e n seis t r i i n g u l o s de i g u a l area. 5. U n a recta pasa p o r el p u n t o de i n t e r s e c c i 6 n de las d o s rectas I 1 = 0 y t a m b i i n p o r la i n t e r s e r c i 6 n de las rec2x 3y 1 = 0 y 3 x - 5y tas x - 3y 7 = 0 , 4x + y - I1 = 0. H i l l e s e la ecuaci6n de la recta s i n d e t e r m i n a r 10s p u n t o s d e intersecci6n. C o m p r u i b e s e el r e s u l t a d o h a l l a n d o 10s p u n t o s dtersecci". D e m o s t r a r , a n a l i t i c a m e n t e , q u e las bisectrices de 10s d o s a n g u l o s s u p l e m e n t a r i o s f o r m a d o s p o r d o s rectas cualesquiera q u e se c o r t a n , s o n p e r p e n d i c u Iares entre si. 7 . L a ecuacion (2) del A r t i c u l o 3 6 p a r a la f a m i l i a de rectas q u e pasan p o r el p u n t o (2. 3 ) n o i n c l u y e a la recta x = . 2 . O b t i n g a s e o t r a f o r m a de la ecuac i 6 n de la m i s m a f a m i l i a , q u e si i n c l u y a a la recta x = 2. 8. L a base d e u n t r i i n g u l o tiene u n a p o s i c i 6 n f i j a , y su l o n g i t u d es const a n t e e i g u a l a a. L a diferencia de 10s c u a d r a d o s de las l o n g i t u d e s de 10s o t r o s d o s Iados es c o n s t a n t e e i g u a l a b 2 . D e m u i s t r e s e q u e el l u g a r g e o m i t r i c o del v i r tice es u n a linea recta. 9. L a s ecuaciones de tres rectas s o n



+ +



+



+



.



S i existen tres c o n s t a n t e s , diferentes de cero, ecuacion



k,, kz y k s , tales q u e la



se verifica p a r a t o d o s 10s valores de x y y , demnistrese q u e las tres rectas s o n concurrentes.
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24. Demostrar que el irea del triiogulo formado por el eje Y y las rectas ba esti dada por = mlx bl y y = mzx



+



+



25. Si m l , mr y ma son difereotes, demostrar quo una coodici6n necesaria y soficiente para quo las tres recta8 y = mix b l . q = m2x ba y y = m s x + ba



+



Sean concurrentes es



+



CAPITULO 1V ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 38. Introduction. DespuCs de la recta, la lfnea mfis familiar a1 estudiante es !a circunferencia, pues la conoce desde sus prirneros estudios de Geometria elemental. E n el Artfculo 22 hemos considerado la circunferencia coino un ejemplo especffico de lugar geom6trico. En este capltulo haremos un estudio detallado de la ecuacidn de la circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 39. Ecuacibn de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacidn de la circunferencia se obtendrfi a partir de la siguiente DEFINICI~N.circunferencia es el lugar geom6trico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a unn distancia constante de un punto fijo de ese plano. El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se llama radio. TEOREMA1. La circunferencia cuuo centro es el punto (h , k ) g C U ~ Oradio es la constante r , tiene por ecuacidn



DEMOSTRACI~N. Sea P ( x , y ) (fig.53) un punto cualquiera de la circunferencia de centro C ( h , k ) y radio r . Entonces, por definici6n de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condici6n geomBtrica )CPI=r, (1) la cunl , por el tcorema 2 del Artfculo 6 , est6 exprcsada , analfticamente , por la ecunci6n de donde ,



d(x (x



- h)'



+(2/--k12 = 7



- h ) =+ (y - k)'



,



= 9.



(2)
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Recfprocamente, sea P I (XI, y l ) iin punto cualquiera crlyns coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 2 ) , de manera quc se verifica la igualdnd (21 - h ) 2 (yl - k ) 2 = r 2 .



+



De aqui se deduce, extrayendo la raiz cuadradn ,



que es 1 : ~expresi6n annlitica de la condici6n gcom6tl.ica ( 1) aplicnda a1 punto PI. Por tanto, demostrados 10s teoremas direct0 y reciproco , resul ta que ( 2 ) es la ecuaci6n buscada .



F i g . 53



Para eI caso particylar en que el centro C esth cn el 01-igen , k = 0, y tenemos : COI~OLARIO . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene por ecuaci6n x2 y 2 = r 2 . (3)



h



=



+



NOTAS. 1. L a ecuacion ( 2 ) se conoce c o m o la ecuacidn o r d i n a r i a o forrna o r d i n a r i a de la ecuaci6n de una circunferencia. E n general, designarcmos como f o r m a ordinaria aquella ecuaci6n de una curva q u e nos permita obtener mas rapida y fdcilmente s u s caracteristicas i m p o r t a n t e s . Asi, p o r ejemplo. e n el caso de la e c u a c i i n (2) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del c e n t r o y el radio. 2. E l t i p o mds simp!e de la ecuaci6n o r d i n a r i a d e u n a curva se denomina frecuentemente f o r m a candnica. P o r t a n t o , la ecuaci6n (3) es la f o r m a canoaica de la ecuaci6n de u n a circunferencia.



ECUACION DE L A CIRCUNFERENCIA
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Par el tmrema 1 ohservamo~que, si se conocen las coordenadas de! centro y la longitud del radio, la ecuacilin puede escribirse inmediataincnte. Estc wgiere un mCtodo para obtener la ecuacilin de una circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es obtener la4 coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de Ins condiciones dadas. La construcci6n de una circunferencia , en Geometria elemental, implica la determina,ci6n del centro y el radio ; el ln6todo alli empleado, aunque no siempre es el m&s corto , puede usarse para obtener en Geometria rtnalftica la ecuacidn de una circunferencia . Ejemplo. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia ~ i r ~ u n s c t i :lt a t r i i n g u l o cuyos vertices s o n ( - 1. 1 ) . P z ( 3 , 5 ) y P 3 ( 5 , - 3 ) .



Y' F i g , 54 S o l u c i 6 n . L a cc,nstruccion de la circunferencia q u e pasa p o r 10s tres p u n t o s dados es u n p r o b l e m a c o n o c i d o de l a G e o m e t r i a elemental. E l m e t o d o consiste en c o n s t r u i r las mediatrices l I y 12, respectivamente, de d o s cualesquiera d e 10s lados, d i g a m o s P I P z y P z P a ( f i g . 54). L a interseccibn C de 11 y 12 es el c e n t r o y la distancia de C a u n o cualquiera de 10s p u n t o s P I . P z . P3 es el r ~ d i o . A h o r a determinarernos la ecuacibn d e la c i r c u n f e r t n c i a s i g u i e n d o este m i s m o m i t o d o analiticamente. P o r 10s m h t o d o s del C a p i t u l o 111, se puede d e m o s t r a r r a p i d a m e n t e q u e las 4 y = 0, respectivaecuaciones de las meJiatrices 11 y 12 s o n x y 4 y x mente. L a s o l u c i 6 n c o m u n de estas d o s ecuaciones es x = 1 0 y = d e ma5



+



nera q u e las coordenadas del c e n t r o C s o n



-



(+.$).



-



-.
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P o r el teorema 2 del A r t i c u l o 6 , el r a d i o esta d a d o p o r



P o r t a n t o , p o r el teorema 1 a n t e r i o r , la ecuaci6n buscada es



Se recornienda al e s t u d i a n t e q u e v e r i f i q u e el h e c l ~ od e q u e las coordenadas de 10s p u n t o s P I , Pa y Pa satisfacen la ecuaci6n h a l l a d a de la circunferencia.



E JERCICIOS.



Grupo 15



D i b u j a r u n a f i g u r a para cada ejercicio 1. E s c r i b i r la ecuaci6n de la circunferencia de c e n t r o C ( - 3 . - 7 ) y r a d i o 7. 2. L o s e x t r e m o s de u n d i a m e t r o de u n a circunferencia s o n 10s p u n t o s A (2. 3 ) y B (- 4. 5 ) . H a l l a r la ecuaci6n de la curva. 3. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia c u y o c e n t r o es el p u n t o C ( 7 . 6 ) y q u e pasa p o r el p u n t o A (2. 2 ) . 4. H a l l a r la ecuacion de la circunferencia de c e n t r o C ( 2 , - 4 ) y q u e es t a n g e n t e a l eje Y. 5. U n a circunferencia tiene s u c e n t r o en el p u q t o C ( 0 . 2) y es t a n g e n t e a la recta 5x - 12y 2 = 0. H a l l a r su ecuacibn. 6 . H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia c u y o c e n t r o e s e l p u n t o ( - 4 . - I ) y q u e es t a n g e n t e a la recta 3x 2y - I2 = 0 . 7. L a ecuacion de u n a circunferencia cs ( x - 3)2 (y 4) a = 36. D e l n o s t r a r q u e el p u n t o A ( 2 . - 5 ) es i n t c r i o r a la circunferencia y q u e el p u n t o B ( - 4 , 1 ) es e x t e r i o r . 8. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia de r a d i o 5 y c u y o c e n t r o es cl p u n t o dc intersecci6n de las rcctas 3x 2 y - 24 = 0 . 2x 71, 0 = 0. 9. H a l l a r l a ecuacion de la circunferencia q u e pasa p o r el p u n t o A ( 7 , - 5 ) y c u y o c e n t r o es el p u n t o d e interseccion d e las rcctas 7 x - 9 y 10 = O y 2 s - 5y 2 = 0. 10. U n a cuerda de la circunferencia x 2 y 2 = 25 e s t i s o b r e la recta c u y a ecuaci6n es x - 7y 25 = 0 . Hallese la l o n g i t u d de la cuerda. 11. H a l l a r la ecuacion de la rnediatriz de la cuerda del ejcrcicio 10, y d e m o s t r a r q u e pasa p o r el c e n t r o de la circunfcrencia.
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L o s ejercicios 12-16 se refieren a l t r i i n g u l o c u y o s vfrtices s o n A ( - 1, Q),



B (2. %) y C ( 5 . 0 ) . 12. H a l l a r la ecuacion de la circunferencia c u y o c e n t r o es el vJrtice A y q u e es t a n g e n t e a1 l a d o B C . 13. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia circunscrita a l t r i a n g u l o . 14. H a l l a r la ecuacion d e la circunferencia inscrita a l t r i i n g u l o . 15. H a l l a r la ecuacion de la circunferencia q u e pasa p o r lox p u n t o s m c d i o s de 10s lados del t r i a n g u l o .
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio IS pasa p o r lor pies de las a l t u r a r del triingulo. 17. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro e s t i sobre el eje X y que asa p o r 10s dos p u n t o s A (1, 3) y B (4. 6 ) . 18. Hallar la ecuacibn de la circunferencia cuyo centro e s t i sobre el eje Y y quQa p o r 10s p u n t o s A (2, I ) y B (6, 4). Una circunferencia pasa p o r lor p u n t o s A ( - 3. 3) y B ( 1 . 4 ) y 8u esta sobre la recta 3 x 2y 23 = 0. Hillere su ecuaci6n. Las ecuaciones de 10s lados de u n triangulo son 9x 2~ 13 = 0, 47 = 0 y x - y 1 = 0. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia ciryyccita. 21 L a ecuaci6n de una circunferencia es xa ya = 50 E l p u n t o medio do u n z u e r d a de esta circunferencia es el p u n t o ( - 2. 4 ) . Hallar la ecuaci6n de la cuer a. 2. La ecuaci6n de una circunferencia es ( x 4) 1 (y - 3) = 20. Hal r la ecuaci6n de la tangente a este circulo en el p u n t o (6. 7 ) . La ecuaci6n de una circunferencia es ( x 2)a (y 3) 5. ~ a l G la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia que pasa p o r el p u n t o (3 3 ) . ( D o s soluciones.) @ Hallar la rcuaci6n de la circunferencia que pasa p o r el p u n t o A (7. -9) y es tangente a la recta x y 4 = 0 en el p u n t o B (3. - I ) . 25. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro e s t i sobre la recta 6% 7y 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8 x lSy 7 = 0 y 3x 4y 18 = 0.' ( D o s soluciones. 1



-



- -



-



+ +



+



2



-



+



+



+ -



-



- -



+ - -



+



40. Forma general de la ecuacidn de l a circunferencia. arrollamos la ecuaci6n ordinaria



+



Si des-



lo c u d puede cscrihirsc en 1s forma x2



en tloncle



L)= - 2 h ,



+ y2+Dx+ Ey+ E=-2k



y



F =0,



P= hz+k2-~Z.



Sr tlcduce, por lo tant,o, que la ecuaci6n de unn circunferencia cualcluier:~puctle cscribirsc en 1:~ forms (2), llalnada jorma general de la ecuacitin de la circunfereilciu. El problenla que se presenta ahors es averiguar s i , reciprocamentc, toda ecuaci6n de la forma gener:tl ( 2 ) represents uns circunferencia . Para contestar esta pregunta , pasarelnos de la f o r n ~ s ( 2 ) s la forma ( 1) emplrando el mdtodo dc conipletar cuadrados . Ordenando 10s tCrminos de ( 2 ) , results



(z'f Dx)



+ (y2+ Ey) = - F ;



IOq
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+



D2 q E 2 a umbos miembros , obtenemos 4



y sumando -



de donde,



Comparando las ecuaciones ( 1) y ( 3 ) , vemos que dependc del valor del segundo miembro de ( 3 j el que ( 3 ) represente o no una circunfe rencia . Hay tres casos posibles por considerar : a ) Si L> E - 4F > 0 , la ecuaci6n (3) representa una cir-



+



cunferencia de centro en el punto



M



+E



v' D y



(-



2 '



-E ) y radio igaal a 2



L 4F. b ) Si D 2 E 2- 4F



+



= 0 , la ecuaciiin ( 3 ) se dice, con frecuencia, que representa una circunferencin dc radio cero ; se dice tambib11 que es un circulo punto o circulo nulo. Desde nuestro punto de vista, sin embargo, la ecuaci6n ( 3 ) represcnta un solo punto d r coorde-



nadas



(- D



a 5 ,



-6) 2 .



c) Si D + E - 4F < 0 , la ecuacidn ( 3 ) se dice que representa un circulo imaginario. E n nuestra Geometrln real, sin embargo, itl ccuacidn ( 3 ) 710 representa , en este c a m , un lugar geomktrico. Aunrlrie el caso ( b ) puede considerarse corno un caso l i r i ~ i ttlel ~ caso ( a ) , en adelante considerare~nosclue una ecuncidn repl.csenl,:~ una circunferencia solamentc en el caso ( a ) . Por tanto , tenenios el siguiente TEORICMA 2 . La eczbacidn x2 y + Dx E y k: = 0 re:)rcsenta una circwnjerencia de radio dijerente de cero, aolamente s i



+



Las coordenr,das del centro sor



, e:donces,



+ +



(-



, -f)



y el radio



NOTA. S i se da la ecuacion de una circunferencia e n la forma general, se aconseja al estudiante que n o proceda mecanicamente, usando las f 6 r m u l a s dadas e n el teotema 2. para obtener el centro y el radio. En v e z de e s t o , es c o n v e n i e n t ~que reduzca la ecuacidn a la forma ordinaria p o r el m i t o d o de c o m p l e tar cuadrados, tal corno se hi70 e n la deduccion del teorerna misrno.
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Ejemplo. R e d u c i r las tres ecuaciones s i g u i e n t e s a la f o r m a o r d i n a r i a de la ccuaci6n de la circunferencia. Si la ecua:ion representa u n a c i r c u n f e r e n c i a , hillense su centro y su radio.



SoluciBn. a ) P r i m e r o d i v i d i m o s la ecuacion p o r 2, coeficiente de x ' . y pdsamos el t i r m i n o i n d e p e n d i e n t e a1 s e g u n d o m i e m b r o . E s t o n o s d a , d e s p u i s de v o l v e r a o r d e n a r 10s t i r m i n o s .



P ~ r ac o m p l e t a r los c u a d r a d o s , s u m a m o s el c u a d r ~ d ode la m i t a d dcl coeIiciente de x y el c u a d r a d o de la m i t a d d41 coeficiente de y a a m b o s m i e m b r o s . E s t o nos da



q u e puede escribirse en la f o r m a



1;or t a n t o , 12 ecuacidn dada representa u n a c i r c u n f < r e n c i a c u y o c c n t r o es 5 y c u y o r a d i o es 4.



(r.



t)



b ) D i v i d i e n d o la e:uacion p o r 36, t r a s p o n i e n d o el tGrmino i n d e p e n d i e n t e . y v o l v i e n d o a o r d e n a r 10s t i r m i n o s . o b t e n e m o s



C o m p ! e t a n d o 10s c u a d r a d o s , result3



de donde,



P o r t a n t o , el l u g a r g e o m i t r i c o dc I J



i)



ccuaiibn



(b)



cs el p u n t o u n i c o



O r d e n a n d o 10s t i r m i n o s y c o m p l e t a n d o 10s c u a d r a d o s , o b t e n e m o s (x2



- 8x



+ 16) + ( y 2 + b y + 9 ) = - 29 + 16 + 9 ,



de d o n d e . (X



-4)'+(y



+3)'=



-1.



P o r t a n t o , la ecuacion ( c ) n o representa ningicn 1 u g a r . g e o m i t r i c o real.



106



41.



dadas.



GEOMETRIA ANALITICA PLANA



Determinacion de una circunferencia sujeta a tres condicioncs En In ecuncicin ordinaria de 13 circunferanci:~(.4rt. 39) ,



(x- h ) 2



+ ( y - k ) 2= r2,



(1)



hay tres const.antes nrbitrarias independientes, h , k y r . De man'era scincjante , en la ecuacidn general (Art. 4 0 ) , hay tres constantes arbitrarias independientes , D , E y F. Como la ecuaciJn de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de Ins dos formas ( 1) o ( 2 , la ecuaci6n de cualquier circunferencia psrtitular puede obtenerse determinando lo:.. v:~lor2s de tres c o n s h n t c ~ . Esto requiere tres ecuuciones independientes , que pueden obtenerae a partir dc tres condiciones independientes. Por. tsnto , nnaltticamente, la ec7cacidn de una circunjerencia se determina complclamentc por tres condicion~s independientes . Geomdtricamcnte , u n a circunferencia quciln, t,ambi6n, pe~.fectarnentodeterminada por tres condicioncs indcpcndicntes ; asi , por ejemplo , queda determinsda par tres CUPlcsquiera de sus puntos. El estudiant? debe comparar estas obsxvaciones con la. discusi6n an&loga que sobre In recta dimos en el Artfculo 29. Vemos , por lo tanto, que sdemjs del mCtodo estudiado en el Articulo 39 tenemos ahors otro metodo para det~rminarla ecus.ci6n de una circunferencia . Ejemplo 1. D e t e r m i n a r la e c u a c i o n , c e n t r o y r a d i o d e la c i r c u n l z r e n c i a q u e pasa p o r 10s t r e s p u n t o s A ( - I . I ) . B (1. 5) y C(5, - 3 ) . Solucidn. E s t e p r o b l e m a es i d i n t i c o a l e j e m p l o d a d o e n e l A r t i c u l o 39. S u p o n g a r n o s q u e la e c u a c i o n b u s c a d 1 es, en l a f o r m a g e n e r a l .



en d o n d e Ids c o n s t a n t e s D. E y I; d e b e n ser d c t e r a ~ i n a d a s . C o m o 10s t r e s p u n t o s d a d o s e s t a n s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a , s u s c o o r d e n a d a s d e b e n satisfacer la e c u a c i 6 n ( 2 ) . Dr a c u e r d o c o n esto. t e n e m o s l a r t r e s ecuacioncs s i g u i e n t e s c o r r e s p o n d i e n d o a 10s p u n t o s d a d o s :



q u e p u e d e n escribirse r n i s a b r e v i a l a m e n t c a s i :



E C U A C I O N DE L A C I R C U N F E R E N C I A L a solucidn de este sistema de tres ecuaciones n o s da



D = - L3' , 5



E = - - 8 5



'



I : = - - . 34 5



de manera q u e s u s t i t u y e n d o estos valorer en ( 2 ) . o b t e n e m o s



0



SCJ, 5x2



+ 5ya - 32x - 8 y - 34 = 0



c o m o ecuacidn de la circunferencia buscada. E l c e n t r o y el r a d i o d e o b t i e n e n reduciendo la J l t i m a ccuacidn a la f o r l n ~ ordinaria 4 2 442 ( x -



de d o n d e el c e n t r o es



=TO



f)2+(y-5)



(T.$)



y el r a d i o es



1 dm. 5



Ejemplo 2 . I l a l l a r la e c u a c i o n , c e n t r o y r a d i o de la circunferencia q u e pasa p o t 10s p u n t o s (6. 2 ) . (8. 0 ) y c u y o c e n t r o e s l i s o b t e la recta 3% 7y ? = 0.



+ +



Y



Solucibn.



S u p o n g a m o s q u e la ecuaci6n buscada, en la f o ~ m ao r d i n a r i a , es



C o m o el c e n t r o ( h , / r ) c s t i sobre la recta 3x satisfacen la rcuacion de 1a recta, y tencmos



+ 7~ + 2 = 0.



sus coordrnadas



.
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T a m b i > n , c o m o 10s p u n t o s ( 6 , 2 ) y ( 8 , 0 ) e s t i n s o b r e la c i r c u n f e r e n c i a , s u s c o o r d e n a d a s d e b e n satisfacer la e c u a c i 6 n ( I ) . P o r t a n t o , t e n e m o s las d o s ecuaciones ( 6 - 1 1 ) ~ + ( 3 _ - 1 ) ~ =r ? , (4)



1.a s o l u c i 6 n d e l s i s t t m a f o r m a d o p o r Ias tres ecuaciones ( 3 ) , ( 4 ) y ( 5 ) c o n tres i n c o g n i t a s h , 1; y r d a



,as



P o r t a n t o , l a e c u a c i o n b u s c ~ d aes (x



- 4)2



+ (y + 2 )



2



= 20.



E l c e n t r o es el p u n t o (1. - 2 ) y el r a d i o es 2 f i g u r a 55.



d5.



L a g r i f i c a a p a r r c r e n la



Cn el Articulo 35 obtuvimos la ecuaci6n de 1s recta quc pasa por dos ~ u n t o sdados diferentes en forma de determinante . Por un armmenio eemejante, podcmos obtener la ec1taci6n de !a'a- ic i u e pasa por tres puntos dados , no colinealcs , P~(xl, y l ) , Pz(x-, y z ) y P3(r3, y3) , en forms de determinante. El resultado esti dado por el



TEOREMA 3 . L a ecuacibn de la circunferencia que p l s n pol. tres puntos dados n o colineales PI (XI , y ~ ,) P?( s a , yz) y Pa (xa , ya) riene c!a.la por el deferminante



N O I A . E s t a f o r m a cs i ~ t i lp a r a d c t e r m i n a r si c u a t r o p u n t o s d a d u s c s t i n o n o s o b r e u n a c i r c u n f e r e n c i a . S e dice q u e talcs p u n t o s s o n c o n c i r l i c o s . EJERCICIOS.



Grupo 16



L l i b u j a r u n a f i g u r a p a r a cada e j e r c i i i o . E n cada u n o d e 10s ejercicios 1-3, - r e d u c i e n d o la ecuacion d a d a a la f o r m a o r d i n a r i a , d e t e r m i n a r s i representa o n o u n a c i r c u n f e r e n c i a . S i l a , respuesta es afirmativa, hallar su centro y s u radio. 1. 2 ~ ' + 2 ~ 2 - 6 x + l O y + 7 = 0 . 4y7 28x - 8y 53 = 0 . 2 . 4x2 lby? - 64x 8y 177 = 0 . 3. 16x2 4 . H a l l a r el area d e l c i r c u l o c u y a e c u a c i j n es



+



+



+ + +



+



Oxa



+



Q"2



+ 72x



- 13y



+ 103 = 0.
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5. H a l l a r la l o n g i t u d de la circunferencia cuya ecuaci6n es



+



-



6 . D e m o s t r a r q u e las circunfdrencias 4 x 2 dya I 6 x $. 12y 12x2 12y2 - 45x 36y 55 = 0 s o n concentricas. y2 4x 6y 7. D e m o s t r a r q u e las circunfzrencias x Z x2 y 2 -- 8 x - I O J 2Y = 0 s o n tangentes. 8 . D e m s s t r a r , p o r d o s me'todos, q u e las c i r c u n t e r ~ n c i a s



+ + +



+



+



+ + +



+ 13 = 0 -



y



23 = 0 y



n o se c o r t a n . E n cada u n o clz 10s ejzrcicios 9-11, dztcr.ninar la ecuaci6n. c e n t r o y r a d i o de la circunferencia q u e pasa p o r 10s tres p u n t o s dadon, u s a n d o el m e t o d o del e j e m p l o I . A r t i c u l o 41. (7, 0 ) . 9 . (0. 0 ) , 3 6 1 0 . (2, - 2 ) . ( - I , 4 ) , ( 4 , 6 ) . 11. 4 - I ) (0. - 7 ) . ( - 2, - 3 ) . 1 2 . Resolver el ejercicio 9 p o t el m i t o d o del c j 2 m p l o del A r t i c u l o 39. 1 3 . Resolver el ejercicio 10 p o t el m i t o d o del e j e m p l o 2, A r t i c u l o 41. 1 4 . Resolver el ejzrcicio 11 u s a n d o el d e t e r m i n a n t e dcl teorema 3 , A r t i c u l o 41. 15. P o r m e d i o del teorema 3, A r t i c u l o 41, d e m o s t r a r q u e 10s c u a t r o p u n I ) , (2, a ) , (5, 7 ) . (7, 3) s o n conciclicos. t o s ( - 1, 16. R e s o l v e r el ejercicio I5 h a l l a n d o la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o t tres cualesquiera de 10s p u n t a s y d e m o s t r a n d o despuds q u e las coordenadzs del c u a r t o p u n t o satisfacen esta ecuaci6n. 1 7 . L a s ecuaciones de d o s circunferenclas diferentes s o n



-



H a l l a r las condiciones q u e deben satisfacer 10s coeficientes para q u e Sean c o n i e n tricas. 4 y Z - 1bx 20y 25 = 0 . 1 8 . L a ecuaci6n de u n a c i r c u n f e r e l ~ c i aes 4x1 H a l l a r la ecuaci6n d e la circunferencia c o n c i n t r i c a q u e es t a n g e n t e a la recta 5 x - 12y = 1. 1 9 . H a l l a r la ecuaci6n de la t a n g e n t e a la c i r c ~ n f e r e n c i a



+



+



+



e n el p u n t o (4, 5 ) . 20. H a l l a r la e c u l c i 6 n d e la recta q u e pasa p o r el p u n t o (11, 4 ) y es y2 - 8 x - by = 0. ( D o s s o l u c i o n e s . ) tangente a la circunferencia ra 21. H a l l a r la e c u a c i 6 n d e la circunferencia q u e pasa p o r 10s p u n t o s 1 ) y c u y o c e n t r o e s t i sobre la recta 4 x 7y 5 = 0. ( - 1, - 4 ) . (2, 22. U n a circunferencia de r a d i o 5 es t a n g e n t e a la recta 3 x - 4y - I = 0 e n el p u n t o (3. 2 ) . H a l l a r su ecuaci6n. ( D o s soluciones.) 23. U n a circunferencia de r a d i o d% es t a n g e n t e a la circunferencia



+



+ +



-



e n el p u n t o (6, 5 ) . H a l l a r s u ecuaei6n.



( D o s soluciones.)
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21. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o r el p u n t o ( 1 . 4 ) y es t a n g e n t e a la circunferencia x a ya 6x 2y 5 = 0 e n el p u n t o ( - 2, I ) . 25. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o r el p u n t o (5. 9 ) y es t a n g e n t e a la recta x 2y - 3 = 0 e n el p u n t o ( I . I ) . 26. U n a circunferrncia de r a d i o 5 pasa p o r 10s p u n t o s (0. 2 ) . (7, 3 ) . Hallese su ecuaci6n. ( D o s s o l u c i o n e s . ) 2 7 . D e m o s t r a r , a n a l i t i c a m e n t e , q u e c u a l q u i e r recta q u e pasa p o r el p u n t o ( - I . 5) n o puede ser t a n g e n t e a la circunferencia x 2 + y Z + 4 x - 6 y 6 = 0. I n t e r p r e t a r el resultado g e o m i t r i c a m e n t e . 28. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia c u y o c e n t r o e s t i sobre la recta 7 x - 2y I = 0 y q u e es t a n g e n t e a cada u n a d e Ias rectas 5 x - 12y 5 = O y 4x 3y 3 = 0. ( D o s soluciones.) 29. H a l l a r la ecuacion de la circunferencia inscrita e n el t r i i n g u l o c u y o s l a d o s s o n 4 x - 3y = 0. 4 x 3y - 8 = 0, y = 0. U n a circunferencia q u e es t a n g e n t e a u n l a d o de u n t r i i n g u l s y a l a s ongaciones de 10s o t r o s d o s l a d o s se l l a m a e x i n s c r i r a al t r i i n g u l o . H a l l a r las ecuaciones de las tres circunferencias e x i n s c r i t a s al t r i i n g u l o del ejercicio 29. ( V i a s e el ejercicio 16 del g r u p o 12.) 31. D e t e r m i n a r el v a l o r de la c o n s t a n t e k par3 q u e la recta 2 x 3y 1. = 0 sea tangente a la circunferencia x a yz 6x 4 y = 0. 32. H a l l a r las ecuaciones de las rectas q u c tienen de pendiente 5 y s o n t a n !y '8.r 2 y - 9 = 0. gentes a la circunferzncia x 2 33. Desde el p u n t o A ( - 2. - I ) se t r a z a u n a tangente a la circunferencia xa y2 - 6 x 4y 3 = 0. Si B es el p u n t o de c o n t a c t o , h a l l a r la l o n g i t u d del s e g m e n t 0 AB. 34. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o r el p u n t o (6, 1 ) y es t a n g e n t e a cada una de las rectas 4 x 3y 6 = 0 , 12x 5y - 2 = 0. ( D s s soluciones. ) 35. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u c p a s a p o r 10s p u n t o s ( - 3 . - I ) y (5. 3 ) y es t a n g e n t e a la recta x 2y - 13 = 0. ( D o s s o l u ciones. )
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42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos farnilias o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36 consideramos faniilias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que una circunferencia y su ecuaci6n se determinan cada una por tres condiciones independientes . Una circunfererencia que satisface menos de tres condiciones independientes no es , por lo tanto, dnicct . La ecuaciGn de una circunferencia que sattisface solamente a dos condiciones , contiene una constante arbitraria llamada pardmelro . Se dice entonces que tal ecuaci6n representa una jamilia de circunferencias de un pardmelro . Por ejemplo , la familia de todas las circunferencias concCnt,ricas cuyo centro comdn es el punto (1, 2) tiene pol. ecuacilin



en donde el partimetro k es cualquier ndmero positivo
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean C1 y CP dos circunfcrcncias diferentes dadas cualesquiera , cuy:ls ecunciones son



Cz: z 2 + g 2 + D i ~ + E ~ z y + F ~ = 0 .



(2)



1)e ( 1) y ( 2) se deduce la ecuncitin



en donde el parhmelro I,. puede tomar todos 10s valores reales. Supongamos que 10s cfrculos CI y C2 se cortan en dos puntos distintos PI(XI, y l ) y Pz (a, yz) . Como las coordenadas ( a , yl) de PI satisfacen ambas ecuaciones ( 1) y ( 2 ) , tambidn satisfacen a la ecuaci6n ( 3 ) , y Bsta se reduce entonces a la forma 0 X:. 0 = 0 , que es verdadern para todos 10s valores de L. Anblogamente , las coordenadas (22, y2) de Pn que satisfacen ambas ecuaciones ( 1 ) y ( 2 ) satisfacen tambi6n a la ecunciGn ( 3 ) pap? &dos 10s valores de t . Por tanto, la ecuaci6n ( 3 ) representa a amilia de curvas que pasnn por las dos intersecciones de las circun erencias CI y Cz. Para determinar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecuacion ( 3 ) en la forma



+



v+



Si I: = - 1 , la ecuaci6n ( 4 ) se reduce a una de primer grado y, pol. lo tanto, reprcsenta una linen recta. Pero , para cualquier otro valor de k , la ecuaci6n ( 4 ) representa una circunferencia de acuerdo con el teorema 2 del A~*ticulo40. ISn particular, para lc = 0, la ecuaci6n ( 4 ) se reduce a la ecuaciGn CI . La ecuacidn ( 3 ) es particularmente dtii para obtener la ecuaci611 de una curva que pasa por Ins intelssecciones de las circunferencias dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadtls de 10s pun tos de intersecci6n . Ejemplo.



Las ecuaciones de d o s circunferencias s o n



Hallar la ecuaci6n de la circunferencia Ca que pasa p o r las intersecciones de 2 = 0. Ct y C2 y tiene s u centro sobre la recta 1 : x - y



-
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Solucibr.



La circunferencia buscada Cs es u n e l e m e n t o de la familla



e n d o n d e el p a r a m e t r o 1: debe d e t e r m i n a r s e p o r la c o n d i c i b n d s q u e el c e n t r o d z C B esta sobre la recta I . E l c e n t r o de c u a l q u i e r circunferencia de la f a m i l i a (5) ze halla f i c i l m e n t e y s u s c o o r d e n a d a s s o n tas coordenadas deben satisfacer la ecuaci6n d e I , tenemos



- -'-. S u s t i t u y e n d o este v a l o r de 1. en (5) y s i m p l i f i c a n d o , o b 3 t e n e m o s p a r a ecuacidn de C 3 :



de d o n d e 1;



=



E n la f i g u r a 56 se h a n t r a z a d o las tres circunferencias C I , Cz. C3. Y la recta !. Se deja a1 e s t u d i a n t e , c o m o ejercicio, la d e m o s t r a c i b n de q u e 10s c e n t r o s de C I . CZ Y C3 s o n colineales.



F i g . 56 C o n s i d e r e m o s a h o r a el caso de d o s circunferencias CI y Ca t a n g e n t e s e n t ~ c s i . e n el p u n t o Pa(x3, y a ) . P o r u n r a z o n a r n i e n t o a n i l o g o a1 a n t e r i o r , e n el caso d e interseccibn e n d o s p u n t o s diferentes, p o d e m o s d e m o s t r a r q u e . para cada v a l o r de /; diferente de - I , la ecuaci6n ( 3 ) representa u n a circunferencia t a n g e n t e a C I y Ca e n Pa. F i n a l m e n t e , consideremos el caso d e q u e C I y Cz n o t e n g a n n i n g l i n p u n t o comitn. E n t o n c e s , las coordenadas d e u n p u n t o q u e satisfacen la ecuacibn ( 2 ) n o p u e d e n satisfacer la ecuaci6n ( I ) y , p o r l o t a n t o , n o pupden satisfacer la ecuacibn (3) p a r a n i n g u n v a l o r de k. A n i l o g a m e n t e , las c o o r d e n a d a s d e u n p u n t o q u e satisfacen ( I ) n o p u e d e n satisfacer ( 2 ) . y , p o r l o t a n t o , t a m p o c o ( 3 ) , p a r a n i n g d n v a l o r d e k e x c e p t 0 1; = 0, e n c u y o caso, (3) se reduce a ( 1 ) .



.
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E n resumen, n i n g u n a circunferencia d e la familia ( 3 ) , excepto C1, tiene un p u n t o en c o m l n con C I o Cz. A u n mas. sea Pd u n p u n t o cualquiera que e s t i sobre cualquier elemento d e la familia ( 3 ) . excepto sobre C I . Acabamos d e demostrar que P1 n o puede estar sobre CZ. P o r t a n t o , si se sustituyen las coordenadas d e P1 en las ecuaciones ( I ) y ( 2 ) . 10s p t i m e r o s miembros n o se r e d u c i r i n a cero s i n o q u e tendran valores diferentes a coro, digamos k l y k ~ . respectivamente. P o r l o t a n t o . s i se s u s t i t u y e n en (3) las coordenadas d e P I . la ecuacion toma la f o r m a I: 1 1%. 2 = 0.



+



de donde k tiene el i n i c o valor



- I:'.



E s t o significa que hay solamente u n a k2 circunferencia de la familia (3) que pasa p o r el p u n t o PI. C o m o P I se eligi6 c o m o c u a l q u i e r p u n t o sobre c u a l q u i e r elemento de ( 3 ) . excepto C1, se deduce q u e n i n g h n p a r d e circunferencias de la familia (3) tienen un p u n t o en comun. E n 10s d o s primeros casos considerados anteriormente, es decir, c u a n d o C I y CZ tienen u n o o dos p u n t o s comunes, la ecuacion (3) representa u n a circunferencia real para t o d o valor d e I;, ya q u e p o r l o menos existe un p u n t o del l u g a r geomitrico. P e r o esto n o ocurre c u a n d o C I y Cz n o tienen n i n g d n p u n t o c o m u n . Entonces n o se puede asegurar q u e la ecuacion ( 7 ) represente una circunferencia real para t o d o valor de I.. Si C I y Cz n o tienen n i n g b n p u n t o cornun es f i c i l e n c o n t r a r ejemplos, en 10s quo, para valores especificos de k, la ecuacion (3) n o representa n i n g u n a circunferencia real. ( V e r el ejercici:, 18 del g r u p o 17.) L a recta q u e pasa p o t 10s centros de d o s circunferencias n o concintricas se llama recta d e 10s centros. E s m u v sencillo demostrar a u e todas las circunferencias de la familia ( 3 ) tienen su centro en la recta d e 10s centros d e CI y Cz. E n D efecto, 10s centros dc C I y CI son - --' 21 ) y (-L? res2 ' pectivamentc, y la ecuacion de la re:ta q u e contiene a estos d o s p u n t o s es



(- i.



-+),



la cual se satisface p o r las coordenadas t r o d c cualquier circunferencia dofinida p o r ( 3 ) .



Todos 10s resultados prececlcntes se resumen en el siguiente TEOREMA 4 . Si 10s ecuaciones de dos circunferencias dadas cualesquiera CI y C2 son



C ? : s2+y'+I)us+E?y$I~2=0, In ecuacidn



representa una familia de circunferencias todas las cuales lienen sus centros en la recta de 10s centros de C1 y C2.
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S i Cl y C2 se cortan en dos puntos dijerentes, la ecuacicin reprasenta, para todos 10s valores de li dijerentes de - 1 , todas las circu rencias que pasan por 10s dos puntos de interseccidn C I y C2, con 1 ' n i c a excepcicin de C2 misma . S i Cl y C2 son tangentes entre s f , la ecuacidn representa, para todos 10s valores de k diferentes de - 1 , todas 12s circunferencins que son tangentes a CIy C2 e n s u punto comzin, con la Gnico e x ~ c p c i 6 nde C2 misrna . Si C1 y C? no tienen n i n g u n punto comlin la ecuacicin representa u n a circunjerencia para cada valor de k diferente de - 1 , siempre que l a ecuaci6n resultante tenga coeficienles que satisjagan las condiciones especificadas en el teorema f? del Arliculo 40. Ninglin par de circunjerencias de la jamilia tiene un punto c o m c n con ninguna de las dos circunjerencias C1 y CZ. 43. Eje radical. En el artfculo precedente hemos considerado dos circunferencias diferentes, CI y C2, de ecuaciones



"u



A partir d e estas ecuaciones formarnos la ecuaci6n



y la discutimos como ecuaci6n de unn, fanlilia de circunferenci:ts p:~rn todos 10s valores de X., except0 - 1 . Si A = - 1 , 1 : ~ ecuaci6n ( 3 ) toma la forma



Si CI y C2, no son concCntricas, ye verificarti D l f 0 2 o El f E?, o ambas, de manera que por lo menos uno de 10s coeficientes de s y y en* ( 4 ) s e d diferente de cero , y la ecuaci6n ( 4 ) representn entonces unn lfnea recta llamada eje radical de C1 y C: . Si C1 y CZ se cortan en dos puntos diferentes, se sigur , tle 1 : ~ discusi6n del Artlculo 42, que el eje radical pnsa por cstos dos punlos y , por tanto, coincide con su cuerda comdn. Si Cl y Cz son tangentes entre si , su eje radical es la tangente coiniln L: ambas circunfe rencias. Si CIy Cz no tienen ningdn punto conliln y no son conchtricas, su eje radical no tiene ningdn punto comdn con ningunn de las dos circunferencias . Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias cualesquiera es perpendicular a su recta de 10s centros. E n efecto ,
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en el Articulo 42 virnos que la ecuaci6n de la, recta de 10s centros de CI y Cz es



y I:L pendiente de esta ~.eckies



E'I



- E2



D ,- n2 '



si D I# Dn . La pendiente



Dl- D2



(lul eje radical, deducida do la ccuaeidn ( 4 ) , es - El - E2 , si 141 # E2. Coma estas pendientes son negativamente reciprocas , se sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de 10s centros. Si Dl = 0 2 , entonces , por la ecuaci6n ( 4 ) ) resulta que el eje radical es paralelo a1 eje X , y por la ecuaci6n anterior, la recta de 10s centros es paralela a1 eje Y ; por tanto, en este caso , el eje radical y la linea de 10s centros ttimbi6n son perpendiculares entre sl. An6logamente, si El = E2, el eje radical es paralelo a1 eje Y y la recta de 10s centros es paralela a1 eje X ; por lo tanto, son perpendiculares en tre sf . Ejemplo 1.



Hallar la ecuaci6n del eje radical de las circunferencias



y dernostrar q u e es perpendicular a s u recta dr! 10s centros.



F i g . 57



Solucibn. S i rnultiplicamos la ecuacion ( 6 ) p o r 2 y la restamos de 1, ecuaci6n ( 5 ) . obtenemos I: 26x+18y-77=0 c o m o ecuaci6n del eje radical. Su pendiente e s



- -.139
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L a s coordenadas de 10s centros C I y Cz se encuentran f k i l m e n t e , y son



(- f . )



y



(4. 6 ) . r e s p e c ~ i v a m e n f e . de manera q u e la pendienre de la



recta de 10s centros es



- ('I2'



= 9 q u e es negativamente reciproca de la



13' pendiente del eje radical. P o r t a n t o , el eje radical es . perpendicular a la recta de . 10s centros. L a s circunferencias C I y Ca, su recta de 10s centros y s u eje radical I. se h a n t r a z a d o en la f i g u r a 57.



4+(5/2)



Para deducir una propiedad importante del cje radical, estableceremos el siguiente teorema :
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TEOREMA 5 . Si t es la longitud de la fangenfe trazada del punto ezterior PI(XI, yl) a la circunferencia ( x - h)2 ( y - k )2 = r 2 , entonces t = d ( x l - h ) 2 (yl - k ) l - r 2 .



+



+



DEMOSTRACI 6 ~ .Sea T (fig. 58) el pun to de tangencia , de manera que t = PIT . Como PI T es tangente a la circunferencis , el radio CT es perpendicular a P I T . Por tanto, en el tritingulo recthngulo PI TC , tendremos : 2 t2 = C P I - r2. (7) Por el teorema 2 , Artlculo 6 ,



-



C P : = (XI- h)2



+



(?/I



-k ) 2 ,



valor que , sustituido en la ecriacidn (7) , da



F C U A C I O N D E LA C I R C U N F E R E N C I A



de donde ,



t = d ( z ~ - h ) ~{yl+ k)2-r2. N O T A . Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes &I p u n t o P1 a1 circulo, pero sus longitudes son iguales. E f e m p l o 2. HalLar la longitud de la tangente trazada del p u n t o ( - 3, 2) a la circunferencia 9 x 1 9 y 2 - 30x t8y - 2 = 0. S o l u c i b n . Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que 10s coeficientes de x 2 y ya sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta:



+



Sustituyendo x p a r obtenemos



-3



-



y y por 2 en el primer miembro de esta rcuaci6n.



de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = -.13 Debe observarse 3 que, si se utilizara la ecuaci6n de la circunferen:ia en la forma original. es decir. sin dividir p o r 9 , el resultado seria el triple del valor correcto. Se recomienda a1 estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicia.



b



zadas desde dl a las dos circunjerencias son iguales. En efecto , sea 2 ias dos eircunfenncias no concdntricas dadas por las& nes ( 1) y ( 2 ) , respectivamente . Sea P ( 2 , y ) el punto m6vil y Sean t , y t z , respectivamente, las longitudes de las tangentes trazadas dc P a CI y C2. Entonces , por el teorema 5 ,



Como , por hip6tesis, t~ = ts , de estas dos liltirnas ecuaciones se deduce clue (Dl- D ~ ) x +(El- Ez)y+ Fi- F2 = 0 , q u e , seg6n ( 4 ) , es la ecuncidn PI eje radical de CIy C2. Podemos demostrar , reciprocarnente , que , si PI (XI, yl) es un punto que estd sobre el eje radical, las longitudes de 1iis tsngentes trazadas de PI a C I y CZ son iguales. Los resultados precedentes se reflumen en el siguiente
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TEOREMA 6 . Si las ecuacion.es de dos circunferencias n o conclntricas CI y Cz son Ci: s 2 + y 2 + D i ~ + E ~ y + F ~ = 0 ,



la elirninacio'n de x2 y y2 entre estas dos ecuaciones da la ecuacio'n lineal



que es la ecuacidn del eje radical de C1 y C? . S i C I y C? se cortan e n dos puntos direrenles, s u eje radical coincide con s u cuerda cornkn; s i CI y (12 .Yon tangentes entre s f , s u eje radical es s u tangente comzin, y s i CI y C(2 n o tienen ningiln pr~ntocomhn, s u eje radical n o tiene ningiln punto corntin con ninguno de ellos. E l eje radical de CI y Cz es perpendicular a la recta de 10s centros; es tarnbiin el lugar geomitrico de u n punto que so mueve de tal mancra que las longitudes de las tangentcs trozadas por 81 a C'I y Cz son iguales . Consideremos tres circunfcrencias, de las cuales no hay dos que Sean conc6ntricas. Cada par tiene un eje radlcal, y las tres , tomadas a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no tienen una recta de 10s centros cornfin, sus tres ejes radicales se cortan en un punto llamado centro radical. La demostraci6n de la existencia del centro radical dc tres circunfcrencias dadas se deja como ejcrcicio a1 estudiantc . EJERCICIOS.



Grupo 17



D i b u j a r u n a f i g u r a para cada ejercicio.



1. E s c r i b i r la ecuaci6n de la f a m i l i a de circunferencias conc6ntricas c u y o c e n t r o c o m u n es el p u n t o ( - 3 , 5 ) . D i b u j a r tres e l e n ~ e n t o sde la f a m i l i a , espec i f i c a n d o el v a l o r del p a r a m e t r o en cada caso. 2. E s c r i b i r la ecuacion de la f a m i l i a d e circunferencias c u y o s c e n t r o s e s t i n s o b r e el eje Y. D e s i g n e n s e 10s d o s p a r a m e t r o s p o t k l y 1.2. D i b u j e n s e tres e l e m e n t o s d e la f a m i l i a c o n s e r v a n d o a 1.1 c o n s t a n t e y a s i g n a n d o a /:z tres valores diferentes. D i b u j e n s e o t r o s tres m i e m b r o s de la f a m i l i a h a c i e n d o q u e Es p e r m a nezca c o n s t a n t e y a s i g n a n d o a /.,tres valores diferefites. 3. E s c r i b i r la ecuacibn de la f a m i l i a d e t o d a s las circunferencias q u e pasan p o t el o r i g e n . D i b u j a r seis e l e m e n t o s de la f a m i l i a a s i g n a n d o valores a 10s d o s p a r i m e t r o s c o m o en el ejercicio 2. 4. D e t e r m i n a r la ecuaci6n de la f a m i l i a de circunferencias, cada u n a de las cuales pasa p o r el o r i g e n y el p u n t o ( I . 3 ) . D i b u j a r tres elementos de la f a m i l i a , espe:ificando el v a l o r del p a r a m e t r o en cada caso.
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D i b u j a r las d o s circunferencias cuyas ecuaciones s o n



+



T a m b i i n d i b u i a r tres elementos de la f a m i l i a CI k c 2 = 0 para valores de k diferentes de 0 y - 1 , y d e m o s t r a r q u e s u s c e n t r o s e s t i n sobre la recta d e 10s c e n t r o s de C l y C2. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o r el p u n t o A (-8. 5 ) ya 8x - 6y 17 = 0 y y p o r las intersecciones de las circunferencias x a '- 1 8 x - 4 y + 6 7 = 0 . xa H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e tiene s u c e n t r o sobre el eje X y pasa p o r las intersecciones de las d o s circunferencias dadas en el ejercicio 6. @ H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e tiene s u c e n t r o en el eje Y y las intersecciones de lag d o s circunferencias dadas e n el e j e r c i c i o 6. H a l l a r la ecuacidn de la circunferencia q u e tiene s u c e n t r o sobre la recta 2 x +-y - 14 = 0 y q o c paia p o r las intersecciones de las circunferencias



g)



+ -



8



@



H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia de rildio



+



22 47



y q u e pasa p o r



+ +



las intersecciones de las c i r c u n f e r e n c i a s x a y2 2 x - 6~ - 16 = 0 y 2 - hx 2y = 0. ( D O S s o l u c i o n e s . ) x2 H a l l a r la ecuaci6n d e la circunferencia q u e pasa p o r las intersecciones de ya - 2 = 0. Y q u e es t a n g e n t e las circunferencias x a ya - 6 x 4 = 0, x a a la recta x 3 y - 14 = 0. ( D o s s o l u c i o n e s . ) 12. L a ecuaci6n de la f a m i l i a d e circunferencias dada en el t e o r e m a 4 del A r t i c u l o 42 n o incluye a la ecuaci6n de CZ. U s a n d o d o s p a r i m e t r o s k l y kz, escribase la ecuaci6n de la familia de tal manera q u e i n c l u y a a Cz. (VCase !a ecuaci6n [ h ] del A r t i c u l o 36.) ; A q u i restricciones deben someterse 10s p a r i m e t r o s k l y I;,? i Q u i relaci6n debe e x i s t i r e n t r e k l y Irz para o b t e n e r la ecuac i 6 de u n a linea r e c t a ? y' 3x by 10 = 0 g D e m o s t r a r q u e Ias circunierencias CI: x' C r : x 2 y 2 - 5 = 0, s o n tangentes. H a l l a r la ecuaci6n d e la circunferencia tangente a C1 y C2 en su p u n t o cornun y q u e pasa por- el p u n t o A ( 7 , 2 ) . D e m o s t r a r q u e el c e n t r o de esta circunferencia e s t i sobre la recta de 10s c e n t r o s



&



+



+



+



+



+



+ - - +



+



H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia t a n g e n t e a C1 y Cu del ejercicde@ i o 3 e n C2. s u p u n t o c o m u n y c u y o c e n t r o e s t i sobre la recta 3 x y 5 = 0. 15. H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia t a n g e n t e a C1 y C2 del ejerci-



+ +



c i o 13 en s u p u n t o c o m u n y c u y o r a d i o es i g u a l a



@



347. 2



(Dos soluciones.)



H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia t a n g e n t e a Cl y C a del ejercic i o 13 en s u . p u n t o c o m u n y q u e es tangente a la recta x - Zy - 1 = 0. ( D o s so@nes: ) A ( - 10. -2) H a l l a r la ecuaci6n de la circunferencia q u e pasa p o r el y2 2 x 2y 32 = 0 y la y p o r las lntersecciones de la circunferencia x a 4 = 0. recta x - y 18. D e m o s t r a r q u e las circunferencias C1 sa ya 2x 2y - 2 = 0 y Ce e xa yz lox - 6y 33 = 0 n o se c o r t a n . D e m o s t r a r q u e para k = 2 el e l e m e n t o c o r r e s p o n d i e n t e d c l a f a m i l i a CI k C a = 0 eo u n a c i r c u n -



+



-



+ +



+



+ + - + - +
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ferencir q u e n o c o r t a a n i n g u n a de las d o s circunferencias C I y Cz. y c u y o cent r o esta sobre la recta de 10s c e n t r o s de C I y C Z . D e m u i s t r e s e , t a r n b i i n , q u e n o exisle n i n g u n a circunferencia real si F t o m a u n o cualquiera de 10s valores I . 2 , j. H i l l e n s e o t r o s valores de I; para 10s cuales n o exista circunferenria real. 19. H a l l a r la ecuaci6n del eje radical d e las circunferencias



y d e m o s t r a r q u e es p e r p e n d i c u l a r a s u recta de 10s centros. 2 0 . H a l l a r la ecuaci6n del eje radical de las circunferencias



y d e m o s t r a r q u e es p e r p e n d i c u l a r a su recta de 10s r e n t r o s . 21. H a l l a r la ecuaci6n y la l o n g i t u d de la cuerda c o m u n d e las c i r c u n f e r e n ya - 14x - by 35 = 0 . ya - 8 y 6 = 0 y xs cias x a 2 2 . D e m o s t r a r analiticamente q u e si d o s circunferencias d i f e r e n t e s s o n c o n c i n t r i c a s , su eje radical n o existe. 23. H a l l a r la l o n g i t u d de la t a n g e a t e t r a z a d a del p u n c o P ( 3 . 4 ) a la c i r c u n ferencia 3xs 3y2 12x 4q - 35 = 0. 2 1 . H a l l a r la l o n g i t u d de la t a n g e n t e trazada del p u n t o P ( - 1 . 3 ) a I J circunferencia 3x2 3y2 - 14x 15y 23 = 0 . 25. O b t e n e r las c o o r d e n a d a s d e u n p u n t o q u e sc encuentre sobre el eje r a d i cal del ejercicio 19, y d e m o s t r a r q u e las l o n g i t u d e s de las t a n g e n t e s t r a z a d a s de ese p u n t o a las d o s c i r c u n f e r e n c i a s s o n iguales. 2 6 . L a s ecuaciones de d o s circunferencias n o concentricas s o n C I = y~ C 2 = 0 . D e m u i s t r e s e q u e el eje radical de c u a l q u i e r p a r d e circunferencias de la familia CI k C s = 0 es el rnismo q u e el eje radical de C I y C z . 27. L a s ecuaciones de tres circunferencias aon



+



+



+



+ +



+



+



+



-



+



+



S u p o n i e n d o q u o e n t r e ellas n o h a y d o s q u e Sean concentricas, hallense las ecuaciones d e s u s ejes radicales. S i las tres circunferencias n o tienen u n a recta de c e n t r o s c o r n u n , demuistreae q u e s u s ejea radicales se e n c u e n t r a n en u n p u n t o comtin (el c e n t r o r a d i c a l ) . 2 8 . H a l l a r las coordenadas del c e n t r o radical de Ias tres circunferencias - 2y = 0 y x2+y'+ 2 x 12y 36 = 0. x Z + y 2 + 2 x - 4 y - 6 = 0, x2+y'-4x 29. H a l l a r Las l o n g i t u d e s d e las t a n g e n t e s t r a z a d a s del c e n t r o radical a las tres circunferencias del ejercicio 28. y d e m o s t r a r q u e s o n iguales. 3 0 . D e m o s t r a r q u e las tres circunferencias xa y2 IOx 2y 17 = 0. y Z - 8 x - I(,y 71 = 0 n o tienen c e n t r o .r2 y a +4x - 4y 4 = 0 y x2 radical. E x p l i c a r el r e s u l t a d o .
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44. Tangente a una curva. 1511 Gconirttiu rlernental solarnente , m general, Is t a n g ~ ~ i at e una curvn : la, c~ircunferencin.



re rstuditt



Ln langente s(: define como una recta que tiene un solo printo comilx~ con la circunferencia. Esta definici6n , suficiente para la circunfercncia, es inadecuada para slas curvas planas en general, pues hay curvas planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno
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o mds puntos diferentes. Por csto , vamos a dar ahora una definici6n de tangente que sc apliqm a todas las curvas planas en general. Sea la ecuaci6n dc una curva p l ~ n acualquiera C



Scan P I (21 , y l ) y P? ( 2 2 , y ~ (fig. ) 5 9 ) dos puntos diferentes cualesquiern dc C tales que el arco de curva que 10s unc sea continuo ; es decir, P2 puede rnoverse hacia P I permaneciendo siernpre sobre la curva. La recta que pasa por P I y Pz se llama secante. Consideraremos que PI es un punto fijo mientrss que Pz se mueve a lo largo



i" F i g . 59



tlc C hacia PI. Entonccs, a medida que PZ sc aproxima a P I , la secante gira en el sentido contrario ul de las msnccillas de un reloj en torno a PI y , en general, tiende a una posici6n limite representada por la recta P I T que se define como la tangente a la curva C en el punlo P I . El punto PI sc llama punlo de tnngencia o punfo de cont a c t ~de la tangentc. La pendiente de la curua C cn el punto P I se define corn0 la pendiente de lu tangentc a C en PI . Para dcterniinar la ccuaci6n de la langente a una curva dada en 1111 puntv particular dc la curva, se conoce uri punto, el punto de contucto ; por lo tnnio, quetla por h:~llrirla pc~ndiontede la tang1:nte. La pendien t dc 13 svcante P I Pz ps (1
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Si C es una curva cualquiera diferente de una lfnea recta, el valor de m, varia a medida que PZ se aproxima a P I . DefiniCndose la tangente P I T como la posici6n limite de la secante P I PZ a medida que Pz tiende a PI , se sigue que la pendiente m de la tangente es el valor limite de la pendient,e m, de la secante dado por ( 2 ) , y escribilnos Yl - Y2 m = lim -, z, j r l X I



- Z2



siempre que , por supuesto , ese limite exista . La determinacidn , significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales del Cdlculo infinitesimal y no serlin considerados en este libro . Usaremos, sin embargo, la idea de In coincidencia de dos puntos sobrc una curva , coino se indica en la siguiente discusi6n. En nuestro estudio no srrh necesario obtener 1:t pcntlicnte de una tangente calculando el limite expresado por ( 3 ) , ya que'restringiremos nuestro trabajo a la determinacidn de las ccuaciones dc tangentes a curvas planas representadas, analiticamente , por ecuaciones algebraicas de seglindo grado . Tornalnos , por lo tanto, ( 1 ) como tipo d e ta!es ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuaci6n y la ecuaci6n de la recta, y=mz+k. (4 Las soluciones comunes de ( 1 ) y ( 4 ) son dos y pueden obtenerse k en ( I ) , y resolviendo la ecuasustituyendo prilnero y por mx citin cuadr6tica en una variable que resulta, de Is forma



+



Las raiccs cle ( 5 ) puedcn ser reales y desiguales, reales e iguales o coii~plejas (Apdndice IB , 3 ) co~*respondiendo,rcsgectivl~mente, a la interpretaci6n geomCtrica de que 13 recta ( 4 ) y la curva ( 1 ) se corten en dos puntos diferentes, t,engan un punto c o m ~ no nu se corten . 1'al.a cl caso de inte~*seccidn en dos puntos diferentes, la recta ( 4 ) es una secante de la curva ( 1 ) . Si , ahora , imagint~mosque varitln lot; coeficientes de la ecuaci6n ( 4 ) de t,al inanera que una de las raices reales de ( 5 ) se aproxima a la otra , esto equivale , geom6tricamente1 a que la secante va variando hasta ocupar la posicidn limite de la k n gente, como en la definicidn anterior. De este razonamiento se deduce, por lo tanto, clue la igunldad de las rakes de la ecuacidn ( 5 ) es una co?tdicibn para la tangencia de la recta ( 4 ) a la curua ( 1 ) . Haremos uso de esta condici6n a1 determinar las ecuaciones de Ins tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado .
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Sea P I ( X I ,y l ) (fig. 6 0 ) un punto cualquiera de la, curva continua C . Sea I la tangent,^ a C en P I . Si m es la pendientc de I , por cl teorelna 1 , Articulo 2 6 , In ecuacicin de 13 tangente 1 es



Sea 1 In recta trnzada por P I perpendicular n la tangente 1 ; la rcct a I f sc llama n.ormal a la czirva C en el punto P I . La ccu:~ci6n dc 1:~ 1101.lna11 es , ~videntement~e ,



Sr~pongamosclue la, tangentc y la normalcortan n -Y en los puntos T JT N , respect ivament,e . La longit,ud P I T dcl segment0 de la tan-



Fig. 60



genle 1 con~prendidoentre el punlo de contacto y el eje X se Iltrna longitud de la tangente. La longitud P I N del scgnicnto de la norN I : ~I f comprendido entrc el punto dc contacto y el cje X se llama lo?lgztud de la normal. Por P I tracemos la ordenada P I & La proyccci6n QT de la lougitud de la tangente sobre el ejc X se llama sztbtangente , y In proyecci6n Q N de la longitud de la normal sohre el ejc X se llama subnormal. Sea a el Bngulo de inclinaci6n de 1 , de marlem que m = tg a . Observando que el Bngulo & P I N = a , el estudiante puede fticilmente demostrar que las longitudes de 10s dltimos cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente



TEOI~EMA 7 . Si m es la pendicnte de u n a curva plana continua C e n el pwnto PI ( X I ,y l ) , entonces para el punto PI tenemos las siguientes ecuaciones y jbrmulas: Ecuaci6n de la tangente a



C : y - yl



= m ( z -X I ) ,
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Ecuxcihn de la normal n C : 9 - yi



1 m



-- (x-XI), m



+ my normal = yl d 1 + m 2 ,



Longitud de 1% tangente = Longitud de la



=



m



d 1



# 0



m # 0,



Yl Longit.ud de la subtnngente = , m # 0,



m



Longitud de la subnormal = my1 Sean C y C 1 dos curvas planas que se cortan en el punto P (figura 61). Sean 1 y 1' laa tangentes n C y C' , respectivamente , en P.



L' Fig. 61



Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus punfos de inferseccidn, a cualquiera de 10s dos dngulos suplementarios jormados por las do8 tangentes a Ins curvas en dicho punto. Para las curvns C y C 1 de la figura 6 1 , si las pendientes de 1 y l 1 son m y m l ,respectivamente, el Qngulo que formnn las curvas en P es uno de 10s dos Sngulos 6' dados , seg6n el teorema 5 , Artfculo 1 0 , por la f6rmula tgo=



*



-



.m m' 1 mm' '



+



mm'



# -1



Si se verifica que rnm' = - 1 , de tal manera que arnbos jngulos sean rectos, se dice clue las curvas son ortogonales entre si. Tambien , si cada cierncmto de una farnilia cle curvas es ortogonal a cada uno de 10s clementos dtt una segunda farnilia , las curvas de cualquiera de las dos familias se llama^^ Las tmyectorias ortogonales de las curvas de la otra farnilia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importancia en 1% Mntemritica superior y en Flsica.



(9



45 Tangente a una circunferencia. La dcterminacibn de la rcuacbuna tangente a una circunferencia ae simplifica considerablcmente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a u r n circunferencia es perpendicular a1 radio trazado a1 punto de cont a c t ~ .E n este articulo determinaremos la ecuaci6n de la tangente a una circnnferencia sin usar esta propicdad particular ; lo haremos por el mCtodo general discutido en el Articulo 4 4 . E s evidente , por el teorema 7 del Articulo 44 , que la ecuaci6n de deter~ninada la tangentc a una circunferencia dada e s t i perfccta~n~nte cuando se conocrn su pendicnte y el punto de contac o (o algdn otro de sus punto?). Si sc tiene uno de cetos datos, el otro debe determinarse a partir dc ]as condiciones del problema ; segdn esto . tenemos 10s elementos necesarios para la soluci6n de cualquier problema particular. Yamos a considerar tres problemas, a saber :



C 1) Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dada en un punto dado de contact0 ; 6 2 ) Hnllar la ccuaci6n d r la Langente a una circunferencia dad% y que tiene una pendiente dade ; .+ 3 ) Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dnda y *que pasa por un punto exterior dado.



#



El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es esencialmente el mismo. E n cada caso se da una condici6n ; de acuerdo con csto escribiremos primero la ecuaci6n de la familia de rectas que satisfacen estn condici6n (Art. 36) . Esta ecuaci6n contiene un parimetro quc se tietermina aplicando la condicitin dc tangencia dada en el Articulo 4 4 . Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia



Solucibn. ( 3 , 5 ) es



La ecuaci6n de la familia de rectas que pasa por el p u n t o y -5



= m(x-



3).



(1



en donde el parimetro m es la pendiente de la tangente buscada. Dz la ecuaci6n ( I ) , y = m x - 3 m $, 5. y sustituyendo este valor en la ecuaci6n de la circunferencia, resulta:



que se reduce a
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S e g i n l o d i c h o en el A r t i c u l o 44, la recta (1) sera t a n g e n t e a la c i r c u n f e r e n c i a d a d a s i e m p r e q u e l a s raices de esta u l t i m a ecuacion sean i g u a l e s , es d e c i r , s i e m pre q u e el d i s c r i m i n a n t e se a n u l c . D e b e r i , p u e s , verificarse la c o n d i c i 6 n :



L a s o l u c i 6 n de esta e c u a c i 6 n es n? = 1.5 , de m a n e r a q u e , de ( I ) , la ecuacion d e la t a n g e n t e buscada es CJ-5= 5; ( x - 3 ) 0 sea. x - 2y 7 = 0.



+



Se r e c o m i e n d a a1 e s t u d i a n t e q u e d i b u j e la f i g u r a c o r r e s p o n d i e n t e a cste ejemplo. Ejemplo 2. H a l l a r l a e c u a c i 6 n de l a t a n g e n t e a la c i r c u n f e r e n c i a



y q u e t i e n e d e p e n d i e n t e 1.



F i g . 61 Solucibn.



L a e c u a c i o n d c la f a m i l i a d e rectas d e p e n d i e n t e 1 es y = x + k .



(2)



s i e n d o k u n p a r i m e t r o c u y o v a l o r debe d e t c r m i n a r s e . S i el v a l o r de (2) se s u s t i t u y c en la e c u a c i 6 n d e la c i r c u n f e r e n c i a , se o b t i e n e



o sea. 2x2



+ ( 2 h - 8 ) x + ( h 2 + 2 k + 18) = 0.



L a c o n d i c i 6 n d e t a n g e n c i a es



(2h



- 8)a - 8 ( k Z + 2 k



+ IS)



0.



(J



d a d o por



E C U A C I O N DE L A C I R C U N F E R E N C I A L a s raices de esta ecuacidn s o n k = c i o n e s d e las tangentes buscadas s o n



- 2. -
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10. P o r t a n t o . de ( 2 ) , las ecua-



E n la f i g u r a 62 se h a n t r a z a d o estds tangentes. Ejemplo 3. H a l l a r la ecuacion de la tangente trazada del p u n t o (8, 6 ) a la y 2 2% 2y - 24 = 0. circunferencia x a



+ +



+



e n d o n d e el p a r i r n e t r o m es la p e n d i e n t e de la tangente buscada. D e la ecuaci6n 6, v a l o r q u e s u s t i t u i d o e n la ecuaci6n de la c i r c u n f e r e n (3). y = m x - 8m cia, d a %2+(mx - 8 m + 6 ) a + 2 x + 2 ( m x - 8 m + 6 ) - 2 4 =0,



+



la cual se reduce a (ml



+ I ) x"



(16ml



-



14m



- 2) x + (64m2 - I12m + 24) = 0.



L a c o n d i c i 6 n p a r a tangencia es (16m2- l l m



- 2)2 - 4 ( m a +



1) (64mz-



112m+24) = 0 .



R e s o l v i e n d o esta ecuaci6n se encuentra q u e sus soluciones son



P o r t a n t o , de ( 3 ) . las ecuaciones de las tangentes q u e c u m p l e n las condiciones dadas, son 23 y-6=L(x-8) y y-6=-(x-8) 5 11 o sea, x-5y+22=0 y 23%-lly-118=0. EJERCICIOS.



Grupo 18



D i b u j a r u n a f i g u r a p a r a cada ejercicio. L o s ejercicios 1 - 7 dcben resolverse u s a n d o la c o n d i c i 6 n de tangencia estudiada e n el A r t i c u l o 44.



1. H a l l a r la ecuaci6n de 11 t a n g e n t e a 11 circunferencia xZ+y2-2x-6y-3=0 e n el p u n t o ( - 1, 6 ) . 2. H a l l a r las ecuaciones d e las t a n g e n t e s a la circunferencia



q u e t e n g a n de p e n d i e n t e



- 73 .



3. H a l l a r las ecuaciones d e l a s tangentes trazadas del p u n t o (- 2, 7 ) a la 2x - 8y 12 = 0. circunferencia x z 4 . H a l l a r la ecuaci6n de la t a n g e n t e a la circunferencia x 2 y 2 8%+ 3 = 0 e n el p u n t o (6, 3).



+ +



+



+ -
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GEOMETRIA ANALITICA PLANA H a l l a r l a s ecuaciones de las t a n g e n t e s a la circunferencia



+



31 = 0 . q u e s o n paralelas a la recta 5 x - 5y 6 . H a l l a r 12s ecuaciones de las t a n g e n t e s a la circunferencia



- +



q u e s o n perpendiculares a la recta 4x y 31 = 0 . 7 . IJallar las ecuaciones de las tangentes t r a z a d a s del p u n t o ( 6 , - 4 ) a la circrlnferencia x Z yz 2 x - 2 y - 35 = 0 . 8. R e s o l v e r el ejercicio 4 r e c o r d a n d o q u e la t a n g e n t e es p e r p e n d i c u l a r al r a d i o q u e pasa p o r el p u n t o d e c o n t a c t o . 9. Resolver 10s e j e m p l o s 1. 2 y 3 del A r t i c u l o 45 p o r el m i t o d o i n d i c a d o en el ejercicio 8. 1 0 . D e m o s t r a r q u e la ecuacidn de la t a n g e n t e a la circunferencia x 2 + y 2 = r 2 e n el p u n t o d e c o n t a c t o P l ( X I , y l ) es x l x y , y = r 2 . Sugestidn: Usese el h e c h o de q u e x l a yla = ra. 11. P o r d o s m i t o d o s diferentes, h a l l a r l a s ecuaciones de las t a n g e n t e s a la 9y2 18x - 12v - 32 0, cuya pendiente sea circunferencia 9 x a 1 2 . P o r do8 m h t o d o s diferentes, hallenae Ias ecuaciones de las tangentes 2 y a - 8 x - 4y - 15 = 0. t r a z a d a s del p u n t o (6, - 4 ) a la circunferencia 2 x 2 13. P o r el p u n t o (- 5, 4 ) so t r a z a n tangentes a la circunferencia



+ +



+ +



+



-



+



.



+



H a l l a r el i n g u l o a g u d o q u e f o r m a n estas tangentes. y 2 = 5 , h a l l a r 10s valores de k para 10s 1 4 . D a d a la circunferencia x 2 cualcs las rectas de la f a m i l i a x - 2y k = 0:



+



a)



h) c)



+



c o r t a n a la c i r c u n f e r e n c i a e n d o s p u n t o s d i f e r e n t e s ; s o n tangentes: n o tienen n i n g u n p u n t o c o m u n con la circunferencia.



+



y2 - 6 x - 2y 1 5 . D a d a la circunferencia x 2 de m p a r a 10s cuales l a s rectas de la f a m i l i a y = m x



a)



b) c)



+ 6 = 0, + 3:



h a l l a r 10s valores



corta a la circunferencia en d o s p u n t o s d i f e r e n t e s ; son tangentes: n o t i e n e n n i n g u n p u n t o comlin con la c i r c u n f e r e n c i a .



1 6 . D e m o s t r a r q u e l a s ecuaciones de las t a n g e n t e s de p e n d i e n t e m a la c i r cunferencia x 2 y' = r 2 s o n y = m x * r 1 ma. 1 7 . H a l l a r la ecuacion de la n o r m a l a la circunferencia



+



e n el p u n t o ( 6 ,



- 3).



d



+



y d e m o s t r a r q u e pasa p o r el c e n t r o d e la c i r c u n [ e r e n c i a .



E n cada u n o de 10s ejercicios 18-20 h a l l a r la ecuaciones de las t a n g e n t e y n o r m a l y las l o n g i t u d e s d e la t a n g e n t e , n o r m a l , s u b t a n g e n t e y s u b n o r m a l , para cada circunferencia y p u n t o d e c o n t a c t o dados.
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+



H a l l a r el a n g u l o a g u d o q u e f o r m a n las circunferencias x a ya = 17 y - 12x - 4 y 11 = 0 en su interseccibn. 22. H a l l a r el i n g u l o a g u d o q u e f o r m a n la recta 2 x 3y 6 = 0 y la c i r cunferencia x' y2 2 x - 4y - 3 = 0 a1 cortarse. 23. D e m o s t r a r q u e las circunferencias 21.



x2



+



y2



+ + +



+



-



se c o r t a n o r t o g o n a l m e n t e . 24. D e m o s t r a r , a n a l i t i c a m e n t e , q u e las trayectorias o r t o g o n a l e s de u n a familia de circunferencias conc6ntricas e s t i n dadas p o r la f a m i l i a de rectas q u e pasan p o r su c e n t r o comlin. 25. S i de u n p u n t o e x t e r i o r P se t r a z a n tangentes a u n a circunferencia, el segmento q u e u n s 10s p u n t o s de c o n t a c t o se llama c u e r d a d e c o n t a c t o de P . ya = r2, demuisSi Pl ( x , . y l ) es u n p u n t o e x t e r i o r a la circunferencia x a trese q u e la ecuaci6n de la cuerda d e c o n t a c t o d e P I es X I x y l y = r'. ( V e r ejercicio 10. ) .



+



+



46. Teoremas y problemas de lugaree geombtricos relatives a la circunferencia. La demostraci6n analitica de cualquier teorema sobre la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discutido en el Articulo 11. De acuerdo con esto , mientras el teorema no se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el origen , ya que en esta posici6n su ecuacidn tiene la forma mhs simple , la forma can6nica, 2% y2 = r2.



+



Ejemplo 1. D e m o s t r a r , a n a l i t i c a m e n t e , q u e cualquier i n g u l o i n s c r i t o en una semicircunferencia es u n 6 n g u l o recto. Demostracibn. E s evidente q u e la d e m o s t r a c i b n n o p e r d e r i generalidad si colocamos la semicircunferencia c o n Y su centro en el o r i g e n , t a l c o m o a p a rece en la f i g u r a 63. L a ecuacibn de la semicircunferencia es e n t o n c e s



Sea P I ( X I , y l ) u n p u n t o cualquiera de la semicircunferencia, y Sean A y B 10s e x t r e m o s de s u d i a m e t r o . C o m o r es el radio, es e v i d e n t e q u e las c o I ordenadas de A y B s o n ( - r . 0 ) y Y' ( r , 0 ) , respectivamente. T e n e m o s F i g . 63 q u e d e m o s t r a r q u e el s e g m e n t 0 P I A es p e r p e n d i c u l a r a1 s e g m e n t o P I B . P o r t a n t o , si las pendientes de P I A y Pi B s o n m l y mz, respectivamente, vamos a demostrar que rnlrn, = 1. (21



-



d e a c u e r d o c o n el c o r o l a r i o 2 del teorema 5, A r t i c u l o 10.
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P o r el teorema 4 del A r t . 8 . tenemos



de manera que m l ma



-A xis



ra '



Pero, como P 1 e r t j sobre la semicircunferencia. sus coordenadas ( x l , y l ) deben satisfacer la ecuaci6n ( I ) , y tenemos de donde, De esta 6 l t i m a relaci6n y ( 3 ) obtenemos, inmediatamente. la relacibn buscada ( 2 ) , como se queria demostrar.



En relacihn con la resolucibn de problemas sobre lugares geomdtricos relativos a circunferencias , seguirernos el procedimiento general bosquejado en el Artlculo 23. Ejemplo 2. U n p u n t o se mueve de tal manera que la suma de lor zuadrados de sus distanciaa a don p u n t o s f i j o s dado* es constante. Hallar la ecuaci6n de su lugar geometrico, y demuistrese que es una circunferencia. 601ucibn. P o r simplicidad, y sin ninguna restricci611, podemos tomar u n o de 10s p u n t o s como origen 0 y el o t r o p u n t o A (a, 0 ) . a # 0 , sobre el eje X, como se indica en la figura 64. Sea P ( x , y ) u n p u n t o cualquiera del lugar geomitrico. Entonces P debe satisfacer la condici6n geomitrica



en donde k es un numero positivo. P o r el teorema 2 del Articulo 6,



Po2= x Z + yZ Y



X



PA' = ( x



- a)a



+ ya,



de manera que la condici6n geomftrica ( 4 ) puede expresarse. analiticamente, p o r la ecuaci6n ~ ~ + y ~ + ( x - a ) ~ + y ( ~5 ) = k



Y'



que se reduce a xz yZ - a x



+



P i q . 64



h = 0. + 5-2 2



(6)



P o r el teorzma 2 del Articulo 40, la ecuacidn (6) representa una circunferencia cuyo centro es el p u n t o C -.



PC



=



( f , 0)



y y



o r a d i o t i e n e u n r longitud



% d 2 k -- a', siempre que, sin embargo, la constante k >



2. Si 2
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- f-



el lugar geomitrico se reduce a1 p u n t o 2 ' existe n i n g 6 n lugar geomitrico. k



EJEECICIOS.



(



0):



y i
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k 
 O y p < 0 . z= - p , p 0 , d e b e n excluirse todos 10s valores negativos de z , Fig. 76 y todo el lugar geometric0 se encuentra n la derecha del eje Y . Conlo no se excluye ningdn valor positivo de z , y como y puede tomar todos 10s valores reales , el lugar geometrico de ( 2 ) es una curva abierta que se extiende indefinidamente hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X . Esta posici6n es la indicada en la figura 75, y se dice que la pariibola se abre hacia la derecha . Anblogamente , si p < 0 , todos 10s valores positivos de x deben excluirse en la ecuaci6n ( 3 ) y todo el lugar geometrico aparece a la izquierda del eje Y . Esta posici6n esth indicada en la figura 76, y , en este caso, se dice que la padbola se abre hacia la izquierda. E s evidente que la curva correspondien te a la ecuaci6n ( 2 ) no tiene adntotas verticales ni horizontales.
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Seg6n la ecuaci6n (3) , hay do8 puntos sobre la partibola que tienen abscisa iqual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2 p y el otro la ordenada - 2 p . Como la abscisa del foco es p , se sigue (Art. 54) que la longitud del lado recto es igual a1 valor absoluto de la cantidad 4p. Si el vBrtice de la partibola estti en el origen y su eje coincide con el eje Y , se demuestra , antilogamente , que la ecunci6n de la partibola es z2 = 4py, (4 en donde el foco es el punto (0, p ) . Puede demostrsrse fticilmente que , si p > 0 , la partibola se abre hacia arriba (fig. 77 [ a 1) ; y , si p < 0 , la partibola se abre hacia abajo (fig. 77 [ b I ) . La discusidn completa de la ecuaci6n ( 4 ) se deja como ejercicio a1 estudiante.



I



(a) Fig. 77



Las ecuaciones ( 2 ) y ( 4 ) se llaman a veces la primera ecuacidn ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones m6s simples de la pardbola , nos referimos a ellae como a las formas can6nicas. Los resultados anteriores se resumen en el siguiente



TEOREMA 1 . L a ecuacidn de una pardbola de vdrtice en el origen y eje el eje X , es y2 = 4px, en donde el joco es el punto ( p , 0 ) y la ecuacidn de la direclriz es x = - p . S i p > 0 , la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0 , la pardbola se abre hacia la izquierda. S i el eje de una pardbola coincide con el eje Y , y el vMice estd en el origen, su ecuacidn es x2 = 4py, en donde el foco es el punto (0, p ) , y la ecuacidn de la dzrectriz es y = p . S i p > 0 , la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0 , la pardbota se abre hacia abajo .



-
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En cada caso, la longitud del lado recto estd dada por el valor absoluto de 4p , que es el coe$ciente del tbrmino de primer grado . E j e m p l o . Una pa.ribola cuyo virtice e s t i en el origen y cuyo eje coincide con el eje Y pasa por el p u n t o (4, 2). R'allar la ecuacibn de la paribola, las coordenadas de su foco, la ecuaci6n de su directriz y la longitud de su lado recto. T r a z a r la grifica correspondiente. S o l u c i b n . P o r el teorema 1, la ecuaci6n de la paribola es de la forma



-



C o m o la paribola pasa por el p u n t o (4, deben satisfacer la ecuaci6n (4). y tenemos 16 = 4p ( - 2)



- 2),



las coordenadas de este p u n t o



Y



.



de donde, buscada es



p =



- 2,



xa =



1 y=2



y la ecuaci6n



0



- 8y.



T a m b i i n , p o r el teorema 1, el foco es el p u n t o (0, p). o sea. (0, -2). la ecuaci6n de la directriz es



Ye- P o sea,



1



1



Fig. 78



y = 2,



y la longitud del lado recto es ]4p1 = 8. E n la figura 78, se ha trazado el lugar geomltrico. foco, directriz y lado recto. EJERCICIOS.



U r u p o 23



D i b u j a r para cada ejercicio la grifica correspondiente. E n cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco. la ecuaci6n de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuaci6n dada, y discutir el lugar geomitrico correspondiente.



+ +



yS = 1 2 ~ . 3 . y' 8% = 0. xS = 12y. 4. x2 2y = 0. 5. Deducir y discurir la ecuaci6n ordinaria x9 = 4py. 6. Hallar u n procedimiento para obtener p u n t o s de la parabola p o r rnedio de escoadras y cornpis, cuando so conocen el foco y la directriz. 7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la paribola p o r medio de escuadras y cornpis, si se dan el foco y el virtice. 8. Hallar la ecuaci6n de la parabola de vdrtice en el origen y foco el p u n to ( 3 . 0 ) . 9. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y foco el p u n ?). t o (0. 10. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y directriz la 5 = 0. recta y 1.



2.



-



-
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11. H a l l a r la ecuaci6n de la pardbola de vCrtice e n el origcn y d ~ r e c t r i zl a recta x 5 = 0. 12. U n a p a r i b o l a c u y o vcrtice e s t i en el o r i g e n y c u y o eje coincide con s l eje X pasa p o r el p u n t o ( - 2 . 4 ) H a l l a r la ecuaci6n d e la p a r i b o l a , l a s c o o r denadas del f o c o , la ecuacion d e la d i r e c t r i z y l a l o n g i t u d d e s u l a d o recto. 4x = 0 es u n s e z m e n t o d e 15 recta 13. U n a cuerda de la p a r i b o l a yZ x - 2y 3 1- 0. H a l l a r s u l o n p i t u d . 8 y = 0 q u e e: 14. H a l l a r la l o n g i t u d de la cuerda focal d e la p a r i b o l a x 3 paralela a la recta 3x d y - 7 = 0. 15. D e m o s t r a r q u e la l o n g i t u d del r a d i o vector de cualquicr p u n t o P I ( X I . yl) de la p a r i b o l a y 2 = 4 p x es igual a I X I p 1. 16. H a l l a r la l o n g i t u d del radio vector del p u n t o de la p a r i b o l a y 2 - 9 x = 0 cuya o r d e G d a IS igual a 6. 17. D e u n p u n t o cualquicra de u n a p a r i b o l a se t r a z a u n a p e r p e n d i c u l a r a l c j e . D c m o s t r a r q u e esta perpendicular es media proportional e n t r e el l a d o recto y la p o r c i b n d r l eje comprendida entre el v i r t i c e y el p i e d e la perpendicular. 18. H a l l a r la ecuaci6n d e la circunferencia q u e pasa p o r el virtice y 10s p u n recto de la parabola xZ 4 y = 0. del l a d o recto de u n a p a r i b o l a cualquiera se unen con el del r j e con la directriz. D e m o s t r a r q u e estas rectas son perpendiculares e n t r e s i . 2 0 . U n a iircunferencia c u y o c e n t r o es el p u n t o (4, 1 ) pasa p o r el f o c o de la p a r i b o l a x P 16y = 0. D e m o s t r a r q u e es t a n g e n t e a la d i r e c t r i z de la paribola. 21. H a l l a r la ecuacion d e una p a r i b o l a t o m a n d o c o m o ejes X y Y , el eje y la directriz respectivamente.



+



.



-



+



+



+



+



-



-



+



E n cada u n o de l o r ejercicios 22-25, a p l i c a n d o la d e f i n i c i h n de la p a r i b o l a . 11allar la ecuaci6n d e la parabola a p a r t i r de 10s d a t o s dados. R e d u c i r la ecuacion a la primera f o r m a o r d i n a r i a p o r transforrnacion de coordenadas.



22. 23. 24. 25.



-



Foco (3. 4 ) , dircctriz x l = 0. F o c o (3, 5 ) , directriz y - l = 0. Vkrtice (2. 0) f o c o (0. 0) F o c o (- 1 , I ) , d i r e c t r i z x g 5 = 0.



-



.



.



+ -



56. Ecuacih de una parabola de vertice (h, k) y eje paralelo a un eje coordenado. E'recuenternente nccesitaremos ohtener la ecuaciGn de uua padbola cuyo v6rtice no est6 en el origen y cl~yoeje sea pars~lelo, y no necesariamente coincidente , a unr, de los ejes coordenados . De acuerdo con esto, consideremos la partibola (fig. 79) cuyo vbrtice es el punto (h, k ) y cuyo eje es paralelo a1 eje X . Si 10s ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 0' coincida con el v6rtice (h, k ) , sc sigue, por el teorema 1 del Artlculo 55, que la ecuaci6n de In parAbola con referencia a 10s nuevos ejes X f y Y f estA dada por



en donde 1as coordenadas del foco F son ( p , 0) referido 310s nuevos ejcs. A partir d r la ecunci6n dc la pnrtlbola referidah LL 10s ejes oricinales X' y Y , podemos obtener In ecuaciGn ( 1 ) usanclo Ins czuacionc.~ de t~~iisformnci6n del teorema 1 , Artlculo 50, a saber, x=xl+h, de donde, xl=x-h



,



g=yl+kl y'=y-k.



Si sustitufmos estos valores de x' y y' en la ecuaci6n ( 1 ) , obtenemos ( y - k ) 2 = 4p(x - h ) .



(2)



AnBlogament,e, la parhbols cuyo r6rtice cs ($1punto ( h , Ic) y cuyo eje es paralelo a1 eje Y tiene por Y ecuaci6n b Y' (t- h ) 2 =



~ P ( Y- k ) 1 ( 3 )



en donde I p 1 es la longitud de aquella porcibn- del eje comprendida e n t r e el foco y el v6rtice . Las ecuaciones ( 2 ) y ( 3 ) 0 PX se 11a m a n , generalmente , seI gunda ecuacidn ordinaria de la pardbola . F i g . 79 Los r e s u l t a d o s anteriores, junto con 10s obtenidos en el teorema 1 del Articulo 5 5 , conducen a1 siguiente



TEOREMA 2 . L a ecuacidn de una parcibola de virtice ( h , k ) y eje paralelo a1 eje X , es de la jorma siendo 1 p I la lonqilud del segment0 del eje comprendido enlre el joco y el vdrtice . S i p > 0 , la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0, la pardbola se abre hacia la izquierda . S i el virtice es el punlo ( h , k ) y el eje de la pardbola es paralelo a1 e,je Y , su ecuacidn es de la jorma



(x- h ) ' = 4p(y-- k ) . S i p > 0 , la pardbola se abre hacia arriba; si p abre hacia abajo .



< 0,



la pardbola se
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Ejemplo 1. H a l l a r la ecuaci6n de la p a r i b o l a c u y o v l r t i c e es el p u n t o ( 3 , 4 ) y c u y o f o c o es el p u n t o ( 3 , 2 ) . H a l l a r tambiCn la ecuacion de s u direct r i z y la l o n g i t u d de s u l a d o recto. Solucibn. C o m o el vertice V y el f o c o F de u n a p a r a b o l a e s t i n sobre s u eje, y c o m o en este caso cada u n o de estos p u n t o s tiene la m i s m a abscisa 3 , se



Fig. 80 sigue q u e el eje a es p a r a l e l o al eje Y , c o m o se i n d i c a e n la f i g u r a 80. P o r t a n t o , p o r el teorema 2, la ecuacion de la p a r i b o l a es de la f o r m a



C o m o el v i r t i c e V es el p u n t o (3, 4 ) , la ecuaci6n puede escribirse (X



-3)Z



-



= 4p(y



- 4).



1



1 = / 4 2 = 2. P e r o , c o m o el f o c o F e s t i a b a j o d e l A h o r a b i e n , p ( == v i r t i c e V , la p a r i b o l a se abre hacia a b a j o y p es n e g a t i v o . P o r t a n t o , p = - 2, y la ecuaci6n de la p a r i b o l a es



I



1



( x - 3 ) a - -8(y -41, y la l o n g i t u d del l a d o recto es 8. Designernos p o r A el p u n t o en q u e el eje a c o r t a a la d i r e c t t i z I. C o m o V (3, 4) es el p u n t o m e d i o del s e g m e n t 0 AF, se s i g u e q u e Ias c o o r d e n a d a s d e A s o n ( 3 . 6 ) . P o r t a n t o , la ecuaci6n de la d i r e c t r i z es y = 6.



8i desarrollamos y trasponemos terminos en la ecuaci6n



(y obtenemos



- k)'=



4p(x- h),



y2-4~~-2ky+k"+4ph=O,



que puede escribirse en la forma yZ+ a~x+azy+aa.= 0 ,



-



(4)



en donde a1 = 4 p , a2 = - 2k y ar = k2 4- 4 ph . Recfprocamente , completando el cuadsado en y , podemos demostrar que una ecuaci6n
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tle la forma ( 4 ) representa una pargbols cuyo eje es paralelo a1 eje X . A1 discutir la ecuaci6n de la formn ( 4 ) suponemos que a1 f 0 . Si a1 = 0 , la ecuacidn toma la forma que es una ecuaci6n cuadrdtica cn la dnica variable y . Si las rafces tle ( 5 ) son reales y desiguales, digarnos rl y r? , entonces Ip ecuaci6n ( 5 ) puede escribirse en la forms



y el lugar geomCtrico correspondiente consta de dos rectas diferentes ,



y = 71 y y = r2 , paralelas ambas a1 eje X . Si las raices de ( 5 ) son



reales e iguales, el lugar geomdtrico consta de dos rectas coincidentes representadas geomdtricamente por una sola recta paralela a1 eje X . Finalmente, si las rafces de (6) son com~lejas,no existe ningfin lugar geomdtrico . Una discusi6n scmejante se aplica a la otra forma de la segunda ecuaci6n ordinaria de la partibola



Los resultados se resurnen en el siguiente



TEORRMA 3 . Una ecuacidn de segundo grado en Ins variables x y y qu,e carezca del t6rmino en xy puede escribirse en la forma A ~ ~ + C ~ ~ + D X + E 0~. + F = S i A = 0 , C # 0 y D # 0 , la ecuacio'n representa una pardbola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X . S i , en carnbio, D = 0 , la ecuacidn representa dos rectas diferentes paralelas a1 eje X , dos rectas coincidentes paralelas a1 eje X , o ningiin lugur geomdtrico, segiin que las rafces de Cya E y F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o complejas . Si A f 0 , C = 0 y E f 0 , la ecuacidn representa una parcibola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y . Si,en cambio, E = 0 , la ecuacidn representa dos recfas diferentes paralelas a1 eje Y, dos rectas coincidentes paralelas a1 eje Y o ningzin lugar geomdtrico , segzin que las raices de Ax2 Dx F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o complejas .



+ +



+ +



-



-



+



24y 97 = 0 repreEjemplo 2. Demostrar que la ecuacibn 4 x 8 20x senta una parabola, y hallar las coordenadas del vhrtice y del foco. la ecuacidn de ru directriz y la longitud de su lado recto.
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P o r el teorema 3, la ecuaci6n 4 x 2 .- 20x



- 24y + 97 = 0



reprerenta una parabola c u y o eje es paralelo a1 eje Y . S i reducimos la ecuaci6n ( 6 ) a la segunda f o r m a o r d i n a r i a , cornpletando el cuadrado en x , obtenemos



i)2=6(y-3).



(A--



(7)



D e esta ecuacidn vemos inmediatamente q u e Ias coordenadas del v6ttice s o n , 3). C o m o 4p = 6, p = -,3 y la p a r i b o l a se abre hacia arriba. Entonces. 2 c o m o el foco e s t i sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue q u e las coorde-



(;



n3d.r del foco son



5 3 ++). (-?. -



o sea,



(i,+).



La ecuacion de la directri7



es y = 3 - -3, o sea, y = -3- , y la l o n g i t u d del i a d o recto es 1 4 p 1 = 6 . 2 I, Se recomienda a1 estudiante q u o d i b u j e la f i g u r a correspondiente a este e j e m p l o . T a m b i i n se recomienda resolver el problema p o r traslaci6n de 10s ejes coordenados.



En las dos formas dc la segunda ecuaci6n ordinaria de 13 parhbola, dadas por el teorcn-la 2 , hay tres constantes nrbitrarias independicntes o parkmet,ros, h , k y p . Por tanto, la ecuaci6n dc cualquier par&bola cuyo eje sea paralelo a uno de 10s ejes coordenados puede determinarse a partir de tres condiciones independientes. T'eamos un ejemplo



.



E j e m p l o 3.



Hallar la ecuaci6n de la p a r i b o l a c u y o eje es paralelo al eje X



y q u e pasa p o r 10s tres p u n t o s Solucidn.



(5. -



1).



(0. 5) y ( - 6 , - 7 ) .



P o r el teorema 2 , la ecuacion burcada es de la f o r m a (Y



- k)==



4p(x



- h).



Podemos, sin embargo, t o m a r tambiin la ecuacion en la l o r m a d ~ d pa o r el teorema 3, a saber, C y a Dx Ey F = 0.



+



+ +



C o m o C # 0, podemos d i v i d i r toda la ccuaciSn p o t C, o b t e n i e n d o asi y2+



D'x



+E'y +I:'=



0,



(A)



F son tres constantes p o r determinarse. en d o n d e D 1 = 4 c ' E' = C y F 1 = C C o m o 10s tres p u n t o s dados e s t i n sobre l a p a r i b o l a , sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion (8). P o r t a n t o . expresando este hecho, obtenemos las tres ecuaciones siguientes correspondiendo a 10s p u n t o s d a d o s :



L A PARABOLA q u e pueden escribirse aai, 3



L a roluci611 de este s i s t e ~ n ade tres ecuaciones n o s da



S u s r i t u y e n d o esros valores e n la ccuacion (8), obtenemos



q c e es la ecuaci6n de la p a r i b o l a que se buscaba. E l estudiante debe d i b u j a r la figura p a r a este e j e m p l o y verificar el hecho d e q u e las coordenadas de cad1 u n o de 10s tres p u n t o s d a d o s satisfacen la ecuaci6n de la p a r i b o l a . T a m b i L n debe o b t e n e r la misrna ecnaci6n u s a n d o la f o r m a (y



-k ) l = 4p(x -h).



EJEBCICIOB.



Grupo 24



D i b u j a r para cada ejercicio la f i g u r a correspondiente.



.



1. D e d u c i r y d i s c u t i r la ecuacibn o r d i n a r i a ( x - h ) l = 4 p ( y - k ) 2. P o r transformation de coordenadas, reducir las d o s f o r m a s de la segunda ecuacibn otdinatia a Ias dos f o r n a s correspondientes de la.primera ecuacidn o r d i n a r i a d e la parabola. 3. D e m o s t r a r q u o s i se t i e n e la ecuaci6n de la p a r i b o l a en la f a r m a ( y - k)' = 4 p (x - h ) las coordenadas de su foco s o n ( h p . k ) -y la ecuacion de s u directriz es x = h - p . 4 . D e m o s t r a r q u c si se tiene la ecuaci6n de u n a p a r i b o l a en la b r m a ( x - h ) 2 = 4 p ( y - k ) , las coordenadas de s u foco s o n ( h , k p ) . y la ecuacibn de s u directriz es y = k - p . 5 . P o r medio de la primera ecuaci6n ordinaria, deducir la siguiente p r o p i e dad geomhtrica de la p a r i b o l a : S i desde u n p u n t o cualquiera de una p a r i b o l a se baja una perpendicular a s u eje, el cuadrado de la l o n g i t u d de esta perpendicular es igual a1 p r o d u c t o de las longitudes de s u lado recto y del segment0 del ejr c o m p r e n d i d o entre el pie de dicha perpendicular y el virrice. T o d a p a r i b o l a , cualquiera q u e sea s u posici6n relativa a 10s ejes coordenados, posee esta p r o p i e d a d geomitrica llamada p r o p i e d a d ; n t r i n s e c a de la p a r i b o l a . 6. P o r medio de la propiedad intrinseca de la p a r i b o l a , establecida en el ejercicio 5, deducir las d o s f o r m a s de la se;*lnd, ecuaci6n o r d i n a r i a de dicha curva. 7 . H a l l a r la ecwaci6n de la p a r i b o l a cuyos vhrtice y foco s o n 10s p u n t o s ( - 4. 3 ) y ( - 1. 3 ) . respectivamente. H a l l a r t a m b i i n las ecuaciones dc su directriz y su eje.



.



.



+



+
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8. Hallar la ecuaci69 de la paribola cuyos virtice y foccl-30s puntos (3, 3) y (3, l ) , respectivamente. Hallar tambiin la ecuaci6n de su directriz y la longitud de su lado recto. 9. La directriz de una paribola es la recta y - 1 = 0, y su foco es el p u n 3 ) . Hallar la ecuaci6n de La paribola por dos mltodos diferentes. t o (4, 5 = 0, y au virtice es el La directriz de una paribola es la recta x p u n t o (0, 3) . Hallar la ecuaci6n de la paribola p o r dos mhtodos diferentes.



-



+



E n cada uno de 10s ejercicios 11-15, redizcase la ecuaci6n dada a la segunda forma ordinaria de la ecuaci6n de la paribola, y hallar las coordenadas del v i r tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje. y la longitud del lado recto.



16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando loa ejes coordenados. 17. Reaolver el ejcrcicio 14 trasladando 10s ejes coordenados. 18. Discutir la ecuaci6n Ax2+ C y a + D x + E y+F-0 cuando A E F = 0 yC#O. D#O. 19. Reaolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuaci6n en la forma (y k)'=4p(x-h). 2 0 . Hallar las coordenadaa del foco y el virtice, las ecuaciones de la directriz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del A r ticulo 56. 21. Determinar la ecuacion de la familia de paribolas que tienen un foco com6n (3. 4) y un eje comun paralelo a1 eje Y. 4x c. Discutir 22. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = 4x2 c6mo varia el lugar geomitrico cuando se hace variar el valor del parimetro c. 23. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = ax2 bx. Hillese la ecuaci6n del elemento de la familia que pasa p o r 10s dos puntos (2, 8)



--



-



+ +



+



ili



l 'Hallar 5 ) . la ecuacion de la paribola cuyo eje es paralelo a1 eje X y que pasa por 10s trcs p u n t o s (0. 0 ) . (8. - 4) y (3. 1 ) . Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice el p u n t o (4, - 1 ) . eje la 1 = 0 y que pasa por el p u n t o (3, - 3 ) . recta y 26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela a1 ejc de una parhbola corta a ista en u n o y solamente en un p u n t o . 27. Demostrar que la 1 o n g i t u d del radio vector de cualquier p u n t o p 1. P I ( x l , y 1) de la paribola (y k) = 4p ( x - h ) es igual a 1 x l h 28. Hallar la longitud del radio vector del p u n t o de la paribola



q. +



- +



-



cuya ordenada es igual a 3. 29. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un p u n t o que se mueve de tal manera que au distancia de la recta x 3 = 0 es siempre 2 unidades mayor que su distancia del p u n t o (1. 1 ) . 30. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico del centro de una I 0 y a la circunferencia circunferencia quo es riempre tangente a la recta y



+ -



-
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57. Ecuacibn de la tangente a una partibola. La determinaci6n de la tangente a la partibola no requiere la introducci6n de ning6n conc e p h nuevo. Como la ecuaci6n de una padbola es de segundo grado , su tangente puede obtenerse empleando . la condici6n para tangencia estudiada en el Articulo 4 4 . Como para la circunferencia (Art. 45) , consideraremos tres casos : 1. T a n g e n t e e n u n p u n t o de c o n t a c t o dado. ci6n de la tangente a la parabola



V a m o s a d e t e r m i n a r la ecua(1)



y2 = 4px.



en u n p u n t o cualquiera PI (XI, y I) de la p a r i b o l a . L a ecuaci6n de la tangente buscada es de la f o r m a



en d o n d e esta p o r determinarse la pendiente m. S i el v a l o r de y d a d o p o r l a ecuaci6n (2) es s u s t i t u i d o en la ecuacion ( I ) , ee o b t i e n e



+



- mxl)'=4px,



( y ~ mx



la cual se reduce a



P a r a la tangencia. el discriminante de esta ecuaci6n debe anularse, y escribimos



la cual se reduce a xlm2



de d o n d e ,



- ylm +p



= YI



*d



y1' 2x 1



= 0.



- 4px1



P e r o . c o m o PI ( x l , y l ) e s t i sobre la parabola ( I ) , tenemos



de d o n d e m = de simplificar



x.S i s u s t i t u i m o s este v a l o r de m en



2x 1 y ordenar



(2).



obtenemos, d e e p u l s



10s t i r m i n o s , 2 x 1 = ~ YI(X



D e la ecuaci6n ( 4 ) . 2x1 =



+XI).



d,y si se s u s t i t u y e este v a l o r e n la d l t i m a tcuaci6n 2P



se obtiene la f o r m a mas c o m d n de la ecuaci6n de la tangente,



yl!J =



2p(x +XI).



Muchas propiedades interesantes e importantes de la paribola estsn asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La deduccicin de tales propiedades es m88 wncilla , en general, usando la forma can6nica (1) y , por tanto, la ecuaci6n de la tangente que acabamos de obtener es especialmente btil . Seg6n la ecuaci6n obtenida , tenemos el teorema que damos a continuacibn . LahmM.



- 11.
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TEOREMA 4 . La tangente a la pardbola y2 = 4px en cualquier punto PI ( X I , y l ) de la curva tiene por ecuacidn y l y = 2p(x



+ x1).



2 . Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema general de determinar la ecuacidn de la tangente de pendiente m a la parabola ( I ) . L a ecuacidn buscada es de la forma



en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si sustituimos el valor de y d a d o p o r ( 5 ) en la ecuacidn ( I ) , obtenemos



+ k )a = 4px. maxZ+(2mk - 4 p ) x + k2 = 0 . (mx



L a condicibn para la tangencia er de donde.



valor qae, s u s t i t u i d o en ( 5 ) . nos da la ecuacidn buscada



TEOREMA 5. La tangente de pendiente m a la pardbola y2 = 4px time por ecuaci6n y=rnx+P m f ~ . m' 3. Tangente trazada desde un punro exterior. Veamos el siguiente p r o blema: E j e m p l o . Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del p u n t o (2, - 4 ) a la paribola xa 6x 4y 17 = 0 . SoIuci6n. L a ecuaci6n de la familia de rectas que pasan p o r el p u n t o ( 2 . - 4 ) es y + 4 = m(x -21, (6)



-



+



-



en donde el parimetro m es la pcndiente de la tangente buscada. De la ecua2 m 4 , valor que s u s t i t u i d o en la ecuacion de la p a r i cion ( 6 ) . u = m x bola nos da ~2-6~-4(mx-2m-4)+17=0.



-



-



Esta ccuacidn se reduce a



xa



- ( 4 m + 6 ) x + ( a m + 33) = 0 .



Para quc h a y s tangencia.



(4m



+ 6 ) - 4 ( 8 m + 33) = 0 .



L A PARABOLA Resolviendo esta ecuacidn se obtiene rn = 2. ecuaciones de la$ tangentes buscadas son y+4=2(x-2)
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- 3.



P o r tanto, por ( 6 ) , las



y



y+4=



-3(x-2).



y



3x+y-2=0.



o sea. 2x-y-8=0



E l estudiante debe dibujar la figara correspondiente a este problema.



EJEBCLCLOS. Grupo 26 Dibujar una figura para cada ejercicio. E n cada uno de 10s ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la normal y las longitudes de la tangente, normal. subtangente y subnormal, para la paribola y el punto de contact0 dados.



4. P o r medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuaci6n de la tangente del ejercicio 1. 5. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la paribola y' = 4px en PI(XI. YI) es y l x ~ P = Y XIYI + ~ P Y I . 6 . P o r medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuaci6n de la normal del e 'ercicio 1. Demostrar que las tangentes a una paribola en 10s puntos extremos do su a o recto son perpendiculares entre si. Demostrar quo el p u n t o de intersecci6n de las tangentes del ejercicio 7 esti sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, Art. 5 5 . ) 9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente 1 a la paribola y Z - 8x = 0. 4x 12y - 8 = 0 10. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola xa que es paralela a la recta 3x 9y - 11 = 0. 2x 2y 3=0 11. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola y2 quo es perpendicular a la recta 2x y 7 = 0. 12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el p u n t o (- 3, 3) a la paribola y2 - 3x - 8y 10 = 0. 13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del p u n t o (1, 4) a la paribola y l 3x - 6y 9 = 0. 1 4 . Del p u n t o ( - 1, - 1) , se trazan dos tangentes a las paribola



+



'



33



-



+ + - + +



+



+ +



+



+



+



Hallar ei i n g u l o agudo formado por estas rectas. 15. C o n referencia a la paribola ya 2x 6y 2y de k para 10s cuales las rectas de la familia x



-



a)



b) C)



+ + 9 = 0, hallar + + k = 0:



cortan a la paribola en dos puntos diferentes; son tangentes a la paribola ; n o cortan a la paribola.



10s valores
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16. Hallar el i n g n l o agudo de intersecci6n de la recta x - y - 4 = 0 y la 2x en cada u n o de sus p u n t o s de intersecci6n. parabola y" y 2 = 25 17. Hallar el i n g u l o agudo de intersection de la circunferencia x" y la paribola ~ ~ - 4 -= 0 4en u n~o cualquiera de sus dos p u n t o s de intersecci6n. - 20=0 y x 2 - 4 x -4y+4=0 18. Demostrar que ias parabolas x"4x+8y son ortogonales entre si en cada u n o de sus p u n t o s de intersecci6n. 19. Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una tangente cualquiera a la paribola. Demostrar que el p u n t o de intersecci6n de estas rectas esti sobre la tangente a 11 paribola en el vdrtice. 4 p x tiene 20. Demostrar que la normal de pendiente m a la paribola y" pma. por ecuaci6n y = mx - 2pm 21. Demostrar que cualquier tangente a una paribola, except0 la tangente en el virtice, corta a la directriz y a1 lado recto (prolongado si es necesario) en puntos que son equidistantes del foco. 22. E n cualquier p u n t o P de una parabola. no siendo el virtice. la tangente y la normal cortan a1 eje de la paribola en 10s p u n t o s A y B, respectivamente. Demostrar que 10s p u n t o s A, B y P son equidistantes del foco. 23. P o r medio del resultado del ejercicio 22; demuistreee a n procedimiento para trazar la tangente y la normal en cualquier p u n t o de una parabola dada. 24. Demostrar que la tangente a la paribola (y - k)" 4p (x h ) , de



-



pendiente m , tiene por ecuaci6n y = m x



- mh



+ k + 2, m # 0. m



-



25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de d i i m e t r o una cuerda focal de una paribola, es tangente a la directriz. , ,. 26. Se han trazado dos circulos cada u n o de 10s cuales tiene p o r d i i m e t r o J, r * una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de 10s circu' 10s pasa por el virtice de la paribola. 27. Si desde un p u n t o exterior P se trazan tangentes a una parabola, el segment0 de recta que une los p u n t o s de contacto se llama cuerda de contacto de P para esa paribola (vdase el ejercicio 25 del g r u p o 18, A r t . 4 5 ) . Si P l ( X I , y l ) es un p u n t o exterior a la paribola y2 = 4 p x , dernudstrese que la ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I es y l y = 2p ( X X I ) . ( V e r el teoreA r t . 57.) 28 Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier p u n t o de la directriz A e a paribola pqsa por su foco. 4 29. Demostrar que el Iugar geomitrico d i 10s p u n t o s medios de u n sisterna de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela a1 eje. Esta recta se llama diametro de la parabola. 30. Hallar la ecuaci6n del d i i m e t r o de la paribola y l = 16x para u n sisterna de cuerdas paralelas de pendiente 2.



4"



+



"0



58. La funci6n cuadrAtica. La forma



en donde , a , b y c son constantes y a # 0 , se llama juncidn cuadrdtica de z , o tn'nomio de segundo grado , y puede ser investigada por medio de la relaciGn y = az2 bx,+ c . (2)



+
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuaci6n ( 2 ) se representa grificsmente por una parsbola cuyo eje es paralelo a (o coinoide con) ei eje Y . Por tanto, las propiedades analiticas de la funci6n cuadrstica ( 1 ) pueden estudiarse convenientemente por rnedio de las propiedadcs geom6tricas de la parsbola ( 2 ) . Si reducimos la ecuaci6n ( 2 ) a la segunda forma ordinaria de la ecuaci6n de la parsbola, completmdo el cuadrado en z , obtenernos



Fig. 81



que es la ecuaci6n de una palxibola cuyo eje es paralelo a (o coincide



c-b'). Sia>O, 4a ( b la pardbola se abre hacia arriba (fig. 81 [ a ] ) ; si a < 0 , la parhbola se abre hacia abajo (fig. 81 [ b 1) . Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraicalnente mayor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos a 61 se llama punto mciximo de la curva. Anfilogamente , un punto cuya ordenada sea algcbraicsmente menor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos a 61 se llama punto mfnimo de la curva. Evidentemente, si a > 0 (fig. 81 [ a ] ) la pnrhbola ( 2 ) tiene un solo punto minimo, el v6rticc V . Dc rnanera scmejante, si a < 0 (fig. 81 [ b]) la parsbola ( 2 ) tienc un Clnico punto mhximo , el v6rtice V . La intcrpretaci6n anali tica cs Lien obvia. Como las coordenadas del v6rtice V de la paritcon ) cl eje I.', y cuyo v6rtice es cl punto



c



-



E , , sc 4a



cundrdtica ( 3 ) tiene, para x =



sigue que si a



b -2a '



>0



la funci6n



un valor m i n i m o igual a
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b2 b c - - , y si a < 0 tiene , para z = - - un valor mbximo igual 4a 2a ' b2 a c - - Resumimos estos resultados en el siguiente 4a



TEOREMA 6 . La funcidn cundrdtica ax2+bx+c,



aZ0,



estd representada grdficamente por la pardbola y=axa+bx+c, cuyo eje es paralelo a ( o coincide con) el eje Y , y cuyo vdrtice es el b punto %, c - g) 4a ' S i a. > 0 , ,a par&la ( 2 ) ee abre hacia arriba y su vdrtice es u n punto minim0 , y la funcidn cuadrdtz'ca ( 1 ) time u n valor minimo igual b2 b a c - - cuando = - 4a 2a' S i a < 0 , la pardbola ( 2 ) se abre hacia abajo y su vhtice es un punto m&imo , y la funcidn cuadrdtica ( 1 ) tiene u n valor mdximo igual b2 b a c-cuando x = - 4a 2a' Acabamos de discutir 10s valores extremos de la funci6n cuadrritica ( 1 ) . Pen, podemos tambi6n determinar fhcilmente 10s valores de s para 10s cuales la funci6n es positiva , negativa o cen,. Por ejemplo, supongamos que la funci6n cuadrhtica ( 1 ) es tal que tiene por grhfica a la figura 81 [ a ) en donde la parbbola corta a1 eje X en 10s dos puntos diferentes P I y P2. Como las ordenadas de P I y Pz son nulas , se sigue , de ( 1 ) y ( 2) , que sus abscisas rl y T I , respectivamente , son la8 las rafces de la ecuaci6n de segundo grado



(-



ax2+bx+c = 0. Adembs , como aparece en la gdfica , la funci6n ( 1 ) es negativa para 10s valores de z comprendidos entre rl y rz , y es positiva para valores de z menores que rl y mayores que r2. El estudiante debe desarrollar una discusi6n semejante para la funci6n cuadrhtica representada por la figura 81 ( b ) . Tambihn debe discutir la funci6n cuadrhtica cuya grhfica es tangente a1 eje X I y la funci6n cuadrbtica cuya grhfica no corta a1 eje X . Ejemglo. Determinar el m i x i m o o m i n i m o de la funcion cuadritica 6



+ x - x2,



(3 )



y lor valores de x para lor cuales esta funci6n es positiva, negativa y cero.



Ilustrar 10s rerultados grificamente.



1 67



LA PARABOLA



La funci6n (3) est6 representada grificamente p o r la parabola



Solucibn.



yX6+x-



xs,



que reducida a la forma ordinaria queda



de mod0 que la parabola se abre hacia abajo y su virtice es el p u n t o m i x i m o



(i. 4)



como se ve en la figura 82. V



Luego la funci6n (3) . . tiene el valor m i 25 x i m o - cuando x = 1



5'



4



Para determinar 10s valores de x para 10s cuales la funci6n (3) es positiva, necesitamos simplemente determinar, como en Algebra, 10s valores de x para 10s cuales la desigualdad -xZ+x+6>0



es verdadera. Esta desigualdad puede escribirse en la forma (- x



- 2)



(x



- 3)>



Fig. 82



0.



Considerando 10s signos de 10s dos factores del primer miembro de esta desigualdad, vemos quo es verdadera para todor 10s valores de x c o m p n n d i d o r en 2 < x < 3. el interval0 Anilogamente, considerando la desiyualdad



-



vemos quo la funci6n (3) es negativa para todos 10s valorer de x tales q a e x3. Finalmente, considerando la igualdad



vemos quo la funci6n (3) se anula caando x



-- 2 y x



3.



59. Algunas aplicaciones de la partibola. La parhbola se presenta frecuentemente en la prhctica. El prop6sito de este artfculo es estudiar brevemente algunas aplicaciones de esta curva .



a ) Arco parabdlico. De las diversas formas de arcos usadas en const~cci6n,unn tiene la forma de un arc0 parab6lico. Tal forma, llamada arco parabdlico , es la indicada en la figura 83 ( a ) . La longisobre tud en la base ae llama claro o lw ; la altura mhxima la base ae llama alhcra del arco. Si el arco parab6lico rse coloca de tal manera que eu vdrtice estd en el origen y su eje coincida con el eje Y ,



a
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y si la longitud del clam es 2s y la altura es h , cntonces podernos demostrar fhcilmente que la ecuaci6n de la partibola toma la forma



E n un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 ( b ) .



Fig. 83



AC



La distancia comprendida entre 10s soportes del cable es la luz ; la distancia , altura vertical de 10s soportes del cable sohre el punto m&s bajo, se llama depresidn del cable. Si 10s pesos de 10s cables son pequaiios comparados con el de la carga , y si la distribuci6n del peso de la carga es uniforme en la direccidn horizontal, se dernuestra en hlechnics que cada cable toma muy aproximadarnente la forma de un arco parab6lico. b ) Propiedad focal de la parcibola. La partibola tiene una importante propiedad focal haszda en el siguiente teoremn.



TEOREMA 7 . La normal a la parcibola en u n pun.10 Pi (xi , yl ) cualquiera de la pardbola jorrna dngulos iguales con el radio vector de PI y la recta que pasa por PI y es paralela a1 eje de la pardbola. D ~ n t o s ~ ~ a c r 6El k . teorema no sc particulariza ;.;i tornanios c o ~ i ~ o ccuacidn de la par6bola 13 forma can6nica



Dcsignctrios por ?L la normal a la parAhola en PI , por 1 la rocta quc paat por Pi paralela a1 eje , y por r el radio vector PP1, tal corno se indica en la figura 84. Sea a el hngulo formado por n y r , y B el tormado por n y 1 . Varnos a dernostrar quc a = fl.
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P , seglin el tcorcLa pendiente de la parhbola en PI(XI, yl) es 2-91



ma 4 del Articulo 57. Por tanto, la pendiente de n es - g .Tam2P



biCn la pendiente de r es ' . Por tanto , por el teorema 5 drl Xl - p Articulv 1 0 ,



Fig. 84



Como Pi(z1,yl) esth sobre la parhbola ( I ) , sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 1 ) , y y12 = 4 ~ x 1 .Sustituyendo este valor de ylZ en la filtima igualdad , tenemos



Y cvlr~o1% pendiente de I es 0 , resulta :



l'or tanto, de ( 2 ) y ( 3 ) , u = (l , y c1 tco1.elr1~1I~UCLI;LC l e ~ ~ ~ ~ s ( r i l d o .
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Si un rayo de luz 11 toca a una superficie pulida m en el punto P , es reflejado a lo largo de otra recta, digamos 12, tal como se indica en la figura 85 ( a ) . Sea n la normal a m en P . El Bngulo a formado por el rayo incidente 11 y n se llama dngulo de incidencia; el Bngulo fi formado por el rayo reflejado l z y n se llama dngulo de rejkxibn. En Fisica se demuestra que la ley de la reflexi6n establece : 1 ) que I I , n y 12 son coplanares , y 2) que a = fi . Por est,a ley y por el teorema 7 , vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de una parBbola , 10s rayos inciden sobre la partibola, y se reflejan segdn rectas paralelas a1 eje de la parAbola , tal como se indica en la figura 85 ( b ) . Este es el principio del reflector parab6lico usado en las locomotoras y autom6viles y en 10s faros buscadores.



(6) Fig. 85



Como el Sol esti tan distante de la Tierra , sus rayos, en la superficie terrestre , son , pr&cticamente, paralelos entre s!. Si un reflector parab6lico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a 10s rayos del Sol, 10s rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera que todos pasan por el foco , tal como se ve en la figura 85 ( c ) . Esta concentraci6n de 10s rayos solares en el foco es el principio en que se basa el hacer fuego con una lente ; tambi6n es el origen de la palabra foco , que es el t6rmino latino (focus) empleado para designar el hogar o chimenea. Esta propiedad tambi6n se emplea en el telescopio de reflexi6n en el cual 10s rayos paralelos de luz procedentes de las estrellas se concentran en el foco.



LA P A R A B O L A



EJERCICIOS.



G r u p o 26



Dibujar una figura para cada ejercicio. E n cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar el valor m i x i m o o minimo de la funcidn dada, y comprobar el resultado grificamente.



E n cada uno de 10s ejercicios 5-8, hallar 10s valores de x , si 10s hay, para 10s cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grificamente.



E n cada u n o de 10s ejercicios 9-12. hallar 10s valores de x para 10s cuales la funcidn dada es positiva, negativa y cero, y tiene u n m i x i m o o un minimo. Comprobar 10s resultados graficamente.



E n cada u n o de 10s ejercicios 13- 15. sea y = oxZ dritica tal que las raices de y = 0 Sean r l y rz.



+ bx + c una funci6n cua-



13. Si r l y rz son reales y desiguales, y r l > rz, demostrar que y tiene el mismo signo que a cuando x > r l y x < rz, y es de signo contrario a a cuando rl



> x > rz.



14. Si r l y rz son reales e iguales, demuistrese que y tiene el mismo signo que o cuando x # r l . 15. Si r l y rz son n6meros complejos conjugados, demuistrese que y tiene el mismo signo que a para todos 10s valores de x. 1 6 . Hallar la expresidn para la familia de funciones cuadriticas de x a u e tienen un valor m i x i m o igual a 4 para x = 2. 17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadriticas de x que tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3.



-



Los problemas enunciados en 10s ejercicios 18-23 deben comprobarse graficamente. 18. La suma de las longitudes de 10s catetos de un t r i i n g u l o rectingulo es constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de 10s catetos si el area del triangulo debe ser mixima. 19. L a suma de dos n6meros es 8 . Hallar estos n6meros si la suma de sus cuadrados debe ser minima. 20. E l perimetro de un rectingulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su irea debe ser mixima. 21. Hallar el nlimero que excede a au cuadrado en u n ncmero miximo. 22. Demostrar que de todos loe rectingulos que tienen u n perimetro f i j o el cuadrado es el de irea mixima.
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23. U n a viga simplemente apoyada de l o n g i t u d 1 pies e s t i u n i f o r m e m e n t e cargada con w libras p o t pie. E n Mecinica se demuestra q u e a una distancia de x pies de u n s o p o r t e , el m o m e n t o flexionante M e n pies-libras esra dado p o r la fdrmula M = wlx % w x ? . D e m o s t r a r que el mornento f l e x i o n a n t e es m a x i m o en el centro de la viga. 2 4 . D e t e r m i n a r la ecuaci6n del arc0 parab6lico c u y o claro o l u z es de 12 m y cuya a l t u r a es de 6 m . 25. D e t e r m i n a r la ecuaci6n del arco parab6lico f o r m a d o p o r 10s cables q u e soportan un puenre colgante cuando el claro es de 150 m y la depresion de 1,O mctros.



-



CAPITULO VII



LA ELIPSE Definiciones. Una elipse es el lugar geom6trico de un punto que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia entre 10s dos puntos. 60.



Fig. 86



Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definicidn de una elipse excluye el caso en que el punto mdvil est6 sobre el segmento que une 10s focos . Designemos por F y F r (fig. 86) 10s focos de una elipse . La rect a 1 que pasa por 10s focos tiene varios nombres ; veremos que es conveniente introducir el tdrmino de eje focal para designar esta recta. El eje focal corta a la elipse en dos puntos , 1.I y V r, llamados virtices. La porcidn del eje focal comprendida entre 10s v&rtices, el segmento V V r, se llama eje m a y o r . El punto C del eje focal, punto medio del segment0 que une 10s focos , se llama centro . La recta Z r que pasa por
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C y es perpendicular a1 eje focal 1 tiene varios nombres ; encontrare-



mos conveniente introducir el thrmino eje normal para designarla . El eje normal I t corta a la elipse en dos puntos , A y A t , y el segmento AAt se llama eje menor. Un segmento tal como BB' , que une dos puntos diferentes cualesquiera de la elipse , se llama cuerda. En particular, una cuerda que pasa por uno de 10s focos , tal como EE' , se ilama cuerda focal. Una cuerda focal , tai como LL , perpendicular a1 eje focal 1 se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene dos focos , tiene tambihn dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C , tal como D D t , se llama un dicimetro . Si P es un punto cualquielSa de la elipse , 10s segmentos FP y FtP Y que unen 10s focos con el punto P se llaman radios vectores de P . 61. Ecuaci6n de la elipse de centro en el origen y ejes de coordeV . nadas 10s ejes de la elipse. Consiremos l a elipse d e centro en el origen y cuyo eje focal coincide con el eje X (fig. 87). Los focos F y Ft A' esthn sobre el eje X . Como el centro 0 es el punto medio del segFig. 87 mento F F t , las coordenadas de F y F t ser4n , por ejemplo , ( c , 0 ) y (- c , 0) , respectivamente, siendo c una constante positiva. Sea P ( z , y ) un punto cualquiera de la elipse. Por la definici6n de la curva , el punto P debe satisfacer la condici6n geomhtrica



en donde a es una constante positiva mayor que c . Por el teorema 2 , Articulo 6 , tenemos



de manera que la condici6n geometrica ( 1) estti expresada analiticamente por la ecuaci6n



Para simplificar la ecuaci6n ( 2 ) , pasamos el segundo radical a1 segundo miembro , elevamos a1 cuadrado , simplificamos y agrupamos 10s tkrrninos semejantes. Esto nos da



LA ELIPSE



Elevando a1 cuadrado nuevamente de donde ,



, obtenernos



+ a 2 y Z= a 2 ( a 2- c Z ) .



(a2-c2)x2



(3)



Como 2a > 2c es a2 > c2 y a2 - c2 es un niimero positivo que puede ser reemplazado por el nlirnero positivo b2 , es decir ,



Si en ( 3 ) reemplaxalnos a2 - c2 por bZ, obtenernos y dividiendo por a' b 2 , se obtiene , finalmente ,



Reciprocarnente, sea P I ( X I , X I ) un punto cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn ( 5 ) , de rnanera que



Invirtiendo el orden de Ins operaciones efectuadas para pasar de la ecuaci6n ( 2 ) a la ( 5 ) , y dando la debida interpretaci6n a 10s signos de 10s radicales, podemos demostrar que la ecuaci6n ( 6 ) conduce a la relaci6n d ( X I - c ) ~ y12 d ( X I c ) ~ y12 = 2 a ,



+ +



+ +



que es la expresidn analitica de la condici6n geomdtrica (1) aplicada a1 punto P I . Por tanto, P I estsl sobre la elipse cuya ecuaci6n est& dada por ( 5 ) . Ahora discutirernos la ecuaci6n ( 5 ) de acuerdo con el Artfculo 19. Por ser a y - a las intersecciones con el eje X , las coordenadas de 10s vQtices V y V I son ( a , 0 ) y (- a , 0 ) , respectivamente , y la longitud del eje mayor es igual a 2 a , la constante que se menciona en la definici6n de la elipse . Las intersecciones con el eje Y son b y - b . Por tanto, las coordenadas de 10s extre~nosA y At del eje menor son ( 0 , b ) y (0, - b ) , respectivamente, y la longitud del eje menor es igual a 2b. Por la ecuaci6n ( 5 ) vemos que la elipse es simdtrica con respecto a ambos ejes coordenados y a1 origen.
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Si de la ecuaci6n ( 5 ) defipejamos y , obtenernos



Luego , se obtienen vnlores reales de y solarnente para valores de x del intervalo -a(xla. (8) Si de la ecuaci6n ( 5 ) despejnrnos x , obtenernos



de rnanera que se obticnen valores reales dc x , solanler~tepara valores de y dentro del intervalo



De (8) y (9).se deduce que la elipse estfi lirnitada por el recthngulo cuyos lados son las rectas x = * a , y = * b . Por tanto, la elipse es una curva cerrada . Evidenternente , la elipse no tiene asintotas verticales ni horizontales. La abscisa del foco F es c . Si en ( 7 ) sustituirnos x por este valor se obtienen las ordenadas correspondientes que son



de donde , por la relaci6n ( 4 ) ,



Por tanto, la longitud del lado recto para el foco F es



-.2bta



Anhloga-



2b2 rnente , la longitud del lado recto para el foco F' es .;-



_,+ Un elernento



irnportante de una elipse es su excentricidad que se C



define corno la raz6n - y se representa usualmente por la letra e . a Dc ( 4 ) tenemos



Como c



,.



b



(qo\igP



(Ver el ejercicio 13 del g r u p o 29. A r t . 63.) \ 12. Se dan una hiplrbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70, demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier p u n t o de la curva. 13. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la h i p i r b o l a bixa-aaya=aa5a en el p u a t o P l ( x 1 , y l ) es a a y l x + b a x l y a a x l y l - b a x l y l = 0. (Ver el ejercicio 14 del g r u p o 29, A r t . 63.) 14. Demostrar que la elipse 2x2 ya = 10 y la hipirbola 4y3 - xa = 4 s o n ortogonales entre s i en sus p u n t o s de intersecci6n. 3ya = 6 y la hipirbola x2 3y3 = 3 tie15. Demostrar que la olipse xa nen 10s mismos focos. Tales curvas se llaman conicas homofocales. Demostrar que la elipse y la hipirbola del ejercicio 14 son tambiln homofocales. 16. Demostrar que el product0 de las distancias de 10s focos de una h i p i r bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del sernieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del g r u p o 29. A r t . 63.) 17. Demostrar que la pendiente de una hipirbola en cualquier extremo de cualquiera de sus lados rectos es numlricamente igual a su excentricidad. (Ver el ejercicio 18 del g r u p o 29, A r t . 6'1.) 18. Demostrar que el p u n t o de contacto de cualquier tangente a una h i p i r bola es el p u n t o medio del segment0 de t a n g e n t e cornprendido entre las asintotas. 19. E n un p u n t o cualquiera P , except0 el virtice, de una hipirbola cquilitera. se traza una normal que corta a1 eje focal en el p ~ ~ h Q. t o Si 0 es el centro de la hipfrbola, dernuistrese que I=( 20. Demostrar que el triangulo forrnado por una tangente cualquiera a una hipirbola y sus asintotas tiene un irea constante. 21. Las tangentes en 10s virtices de una hipirbola cortan a otra tangente cualquiera en 10s p u n t o s P y Q. Demostrar que 10s p u n t o s P y Q y 10s focos de la hipirbola est6n sobre una circunferencia. 22. S i desde un p u n t o exterior P I , se trazan tangentes a una h i p i r b o l a , el segment0 que une 10s p u n t o s de contacto se llama cuerda de contacto de P I para esa hipirbola. Si P l ( X I . y l ) es un p u n t o exterior a la hipirbola



-



+ +



-



1



I.



demuistrese que la ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I es



(Ver el ejercicio 21 del g r u p o 29, A r t . 63.) 23. Hallar la ecuaci6n de la cuerda de contacto del p u n t o (- 2, 4) de la hipirbola 3x2 - Z y 2 = 3.



'



&,\? f3



4
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24. Demostrar que la ecuacibn del lugar geomitrico de 10s p u n t o s medios de cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hipirbola



Obsirvese que el lugar geomitrico es una linea recta que pasa p o r el centro; su ecuacibn es. p o r l o tanto, la ecuacibn de u n didmefro de la hipirbola. ( V e r el ejercicio 23 del g r u p o 29. A r t . 63.) 25. Demostrar que si un diametro de una hipirbola biseca a todas las cuerdas paralelas a otro d i i m e t r o , el segundo d i i m e t r o biseca a todas las cuerdas paralelas a1 primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la hipirbola. ( V e r el ejercicio 25 del g r u p o 29, A r t . 63.)



71. Primer resumen relativo a lae secciones conicas. La parhbola, elipse e hiperbola se llaman aeccionea cdnicas o, simplement~, cdnicas. Hemos visto que si la ecuaci6n



representa un lugar geometrico real, este debe ser una secci6n c6nica con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de 10s ejes coordenados , o bien uno de 10s casos excepcionales de un punto, dos rectas coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. E s t o ~ casos excepcionales se llaman tambien formas Eimite de 2as cdnicas o chicas degeneradas . E n el cuadro que se da a continuaci6n, hemos indicado 10s resultados principales obtenidos hasta aqui . Por conveniencia nos referimos a1 eje linico de la parabola como a su eje focal. Adernhs, para que el cuadro quede cornpleto, hemos indicado que la parhhola tiene una excentricidad igual a la unidad ; esto serh establecido en el capitulo siguiente. Como la elipse y la hiperpola tienen cada una un centro , se llaman cdnicas centrales. La parhbola , no teniendo centro , sc llama cdnica no central. La circunferencia puede considerarse como un caso especial de la elipse . E n la formaci6n del cuadro, ha sido necesario, dehido a1 tamaiio limitado de la pAgina, restringir algunos de 10s datos a referencias para otras partes del libro . El estudiante debe , por lo tanto, reproducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e incluir todos 10s datos dados en las referencias. Puede aiiadir tambi6n ot,ros datos, como , por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las c6nicas.



-



paralelo a1 eje Y



Eje focal



Eje focal paralelo a1 eje X



con el eje Y



Eje focal



Caaos excepcionale



Az~+@+Dz+E~I+P=O



Ecrucibn general d e la c6nics eareciendo del tBrmino en mj:



Excentricidad



Longitud del lado recto



VBrtiee de la par4bola y centros de la elipse e bip5rbola en el punto (A, k)



Segunda ecuaci6n ordii~aria



VCrtice de la parllbola y centros d e la elipse e hiperbola en el origen



Eje coineidente focal con el eje X



- ')k = 4p(t



- h)



- A)* = 4p(u - k)



YaaeaA=O6C-0 (Art. 56. teorema 3)



e =1



4P



(Art. 56. teorema 2)



(Z



(Art. 56. teorema 2)



(V



(Art. 55. teorerna 1)



Dos rectaa coincidentes; doa rectas psrsldas (Nin n lugar geomdtrico) ( g t . 56, teorems 3)



-



- g; fcco (0. p)



za = 4ym



Directrir: y =



(Art. 55. teorema 1)



v2 = 492 Duectrir: z = - p: foco (p, 0)



Foco sobre el eje



A y C del miamo signo (Art. 62. teorema 3) Para la circunfarencia, A = C (Art. 40, teorema 2) Punto (Ninsdn lugar geomdtrico) (Art. 62, tmrema 3)



(Art. 88, teorema 4)



Dos rectas que se cortan



(Art. 88. teorema4)



A y C de signo diitinto



e = 4 > 1



a



c=4 1 e hiperbolas si k < 1. Una familia de c6nicas interesante es el sistema formado por la8 c6nicas que pasan por las intersecciones de dos c6nicas dadas. Si u y v son las funciones de aequndo grado en las dos variables z y y , entonces las dos c6nicas dadas pueden representarse por las ecuaciones u=O, v=o.



(3



(4)



Si las c6nicas ( 3 ) y ( 4 ) se cortan , las coordenadas de cualquiera de 10s puntos de intersecci6n satisfacen ambas ecuaciones (3) y ( 4 ) y , por tanto , oatisfacen tambi6n a la ecuaci6n para todos 10s valorea del parhmetro k (ver el Articulo 42) . En consecuencia , la ecuaci6n ( 5 ) representn una familia de curvas que pasan por las intersecciones de las c6nicas ( 3 ) y ( 4 ) . Como k es una constante, el grado de la ecuaci6n (5) no puede ser mayor que 2 , y , en general, la ecuaci6n representad, por lo tanto, un sistema de c6nicas.



rr
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Pero , para algdn valor de k , el elemento correspondiente de la familia ( 5 ) puede ser una recta ; ya vimos un ejemplo de esto a1 estudiar el eje radical (Art . 43 ) . Ejemplo. Hallar la ecuaci6n de la cdnica que pasa p o r el p u n t o (2, - I ) y 10s p u n t o s de intersecci6n de las c6nicas x" 2xy - 2y3 2x y 1=3 y 2xxy y" 5x 3y 4 = 0. Solucidn. L a ecuaci6n de la falnilia de curvas que pasan p o r 10s p u n t o s de intersecci6n de las c6nicas dadas son



+ + +



+ -



+ +-



- I),



Si una de las curvas de la familia (6) pasa p o r el p u n t o (2, nadas de ese p u n t o deben satisfacer la ecuaci6n (6), y tenemos



Ias cootde-



4-4-2+4-1+1+k(8-2+1-10-3-4)n0, de donde, 2 obtenemos



+ k (-



10) = 0 y k = 7 x 9 llxy



34.



Sustituyendo este valor de &;en ( 6 ) ,



- 9 ~ +' 5x + 8y + 1 = 0



como ecuacidn de la conica buscada. E l estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo.



Consideraremos ahora el caso importante de las cdnicas homofocales , es decir , rtquellas que tienen el mismo foco . Un sistema t a l l para. c6nicas centrales , se representa convenientemente por la ecuaci6n



en donde k es el pardmetro. En la discusi6n que sigue , ,considerarernos a > b . Evidentemente , k no puede tomar ninguno de 10s valores - a2 o - b' o cualquier otro valor menor que - a Z. Para todos 10s valores de k > - b2 , la ecuaci6n (7) representa elipses. Para cada e l i p ~ e ,la distancitt del centro a uno de sus focos cfitb dada pnr c = t'(aZ+ k ) -(a'+ k ) = d n . (Jomo c es ulln constante independiente del valor de k , todas lss rllipsrrs tienen 10s mismos focos (=td ad - 4z , 0) . Para todos 10s valores de k tales que - as < 4 < - ba, la ecuaci6n (7) representa hipC&olas. En este caao , el primer denominador enel prinler mietnbm d e (7) es positivo y el segundo denominador es aegativo ; por tanto, la ecuaci6n puede escrjbirse en la forma
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Entonces, para cada hiperbola, la distancia del centro a uno de sus focos est4 dada por Luego todas las hiperbolas tienen 10s mismos focos , y estos focos son identicos a 10s de las elipses. Hemos demostrado entonces que , para todos 10s valores admisibles de k la ecuaci6n (7) reprcsenta un sistema de elipses e hiperbolas homofocales. E n la figura 106 rtparecen varios elementos de este sistema , siendo 10s focog 10s puntos F y F1.Como todas estas c6nicas ticnen un eje focal comiin y un eje normal comiin, se dice que son coaziales. Y Sea PI(21, yl) un punto cualquiera no contenido en ninguno de 10s ejes coordenados . Si una c6nica del sistema ( 7 ) pasa por PI, sus coordenadas (XI , yl ) deben satisfacer a la ecuaci6n ( 7 ) , y y , tenemos x15



31"



a 2 + E + m = 1 9



que puede escribirae en la forma k 2 + ( a 2 + bb'-XI? yl"k+a2b2 - b 2 x 1 2 - a 2 y ~ 2 = 0 . (8)



-



F i -a . 106



Para a > b , puede demostrarse quc las raices de esta ecuaci6n cuadrhtica en E son reales y deuiguales , estando comprendida una entre - a2 y - b2, y siendo la otra mayor que - b 2 . (Ver 10s ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente . ) Pero para la primera raiz el sistema ( 7 ) produce una hip6rbola, y para la segunda raiz , una elipse . Por tanto , t ~ n e m o sel siguiente resultado :



Por un punto cualquiera, no contenido en uno de 10s ejes coordenados , pasan una hipbrbola y vna elipse del sistema ( 7 ) de cdnicas homofocales . T r ~ c e m o s10s radios vectores de PI; son 10s lnismos para ambns, la hiperbola y la elipse, ya que estns c6nicas son homofocales. Sca PI T la bisectriz del Angulo FPIFl formado por 10s radios vectores de P I . Entonce;j, poi- el trol+cma6 del Articulo 6 3 , PIT es normal a I:< elipse en PI. y par el tcorcma 7 del Articulo 7 0 , . PIT es tangente :i la hiperbola en P I . I'or tanto, la elipse y la hiperbola se cortan ort,ogonalmentc en P I .Corno PI representa un punto cualquiera no contenido en un rje coordrnado, tenemos el sigriiente resultado :
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La jamilia de elipses y la jamilia de hiphbolas del s i s t e m ( 7 ) de cdnicas homojocales son trayeclorias ortogonales entre si. Debido a esta propiedad, se dice que una familia de c6nicas centrales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia autoortogonal de parhbolas es el sistema de dichas curvas que tienen un foco comiin y un eje comiin. Tal sistema puede representarse convenientemente por la ecuaci6n y2 = 4k(x+ L), en la que el parimetro 1: puede tomar todos 10s valores reales except0 cero . Las parhbolas del sistema ( 9 ) tienen un foco com6n en el origen, y el eje X como eje comiin ; se abren hacia la derecha o hacia la izquierda segiin que k > 0 o L < 0. Las parhbolas que se abren en direcciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver 10s ejercicios 28-30 del grupo 36 siguiente . )



Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76. Dibujar una fiqura para cada ejercicio.



1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a 1.1 c 6 n i c ~



en el p u n t o (1, 2 ) . 2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica



- -



+



-



xl xy y" 2x 2y 1 = 0, de pendiente 3. 3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica xl -2xy



+ y'+2x



-



- 6 = 0,



trazadas por el p u n t o (- 3 , 7). 4. Para el p u n t o (1. 1) de la cdnica "x 2xy y2 + 2 x - 6 y = 0. hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente. normal, subtangente y subnormal. 2x y 1=0 5 . Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 3 x y que son perpendiculares a la recta 2 x 2y 7 = 0. G . Hallar el i n g u l o agudo de interseccidn de la recta 2 x - y - 1 = 0 y la cdnica x 2 - 4 x y 4y2 2y 2x 1 = 0 en cada u n o de sus p u n t o s de i n t ~ r seccidn. 7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 8. Demostrar que 10s resultados del ejercicio 10 del grupo 18 ( A r t . 45). teorema 4. Articulo 57; teorema 4. Articulo 63. y teorema 5, Articulo 70, pueden obtenerse como corolarios del teorem36, Articulo 76.



+



- +



+



+ - -



-



+ -
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Hallar la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia



en et p u n t o de contact0 PI ( X I , y l ) . 10. P o r tres m i t o d o s diferentes, hallar la ecuaci6n de la tangente a la y'J - 4 x by - 12 = 0 en el p u n t o (5, 7 ) . circunferencia x l 11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero. demostrar que el t r i i n g u l o formado por 10s ejes coordenados y cualquier tangente a la hiperbola equilacera x y = k tiene un irea constante. (Ver el ejercicio 20 del g r u p o 33, Articulo 70.) 12. Si o ea una constante diferente de cero, demostrar que la suma ,Igebraica de 10s aegmentos quo una tangente cualquiera a la c6nica



+



-



determina sobre 10s ejes coordenados es igual a a. 13. L a ecuaci6n de una familia de c6nicas es



Hallar la ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por 10s dos p u n t o s (1. 2 ) 7 y 5, E). 5



(-



-



14. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa p o r 10s cinco p u n t o s ( - 1, 6 ) . (2. 5 1 , ( 3 . 4 ) . (4. 1) y (- 5, 4 ) . 15. Hallar laecuaci6n de la parabola que pasa p o r 10s cuatro p u n t o s (1. 0 ) . 16. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa p o t 10s cinco p u n t o s (1, I ) ,



f).



(0. 0 ) y ( 2 - 1 ) .



17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados. tricense cinco elementos de la familia de c6nicas representada p o t la ecuaci6n (2) del Articulo 77, asignand o al p a r i m e t r o k 10s valores - 1. 0. 1, 2 . 3. 18. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa pot el p u n t o (- 2, 3) y p o r las interaecciones de la3 c6nicas



19. Hallar la ecuacidn de la c6nica que pasa por el p u n t o (4, Ias intersecciones d e las cbnicas



- 2)



y por



$20. Escribir la ecuaci6n d e la familia d e curvas quo pasan p o r las interseccioner de la circunftrencia 2x2 2 g a = 5 7 la elipse x l 3 y 2 = 5. D o m o r t t a t q u e , cuando el p a r i m e t r o es igual a I , el elemento & esta familia consiste en d o s rzctar q u e ae ccrtaa. 21. H a l l a r lac ecuaciones de ias p a ~ i b o l a sque pasan p a r las intersecciones de lu & n i u s 4x3 y2 - 4 = 0 'y x y 4- 3 x Ly 3 = 0. SugestiBn. C a l c&lese d valor d'l p a r i m e t r o nsando la relacidn By 4AC = 0. 29. HaIIar I t s ecuacionrr de las p a r i b o l a s q u e p a r a n p o r Ias interseccionos & las c6nicas 2xy + 2 y l + 3 x g 1 8 y xs - x y + 2 g ' + x -f y 3 ==0.



+



-+



-



-+



+ +



- -



-



-



-
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion ( 8 1 , Articulo 77, son reales y decriguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la cantidad positiva



(aZ - b2



- x13 + ~



1 + 4 ~~ 1 ~) y 1~~ .



24. Demostrar que una raiz de la ecuaci6n ( 8 ) . Articulo 77, esti comprenb' demostrando que el primer miembro de la ecuaci6n es dida entre - aZ y igual a la cantidad positiva ( a Z - b ? ) x l P , a > b, X I # 0, para k = - O z , que es Igual a la cantidad negativa ( b Z a 2 ) y12, a > b , yl # 0, para k i g u a l



-



-



3



- ba.



26. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva i.. entonces, para k = ba 1, el primer miembro de la ecuaci6n ( 8 ) , Articulo 77. tiene un valor positivo y , p o r tanto, que en vista del ejercicio 24, la ecuacion ( 8 ) tiene una raiz comprendida entre - b v - b a 1,. 26. Discutir el sistema de c6nicas representado por la ecuacion



- +



+



Utilizando 10s misrnos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sistema correspondientes a 10s valores de k = 0, 7, 16, 8 , - 7. - 6. 27. Hallar las ecuaciones de las dos conicas del sistema del ejercicio 26 que paaan p o r el p u n t o (2, 3 ) . 28. Discutir el sistema representado por la ecuaci6n ( 9 ) del Articulo 77. Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sistema correspondientes a 10s valores de k = 1, 2, 3, - 1. - 2 . - 3. 29. Demostrar que por cualquier p u n t o n o contenido en el eje X, pasan precisamente dos paribolaa del siatema (9) del Articulo 77, abriindose una de ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 30. Demostrar que la familia de paribolas homofocales y coaxiales del sistema ( 9 ) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Sugestion. Usese el teorema 7. Articulo 59.



-



78. Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de secciones c6nicas con que se designa a la par8bola , clipse e hiperbola tienen su origen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por primera vez como ~ c c i o n e splanas de un cono circular recto. Consideremos un cono eircular recto de vdrtice V , cortado por nn plano n: que no pase por V , tal como se indica en la figura 107. Scan S y S' dos esferas inscritas en el cono y tangentes n, x en los pun- F y F ' , respectivamente. Sean xl y xt 10s planos respec%-vos de 10s circulos de contacto de las e s b m S y S' y el cono ; estos ~IBM)Ssun perpendiculaws sl eje del cono. Scan I y I ? , respectivanienh, ias intersecdones dc x con xl y x t . Vamos a demostrar que C, curva d e inkrsecci6n de x y el cono, es una secci6n c h i = que tiene a F g F' por focos y a Z y If , resppectwarnente, como directrim correspondientm .
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Sea P u11 pullto cualqriiera de C Traczmos P A , perpendicular a I , y la generatriz V P del con0 quc toea a 10s circulos de contact0 tle S y S f en 10s puntos B y B f , 1.espectivamente. Como PF y PI3 son tangrntes a S , tenemos



. es tambiQn el Bngulo Sea a el &ngulo formado por x y x ~ Este que forma el plano xl y la recta P A y el mismo cingulo formado por nl y la recta trazadx desde cualq~tierpunto de C perpendicular



Fig. 107



a I . Por P tracemos una perpendicular PN a Z I . Tracemos tambikn el segmento A N en x1. Esto nos da el trihngulo recthngulo P A N indicado en la secci6n vertical de la derecha en la figura 107. Por tanto, IPNI = I P A ~ s e n a . (2) Sea (3 el hngulo formado por xi y cualquier generatriz del cono. Este hngulo es constante para un con0 circular recto dado. Tracemos c.1 segmento B N en nl Esto nos da el trihngulo recthngulo P X B indicado (In la secciGn vertical de la izquierda de la figura 107. Pol tanto , IPN/ = I P B I s e n f i . (3)
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De ( 1 ) , ( 2 ) y ( 3 ) , tenemos



( PFI - --sen a sen B ' Para cada plano secante x , el Angulo a es constante ; tarnbi6n el Angulo B, como acabamos de ver, ee constante. Por tanto, el segundo rniembro de ( 4 ) es una constantc positiva quc pucde tlesignarss por e , dc rnnnern que



lml - e . -IrnI



Pero esta relaci6n e s , precisamente, la condici6n geom6trica ( 1 ) del Articulo 75 de la definici6n general de c6nica. Por tanto, C es una



(a)



Parabola



( b ) Elipse



(c)



HipCrbola



Fig. 108



c6nica que tiene el foco F y la directriz corre~pondiente1. Anhlogarnente, podemos demostrar que F t y l t son, respectivamente, un foco y una directriz correspondientes de C . El Angulo 0 es una constante para un con0 dado, per0 el Angulo a varia a medida que el plano secante ;l toma difcrentes posiciones. Si a = , la ecuaci6n ( 4 ) muestra que e = 1 , y la secci6n es una parsbola ; en este caso, el plano x es paralelo a una generat,riz del con0 y , por tanto, corta aolamente una hoja de la superficie c6nica , como se indica en la figura 108 ( a ) . Si a < P , la ecuacibn ( 4 ) indica quc e < 1 , y 1:1 ~ecci6nes una elipse ; en este caso , el plano x corta to~!:islas gcncratrices de la snperficic del cono, como se ve en la figura, 108 ( b ) . E n particular, si a = 0, el plano x es perpendicular a1 cje del cono, y la secci6n es una circunferencia . Finalmente, si a > P , la ccuacicjn ( 4 ) indica que e > 1 , y la secci6n es una hiperbola ; en
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cste caso, el plano IT corta a las dos hojas o ramas de la superficie c6nica , como se ve en la figura 108 ( c ) . Podemos anotar aqui tambiCn algunos de 10s casos llmite de lap secciones c6nicas. Asi , considerernos el caso en que el plano secante n: pasa por el v6rtice V del cono. Si a < 0 , el plano n: no corta a ninguns generatrix tlel cono, y tencrnos un solo punto, el v6rtice V . Si a = 13, t.1 plano x r s tangente a la superficic a lo la]-go de una generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > P , cl plano pasa por dos generatrices distintns del cono , y lenemos como secci6n rln par dc rectsls que se cortan en cl vhrtice.
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