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1 Einleitung - Journals

Eines der bedeutendsten Verfahren zur reellen Quantorenelimination ist die Quanto .... bzgl. einer Theorie ¢ wird auf die Simplifikation von ³ bzgl. der Theorie ¢ « zurück- ... Variablen mittels einer Variablensubstitution bzw. mittels der Wu–Ritt-. 
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Algorithmische Strategien fur ¨ anwendbare reelle Quantorenelimination Andreas Dolzmann Fakult¨at f¨ur Mathematik und Informatik Universit¨at Passau http://www.dolzmann.de/ Eines der bedeutendsten Verfahren zur reellen Quantorenelimination ist die Quantorenelimination mittels virtueller Substitution, die von Weispfenning 1988 eingef¨uhrt wurde. In der vorliegenden Arbeit werden zahlreiche algorithmische Strategien zur Optimierung dieses Verfahrens pr¨asentiert. Optimierungsziele der Arbeit waren dabei die tats¨achliche Laufzeit der Implementierung des Algorithmus sowie die Gr¨oße der Ausgabeformel. Zur Optimierung werden dabei die Simplifikation von Formeln erster Stufe, die Reduktion der Gr¨oße der Eliminationsmenge sowie das Condensing, ein Ersatz f¨ur die virtuelle Substitution, untersucht. Lokale Quantorenelimination berechnet Formeln, die nur in der N¨ahe eines gegebenen Punktes a¨ quivalent zur Eingabeformel ist. Diese Einschr¨ankung erlaubt es, das Verfahren weiter zu verbessern. Als Anwendung des Eliminationsverfahren diskutieren wir abschließend, wie man eine große Klasse von Schedulingproblemen mittels reeller Quantorenelimination l¨osen kann. In diesem Fall benutzen wir die spezielle Struktur der Eingabeformel und zus¨atzliche Informationen u¨ ber das Schedulingproblem, um die Quantorenelimination mittels virtueller Substitution problemspezifisch zu optimieren.



1 Einleitung Wir betrachten die Menge  der reellen Zahlen. Oftmals macht man Annahmen u¨ ber Zahlen, wie z. B. ¾       ¾  . Wir betrachten Terme, die durch Kombination von ganzen Zahlen und Variablen durch die gewohnten arithmetischen Operationen “, “ ” ” und “ entstehen. Potenzen von Variablen wie ¾ lesen wir als abk¨urzende Schreibweise ” f¨ur Produkte wie   . Es folgt sofort, daß wir nur nat¨urliche Zahlen als Potenzen zulassen, und daß keine Variablen im Exponenten stehen d¨urfen. Alle Terme lassen sich als multivariate Polynome in einem geeigneten Polynomring u¨ ber den ganzen Zahlen auffassen. Terme werden mit den u¨ blichen Relationen “, “, “, “, “, “ zu atomaren ” ” ” ” ” ” Formeln kombiniert. Sie lassen sich immer a¨ quivalent in der Form    f¨ur einen Term  und eine Relation  schreiben. Zus¨atzlich lassen wir die Wahrheitswerte true“ und false“ ” ” zu. Atomare Formeln werden zusammen mit den logischen Operationen “, “ und “ ” ” ” zu quantorenfreien Formeln kombiniert. Schließlich betrachten wir noch Quantoren der Form “ und “ und erhalten damit Formeln erster Stufe. ” ” Eine reelle Quantorenelimination berechnet zu einer beliebigen Formel  erster Stufe eine a¨ quivalente quantorenfreie Formeln ¼ . In unserem Beispiel ist true“ ein solches quanto” ¨ renfreies Aquivalent. Nat¨urlich k¨onnen in der quantorenfreien Beschreibung noch Parameter, d. h. nicht durch Quantoren gebundenen Variablen, auftreten. In unserem Beispiel w¨aren dies die Variablen ¼ , ½ und ¾ . Wir geben abschließend dazu ein Beispiel: Wir betrachten die Formel     , die besagt, daß eine affin-lineare Funktion eine
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Nullstelle besitzt. Offensichtlich ist      eine a¨ quivalente quantorenfreie Formel. Diese bietet notwendige und hinreichende Bedingungen an die Parameter, daß die Originalformel gilt. Weispfenning stellte 1988 [Wei88] ein Quantoreneliminationsverfahren f¨ur lineare Formeln in geordneten K¨orpern vor. Lineare Formeln sind Formeln, deren gebundene Variablen weder in h¨oheren Potenzen vorkommen noch miteinander multipliziert werden. Wir bezeichnen dieses Verfahren als Quantorenelimination mittels virtueller Substitution. In den letzten 10 Jahren hat Weispfenning sein Verfahren auf Formeln beliebigen Grades erweitert [Wei94b, Wei97]. F¨ur lineare und quadratische Formeln ist das Verfahren bereits mehrfach implementiert worden. Die ausgereifteste Implementierung ist im REDU CE -Paket REDLOG , des Autors et al. [DS97, DS99], enthalten.



2



Simplifikation von Formeln



In diesem Kapitel skizzieren wir einen Algorithmus zur Simplifikation von Formeln, d. h. zur Berechnung einer zur Eingabeformel a¨ quivalenten Formel, die in einem gewissen Sinne einfacher ist. Ein solcher Algorithmus heißt Simplifier. Simplifikation von Formeln ist ein zentraler Algorithmus bei der automatischen Verarbeitung Formeln erster Stufe. Wir verwenden ihn im Rahmen unserer Quantorenelimination zur Vereinfachung der Ergebnisformel und aller Zwischenergebnisse. Hauptziel unserer Simplifikation ist es, die Anzahl der atomaren Formeln einer Formel zu reduzieren. Weitere Ziele sind die Vereinfachung der Terme in den atomaren Formeln und die Vereinfachung der booleschen Struktur. Daneben betrachten wir Simplifikationsziele, die eher technischer Natur sind und die darauf aufbauenden Algorithmen unterst¨utzen. Einige dieser Ziele k¨onnen sich dabei durchaus widersprechen. Wir beschr¨anken uns hier auf die Darstellung der f¨ur die Quantorenelimination relevanten Strategien zur Simplifikation von Formeln. Die Simplifikation atomarer Formeln ist der Grundbaustein unseres Simplifiers. Wir berechnen eine – nicht eindeutige – Normalform der atomaren Formeln. Dazu verwenden wir insbesondere Techniken aus der Polynomfaktorisierung. Wir haben zus¨atzlich Heuristiken, einige atomare Formeln als widerspr¨uchlich oder als allgemeing¨ultig zu erkennen. Um das Simplifikationsziel der einfachen Terme, auf Kosten der Anzahl atomarer Formeln, zu erreichen, betrachten wir auch Simplifikationen, die aus einer atomaren Formel eine komplexe Formel generieren. Ein Beispiel ist die Simplifikation von ¾  ¾   ¾  ¾   zu               . Zentraler Baustein unseres Simplifiers ist die Simplifikation flacher Formeln, d. h. die Simplifikation einer Konjunktion bzw. einer Disjunktion von (simplifizierten) atomaren Formeln. Wir erweitern unseren Ansatz derart, daß wir eine Theorie zulassen. Dies ist eine Menge atomarer Formeln, die als g¨ultig angenommen werden. Die erste Strategie zur Simplifikation flacher Formeln ist es, atomare Formeln mit fast identischen Polynomen zu verschmelzen. Zwei Polynome heißen dabei fast identisch,



Anwendbare reelle Quantorenelimination



45



wenn sie nach der Normierung des h¨ochsten Koeffizienten auf  sich nur im absoluten Glied unterscheiden. Zum Beispiel vereinfachen wir      zu   . Die zweite Strategie benutzt Gr¨obnerbasen, um Gleichungsmengen als widerspr¨uchlich zu erkennen. Wir k¨onnen dar¨uberhinaus die Gleichungsmengen durch a¨ quivalente Gleichungsmengen ersetzen und alle anderen involvierten Terme weiter normieren. Wir erkennen z. B. die Widerspr¨uchlichkeit der Formel                 . Die Simplifikation geschachtelter Formeln basiert auf der Simplifikation flacher Formeln bez¨uglich einer Theorie. Die zentrale Idee ist es dabei, eine implizite Theorie w¨ahrend des rekursiven Traversierens der Formel aufzubauen, und alle Simplifikationen bez¨uglich dieser Theorie durchzuf¨uhren. Die Simplifikation einer Konjunktion   mit atomar bzgl. einer Theorie wird auf die Simplifikation von  bzgl. der Theorie  zur¨uckgef¨uhrt. Eine analoge Strategie wird bei der Simplifikation einer Disjunktion angewendet. Zur Vereinfachung quantifizierter Formeln betrachten wir zwei Strategien, die den Grad der gebundenen Variablen mittels einer Variablensubstitution bzw. mittels der Wu–RittReduktion senken.



3 Quantorenelimination mittels virtueller Substitution In diesem Kapitel wird die Quantorenelimination mittels virtueller Substitution [Wei88, LW93] erstmalig nach algorithmischen und softwaretechnischen Gesichtspunkten analysiert und gegliedert. Hierbei bilden sich vier Hauptphasen des Verfahrens heraus. Bevor wir diese vier Phasen nennen, wollen wir in groben Z¨ugen das Verfahren skizzieren und dann auf neue Optimierungen eingehen. Unsere Optimierungsziele sind dabei die Gr¨oße bzw. die Einfachheit“ der Ergebnisformel und die tats¨achliche Laufzeit des Verfah” rens. Dabei beruht die Beschleunigung des Verfahrens darauf, daß unsere Optimierungen zu einfacheren Zwischenergebnisse f¨uhren. Wir betrachten o. B. d. A. eine Formel der Form 







     



positiv, quantorenfrei



wobei eine Formel positiv heißt, falls sie die logische Negation “ nicht enth¨alt. Die ” Quantorenelimination mittels virtueller Substitution beruht darauf, einen Existenzquantor, der intuitiv als unendliche Disjunktion u¨ ber alle reellen Zahlen gesehen werden kann, durch eine endliche Disjunktion, die ein formales Objekt darstellt, zu ersetzen. Sei    ½          . Die Erf¨ullungsmenge



           



ist eine disjunkte Vereinigung von m¨oglicherweise entarteten Intervallen. Die Formel  ist genau dann f¨ur die gegebenen Parameterwerte  erf¨ullt, falls die Erf¨ullungsmenge von mindestens ein nicht-leeres Intervall enth¨alt. Man beachte, daß die Anzahl, die Lage und der Typ der Intervalle vom konkret gew¨ahlten Punkt  abh¨angen. Die zentrale Idee der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution ist es, daß die m¨oglichen Endpunkte der Intervalle dennoch uniform als Ausdr¨ucke in
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den Parametern beschrieben werden k¨onnen. Sie sind n¨amlich im wesentlichen Nullstellen der linearen und quadratischen Polynome in , die in den atomaren Formeln von auftreten. Diese werden als L¨osungskandidaten bezeichnet. Aus den L¨osungskandidaten berechnen wir eine Eliminationsmenge. Dies ist eine endliche Menge von Testtermen. Ein Testterm ist ein Paar   , wobei der Guard  eine quantorenfreie Formel ist, und  ein Nichtstandardterm ist, d. h.,  darf gewisse zus¨atzlich eingef¨uhrten Symbole enthalten. Ein Guard   eines Testpunktes  garantiert, daß  f¨ur alle    mit   definiert ist. Als Ersatz f¨ur die Substitution definiert man eine modifizierte Substitution, die in atomaren Formeln Variablen durch Terme oder gewisse Nichtstandardterme ersetzt, und dabei quantorenfreie Formeln, die ausschließlich Standardterme enthalten, liefert. Die modifizierte Substitution ist eine Erweiterung der virtuellen Substitution, die dem Verfahren ¨ den Namen gegeben hat. Eliminationsmengen erf¨ullen die folgende Aquivalenz:



  







µ 



´



  



¾



Die eingangs erw¨ahnten Phasen des Verfahren sind die folgenden: 1. Berechne aus die Menge  der darin enthaltenen atomaren Formeln. 2. Berechne aus  die Menge  der L¨osungskandidaten. 3. Berechne aus  eine Eliminationsmenge  . 4. Substituiere die Terme in  in , kombiniere die erhaltenen Teilergebnisse disjunktiv, und vereinfache abschließend die erhaltene Disjunktion. Im folgenden skizzieren wir unsere ersten Optimierungen, die im wesentlichen die dritte Phase betreffen. Ein wichtiger Ansatz ist es, m¨oglichst kleine Eliminationsmengen zu finden. Die schon bekannte Idee, daß man entweder nur untere oder nur obere Intervallgrenzen betrachten muß, haben wir verallgemeinert. Zun¨achst haben wir die Idee auch auf reelle Eliminationsmengen, d. h. Eliminationsmengen, die nur Standardterme enthalten, erweitert. Wir haben dann gezeigt, wie sich die Seitenauswahl auf Testpunkte aus quadratische Termen erweitern l¨aßt. Der Schrankentyp einer atomare Formel, h¨angt von ihrer Relationen und dem h¨ochsten Koeffizienten des enthaltenen Polynoms ab. Ist dieser parameterfrei, so k¨onnen wir den Schrankentyp bestimmen und dementsprechend eine Seitenauswahl treffen. Ist der h¨ochste Koeffizient dagegen parametrisch, so muß der zugeh¨orige Testpunkt auf alle F¨alle betrachtet werden. Jedoch kann nach der Seitenauswahl der Guard, eines aus einer solchen atomaren Formel bestimmten Testpunkts, um eine Vorzeichenbedingung u¨ ber den h¨ochsten Koeffizienten erweitert werden. Diese Bedingung erlaubt insbesondere eine Optimierung der modifizierten Substitution in der vierten Phase der Elimination. F¨ur den Spezialfall, daß die Formel nur eine einzige quadratische Ordnungsungleichung enth¨alt, haben wir eine Alternative zur normalen Eliminationsmengenberechnung eingef¨uhrt. Dabei berechnen wir ausschließlich lineare Terme, so daß bei der modifizierten Substitution die Grade der Parameter, die ja m¨oglicherweise von weiter außen quantifiziert werden, nicht ansteigen.
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4 Strukturelle Eliminationsmengen In diesem Kapitel skizzieren wir Optimierungen der ersten beiden Phasen der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution. Ziel dieser Ans¨atze ist es, kleine Eliminationsmengen zu berechnen. Wir betrachten analog zur Simplifikation das Konzept einer Theorie. Dabei unterscheiden wir drei Arten von Theorien: Die explizite Theorie wird vom Benutzer spezifiziert. Die implizite Theorie wird in der ersten Phase beim rekursiven Traversieren der Formel zu jeder atomaren Formel berechnet. Schließlich kann man dynamisch aufgrund des Verfahrensablaufs noch eine unsichtbare Theorie erzeugen. Bei der Berechnung der L¨osungskandidaten werden Annahmen u¨ ber das Vorzeichen eines im allgemeinen parametrisch gegebenen Koeffizienten gemacht. Diese werden in die Ergebnisformel codiert, es sei denn, das Vorzeichen kann uniform entschieden werden. Die oben eingef¨uhrten Theorie schr¨anken nun die Menge der zul¨assigen Belegungen der Parameter ein, so daß wir in einigen F¨allen heuristisch das Vorzeichen entscheiden k¨onnen. Dadurch wird die Berechnung der L¨osungskandidaten verbessert: Einige L¨osungskandidaten fallen weg, einige Guards werden einfacher und schließlich k¨onnen wir den Schrankentyp in weiteren F¨allen bestimmen. Zur Entscheidung der Vorzeichenannahmen verwenden wir eine Heuristik, die auf den in Kapitel 2 beschriebenen Simplifikationen beruht. Ein weiter eingef¨uhrtes Konzept ist die verallgemeinerte Gausselimination. Betrachte die Formel



½   ¼    



½     



¼  



Dann ist leicht zu sehen, daß unabh¨angig von der Belegung der Parameter die Zahl  ½¼ der einzige erf¨ullende Punkt von ½   ¼    ist [LW93]. Wir verallgemeinern dieses Konzept auf Gaussformeln. Dies sind Subformeln, von denen wir leicht algorithmisch eine endliche Obermenge  aller L¨osungspunkte, uniform gegeben durch Terme in den Parametern, berechnen k¨onnen. Gaussformeln sind nicht-triviale Gleichungen, Konjunktionen, die eine Gaussformel enthalten sowie Disjunktionen von Gaussformeln. Die L¨osungskandidaten einer Gaussformel sind genau die Terme in . Ein a¨ hnliches Resultat zeigen wir auch f¨ur nicht-triviale negierte Gleichungen, die unabh¨angig von der Parameterbelegung eine co-endliche Erf¨ullungsmenge besitzen. Dies f¨uhrt zur Methode der co-Gausselimination und den co-Gaussformeln. Gaussformeln und co-Gaussformeln fassen wir als Primkonstituenten auf. Dies sind – m¨oglicherweise komplexe – Subformeln unserer betrachteten Formel, die in der erste Phase der Elimination die Rolle der atomaren Formeln u¨ bernehmen.



5 Repeated Condensing In diesem Kapitel f¨uhren wir Condensing als Ersatz der modifizieren Substitution in der vierten Phase der Elimination ein. Wir unterscheiden zwischen dem Gauss-Condensing
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und dem positionellen Condensing. Bei beiden Ans¨atzen ist die grundlegende Idee gleich: Wir substituieren einen Term nicht in die Gesamtformel, sondern nur in Teile der Gesamtformel und l¨oschen alle anderen Teile. Gauss-Condensing nutzt wie die verallgemeinerte Gausselimination die Eigenschaft von Gaussformeln aus, eine endliche Erf¨ullungsmenge zu haben. Wir betrachten den Fall, daß unsere Eingabeformel   eine Gaussformel ¼ als Primkonstituente enth¨alt. In dieser Situation berechnen wir eine Eliminationsmenge      ¼ , wobei  , alle Testpunkte, die aus ¼ generiert werden, enth¨alt. Bei der Substitution der Testpunkte aus  ¼ ersetzen wir zun¨achst in die Gaussformel ¼ durch false“ und wenden erst dann die u¨ bliche ” modifizierte Substitution an. Idee ist, daß alle Parameterbelegungen, f¨ur die ¼ gilt, durch Testpunkte in  abgedeckt werden. Testpunkte in  ¼ sind also nicht relevant, wenn ¼ gilt, und somit ist das L¨oschen von ¼ korrekt. Im Gegensatz zum Gauss-Condensing, bei dem wir die Eigenschaften einer speziellen Primkonstituente ausnutzen, beruht das positionelle Condensing auf der Position einer Subformel ¼ innerhalb der betrachteten Formel . Wir k¨onnen Formeln auch als B¨aume betrachten, deren innere Knoten mit den booleschen Operatoren und deren Bl¨atter mit atomaren Formeln bzw. Primkonstituenten markiert sind. Betrachten wir nun einen Testpunkt, der aus ¼ berechnet wurde und den Pfad  von der Wurzel des Baums, der repr¨asentiert, bis zur Subformel ¼ . Beim positionellen Condensing l¨oschen wir nun alle Subformeln, die an mit “ markierten Knoten auf  liegen aber nicht zu  geh¨oren und ” substituieren nur in die restliche Formel. Die Idee dabei ist es, daß die gel¨oschten Teile unabh¨angig vom betrachteten Testpunkt sind und sie nur durch die Substitution anderer Testpunkte zum Endergebnis beitragen.
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Bei der lokalen Quantorenelimination unterscheiden wir zwischen nicht-lokalen Parameter ½ ,    ,  und lokalen Parametern ½ ,    ,  . Zu den lokalen Parametern spezifizieren wir einen betrachteten Punkt    . Zu  und  berechnet die lokale Quantorenelimination eine Theorie , die atomare Formeln in den lokalen Parameter enth¨alt, und eine quantorenfreie Formel ¼ , so daß 



   ¼  und







 ½      



Bei der eingeschr¨ankten lokalen Quantorenelimination fordern wir zus¨atzlich, daß die berechnete Theorie keine Gleichungen enth¨alt. Dies impliziert dann, daß f¨ur alle Punkte einer Umgebung von  g¨ultig ist. Am Beispiel der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution zeigen wir, wie man die Spezifikation der lokalen Quantorenelimination zu weiteren Optimierungen des Verfahrens benutzen kann. Zentrale Idee ist es, die Theorie w¨ahrend der Berechnung von ¼ zu erzeugen. Atomare Formeln werden immer dann zu hinzugef¨ugt, wenn dadurch
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Optimierungen gegen¨uber der regul¨aren Quantorenelimination m¨oglich werden. Wir betrachten z. B. die Formel



            in dem nicht-lokalen Parameter und dem lokalen Parameter . F¨ur  spezifizieren wir den betrachteten Punkt . Regul¨are Quantorenelimination berechnet zu  das quantoren¨ freie Aquivalent



                   Unsere lokale Quantorenelimination berechnet die Formel   zusammen mit der Theorie    . In diesem Beispiel f¨ugen wir bei der Berechnung des L¨osungskandidaten   die Annahme    zur Theorie, hinzu und m¨ussen daher weder den Spezialfall    noch den Fall    behandeln. Diese Idee haben wir auf den allgemeinen Fall der Berechnung eines L¨osungskandidaten erweitert. ¨ Ahnliche Strategien haben wir auch f¨ur die Optimierung der modifizierten Substitution und der Simplifikation entwickelt.



7 Scheduling mittels Quantorenelimination Wir betrachten optimales Scheduling, d. h. wir suchen Schedules, die bez¨uglich einer Zielfunktion optimal sind. Dazu benutzen wir die erweiterte Quantorenelimination [Wei94a]. Diese berechnet zu einer rein existentiell quantifizierten Formel nicht nur das quantoren¨ freie Aquivalent sondern auch eine erf¨ullende Beispiell¨osung f¨ur die quantifizierten Variablen. Quantorenelimination mittels virtueller Substitution kann leicht zu einer erweiterten Quantorenelimination modifiziert werden. Somit sind also alle Optimierungen, die wir in den vorherigen Kapiteln besprochen haben, auch Optimierungen der erweiterten Quantorenelimination. Unser L¨osungsansatz gliedert sich in drei Phasen: Zun¨achst formulieren wir das gegebene Schedulingproblem als existentielle Formel erster Stufe. Dann berechnen wir ein ¨ quantorenfreies Aquivalent und eine erf¨ullende Belegung mittels erweiterter Quantorenelimination. Schließlich extrahieren wir aus diesen Informationen den optimalen Wert der Zielfunktion und einen optimalen Schedule. Wir k¨onnen mit unserem Ansatz unter anderem Schedulingprobleme formulieren, die im u¨ bliche Mehrmaschinenmodell [Pin95] mit festzugeordneten Maschinen gegeben sind. Alle gebr¨auchlichen – auch nicht-regul¨are – Zielfunktionen, viele zus¨atzliche Einschr¨ankungen der zul¨assigen Schedules und allgemeine Ordnungsbeziehungen der Jobs lassen sich dabei mit unserem Ansatz behandeln. Dies sind wesentliche Einschr¨ankungen der traditionellen Verfahren zum L¨osen von Schedulingproblemen. Ebenfalls k¨onnen wir Schedulingprobleme, die als Projektnetzwerke [Bar86] gegeben sind, formulieren. Im Fall einer rein existentiellen Formel, wie sie bei der Formulierung von Schedulingproblemen auftritt, ist
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die (erweiterte) Quantorenelimination mittels virtueller Substitution exponentiell und somit sind auch die traditionellen Algorithmen von der theoretischen worst-case Komplexit¨at nicht besser als unser Ansatz. Quantorenelimination als Scheduler Wir erweitern die Quantorenelimination mittels virtueller Substitution zu einem Scheduler, einem Algorithmus zum L¨osen von Schedulingproblemen. Wir demonstrieren dies am Beispiel eines Schedulers zum L¨osen von Problemen, die im Mehrmaschinenmodell formuliert werden. Eingabe unseres Algorithmus ist eine tabellenm¨aßige Beschreibung des Schedulingproblem. Aus dieser wird dann unter anderem eine entsprechende Eingabeformel f¨ur die Quantorenelimination generiert. Wir erlauben es uns jedoch, w¨ahrend der Quantorenelimination sowohl auf diese Daten zur¨uckzugreifen, als auch sie zu modifizieren. Dies k¨onnen wir in vielf¨altigerweise zur Optimierung des Verfahrensablaufs benutzen. Zentrale Idee ist es hierbei, obere und untere Schranken f¨ur den Zielfunktionswert zu finden, sowie die Transitivit¨at der partielle Ordnung auf den Jobs auszunutzen. Versp¨atungsmanagement von Eisenbahnen Wir formulieren ein komplexes Schedulingproblem als Formel erster Stufe, das sich mit den bis jetzt eingef¨uhrten Modellen nicht fassen l¨aßt. Wir zeigen wie es sich dann mittels erweiterter Quantorenelimination l¨osen l¨aßt. Bereits die Formulierung als Formel erster Stufe ist ein theoretisches Resultat, da sie erstmalig eine formale Spezifikation des Problems bietet. Wir betrachten ein Eisenbahnnetz und machen die folgenden Annahmen: Z¨uge verkehren zwischen St¨adten auf festgelegten Verbindungen. Sie fahren nach einem im voraus festgelegten Fahrplan. Passagiere benutzen Verbindungen, um von einer Station zu einer anderen zu reisen. Kommt ein Zug versp¨atet in einer Station an, so k¨onnen unter Umst¨anden manche Passagiere ihre Anschlußz¨uge nicht erreichen. Die Bahngesellschaft hat dann zwei M¨oglichkeiten, die Bef¨orderung des Reisenden dennoch zu gew¨ahrleisten: Sie kann alternative Verbindungen angeben und sie kann Anschlußz¨uge in Stationen warten lassen. Letzteres verursacht wiederum Versp¨atungen anderer Z¨uge, die ebenfalls betrachtet werden m¨ussen. Wir k¨onnen diese Situation als Formel erster Stufe modellieren und mittels erweiterter Quantorenelimination l¨osen: Zu einer gegebenen Versp¨atungssituation k¨onnen wir die zus¨atzliche Wartezeiten aller Z¨uge sowie alle notwendigen Alternativverbindungen so berechnen, daß die durchschnittliche Versp¨atung aller Reisenden minimal ist.
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Um die hier diskutierten Verfahren zu implementieren und anzuwenden hat der Autor zusammen mit Sturm das REDUCE Paket REDLOG entworfen [DS97]. REDLOG erweitert das Computeralgebrasystem REDUCE zu einem Computerlogiksystem. Analog zu den vorhandenen Funktionen von REDUCE stehen dem Benutzer eine Vielzahl von Funktionen zur
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Eingabe, Verarbeitung und Analyse von Formeln erster Stufe zur Verf¨ugung. Dabei ist es nicht auf den hier diskutierten reellen Kontext beschr¨ankt, sondern beinhaltet etwa auch a¨ hnliche Verfahren f¨ur algebraisch-abgeschlossene und diskret-bewertete K¨orper. REDLOG ist in der aktuell vertriebenen Version 3.7 von REDUCE enthalten. Viele der in dieser Arbeit beschriebenen Optimierungen der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution sind in der publizierten Version integriert. Andere Optimierungen haben ihr enormes Potential in Testimplementierungen bewiesen.



9 Zusammenfassung Virtuelle Substitution ist nicht zuletzt durch die Optimierungen, die in dieser Arbeit diskutiert wurden, einer der bedeutenden Quantoreneliminationsverfahren f¨ur lineare und quadratische Formeln. Eine exakte Analyse des Verfahrens nach algorithmischen und softwaretechnischen Gesichtspunkten in Kapitel 3 zeigt eine klare Gliederung des Verfahrens in vier Phasen. Diese exakte Analyse erm¨oglicht es erstmals die bisher eher unsystematischen Optimierungen in ein Schema zu bringen. Dies erlaubt es uns, sie weitreichend zu verallgemeinern. Die Analyse des Zusammenwirkens der Phasen f¨uhrt zu einer neuen Optimierung, die einen Zusammenhang zwischen der Seitenauswahl und der virtueller Substitution erstmalig zeigt und verwendet. In Kapitel 4 zeigen wir Methoden auf, um die Gr¨oße der berechneten Eliminationsmengen drastisch zu verkleinern. Dazu verwenden wir zum einen eine Theorie, die g¨ultige Annahmen u¨ ber die Parameter zusammenfaßt. Zum anderen n¨utzen wir die Eigenheiten von Gleichungen und negierten Gleichungen aus, um bereits die Anzahl der Kandidatenl¨osungen zu senken. Das von uns in Kapitel 5 eingef¨uhrte Condensing l¨ost die modifizierte Substitution in der vierten Phase ab. Eine sorgf¨altige Analyse des Zusammenwirkens der Substitutionsresultate erlaubt es hier, Teile der Formel in den einzelnen Substitutionschritten zu vernachl¨assigen. Dies f¨uhrt bereits zu kleineren Formeln einer einfacheren Struktur. Schließlich werden ebenfalls in dieser Phase die Simplifikationsmethoden, die wir in Kapitel 2 eingef¨uhrt hatten, zur abschließenden Vereinfachung der Formel benutzt. Alle Optimierungen zusammen f¨uhren im Vergleich zum naiven Verfahren, wie es von Weispfenning eingef¨uhrt wurde, zu wesentlich einfacheren Ergebnisformeln, die dar¨uber hinaus sehr viel schneller berechnet werden. Unsere Definition der lokalen Quantorenelimination, die in Kapitel 6 eingef¨uhrt wurde, erlaubt es das Verfahren weiter zu optimieren, ohne die Anwendbarkeit der Quantorenelimination allzusehr einzuschr¨anken. Abschließend zeigen wir, daß Quantorenelimination mittels virtueller Substitution einen sehr flexiblen Ansatz zum L¨osen von Schedulingproblemen bietet. Wir demonstrieren unseren Ansatz am Beispiel des Mehrmaschinenmodells, der Projektnetzwerke und der Formulierung des Versp¨atungsmanagements. Wir f¨uhren Optimierungen der Quantorenelimi-
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nation ein, die Informationen u¨ ber die konkrete Problemstellung benutzen. Diese Optimierungen zeigen insbesondere, welche M¨oglichkeiten in der Quantorenelimination mittels virtueller Substitution stecken, wenn man sie zu einem problemspezifischen Solver erweitert.
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