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= 10 00 01 A AA ⋅ I3 AA −⋅ =

Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad y que esta es el elemento neutro 
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Modelo 2015. Problema 2.- (Calificación máxima: 2 puntos)  1 3  Se considera A =   2 4 a) Calcúlese A‒1. b) Calcúlese At · A. Nota: At denota la traspuesta de la matriz A. Solución. 1 a. A −1 = [adj(A )] t A A



−1



t



  1 3  1  + 4  = = adj 1 3   2 4  − 2  − 3 2 4 1



t t − 2  4 − 2 1  4 − 3   − 2 3 2   = 1    = = + 1  − 2  − 3 1  − 2  − 2 1   1 − 1  2 



t



b.



 1 3   1 3   1 2   1 3   1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 2 1 ⋅ 3 + 2 ⋅ 4   5 11   ⋅   =   ⋅   =   =   A ⋅ A =   2 4   2 4   3 4   2 4   3 ⋅ 1 + 4 ⋅ 2 3 ⋅ 3 + 4 ⋅ 4  11 25  t



Septiembre 2014. Problema 1B.- (Calificación máxima: 2 puntos) Considérese la matriz



1 0   A =  0 0 0 1  



( ) Calcúlese (A ⋅ A − 3I )



a) Calcúlese A ⋅ A t



t



b) Solución. a.



200



−1



1 0 1 + 0 0 + 0 0 + 0 1 0 0   1 0 0      =  0 + 0 0 + 0 0 + 0  =  0 0 0  A ⋅ A t =  0 0  ⋅  0 1 0 0 1 0 + 0 0 + 0 0 + 1 0 0 1       2



1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 1 0 0           0 0 0 =  0 0 0 ⋅  0 0 0 = 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 = 0 0 0 0 0 1  0 0 1  0 0 1 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 1 0 0 1           Teniendo en cuenta el resultado del cuadro:



(A ⋅ A )



t 200



b.



 1 0 0   =  0 0 0 0 0 1  



0  1 0 0 1 0 0  − 2 0       A ⋅ A − 3I =  0 0 0  − 3 ⋅  0 1 0  =  0 − 3 0  0 0 1 0 0 1  0 0 − 2       t



0  − 2 0   −1 t A ⋅ A − 3I =  0 − 3 0   0 0 − 2  



(



)



−1



t



 − 2 0 0   1   = adj  0 − 3 0  =  −2 0 0   0 0 − 2  0 −3 0   0 0 −2



1



 −3 0 +  0 −2 1  0 0 = − − 12  0 − 2  0 0  +  −3 0 



− +



0



0



0 −2 −2 0



−



0 −2 −2 0 0



0



t



0 −3   + t 0 0  −1 0  6 0 0  6 0 0   2      −2 0  1 1 − 1  == −  0 4 0 =  0 4 0 =  0 3 0 0  − 12  − 12  0 0 6 0 0 6   0 0     −2 0   + 0 − 3 



0  0   −1  2



Junio 2014. Problema 1A.- (Calificación máxima: 2 puntos) 1  2  3 1     Sean las matrices A =  − 1 0  y B =  0 2   1 − 2  −1 0    



( )−1 , donde A denota la traspuesta de la matriz A



a) Calcúlese A t B



t



0 x   b) Resuélvase la ecuación matricial A ⋅   =  − 1  y  5    Solución.



a.



t  2 1   3 1       − 1 A t B =  −1 0  ⋅  0 2      1 − 2   − 1 0    



( )



−1



  3 1   2 −1 1     ⋅  0 2   =   1 0 − 2    −1 0  



 2 ⋅ 3 + (− 1) ⋅ 0 + 1 ⋅ (− 1) 2 ⋅1 + (− 1) ⋅ 2 + 1 ⋅ 0    1 ⋅ 3 + 0 ⋅ 0 + (− 2) ⋅ (− 1) 1 ⋅1 + 0 ⋅ 2 + (− 2) ⋅ 0 



−1



5 0  =  5 1



−1



−1



=



t



t



  5 0  1  1 − 5  = ⋅   = = ⋅  adj  5 0   5 1   5  0 5  5 1 1



1  1 0   1 0   = 5 =   5  − 5 5   − 1 1  1  2 0  2x + y = 0   x    b.  − 1 0  ⋅   =  − 1 : − x = −1 Se estudian los rangos de las matrices que definen el y  1 − 2    5   x − 2y = 5      sistema para clasificarlo y poder resolverlo. 1  1 0 2 1 0 2 2   2 1   A =  −1 0  = 1 ≠ 0 ⇒ rg A = 2 A* =  − 1 0 − 1 − 1 0 − 1 = 0 ⇒ rg A* = 2  1 − 2 −1 0  1 −2 5  1 −2 5     rg A = rg A* = 2 = n . Sistema compatible determinado.  2x + y = 0  x = 1 Sistema equivalente:  : − x = −1  y = −2



Modelo 2014. Problema 1A.- (Calificación máxima: 2 puntos) 3 0  − 2 b −5 4   , B =   , C =   Dadas las matrices A =   a − 1  0 1  1 − 2 a) Hállense los valores de a y b para los que se cumple A + B + AB = C: b) Para el caso en el que a = 1 y b = 2, determínese la matriz X que verifica BX ‒ A = I; donde I es la matriz identidad. Solución.



2



a.



3 0   − 2 b 3 0  − 2 b  − 5 4    +   +   ⋅   =    a − 1  0 1   a − 1  0 1   1 − 2  3 ⋅ b + 0 ⋅1   − 5 4   3 + (− 2) 0 + b   3 ⋅ (− 2 ) + 0 ⋅ 0   +  =  ( ) ( ) a + 0 − 1 + 1 a ⋅ − 2 + − 1 ⋅ 0 a ⋅ b + (− 1) ⋅ 1  1 − 2     3b   − 5 4   1 + (− 6) b + 3b   − 5 4  1 b  − 6   +   =   ;   =    a 0   − 2a ab − 1  1 − 2   a + (− 2a ) 0 + ab − 1  1 − 2  1.1 − 5 = −5 4b   − 5 4  Igualando 1.2 4b = 4 a = −1 −5   =      → : − a =1  b =1  − a ab − 1  1 − 2   2.1 2.2 ab − 1 = −2



b.



Para resolver la ecuación matricial se despeja la matriz X utilizando la inversa de la matriz B.



B⋅X − A = I



−1 B B ⋅ X = B −1 ⋅ (I + A ) 12⋅3



B⋅X = I + A I⋅X = B



−1



⋅ (I + A )



X=B



I −1



⋅ (I + A )



Calculo de B −1 t



B −1 =



t



  − 2 2 0  1 1 1  1 1 1 − 2  =  =  ⋅ (adj B)t = ⋅  adj  ⋅ ⋅ − 2 2   0 1   B − 2  − 2 − 2  − 2  0 − 2  0 1



X = B −1 ⋅ (I + A ) =



1  1 − 2   1 0   3 0  1 1 − 2  4 0 1  4 − 2 0 + 0  ⋅   +   ⋅   =   = ⋅  ⋅  ⋅ − 2  0 − 2   0 1   1 − 1 − 2  0 − 2   1 0  − 2  0 − 2 0 + 0  1  2 0  −1 0 =  X = −  2  − 2 0   1 0 



Septiembre 2013. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 2 puntos)  0 2 − 3 8   y B =   . Se consideran las matrices A =  3 0    3 − 5 a) Calcúlese la matriz inversa de A: b) Resuélvase la ecuación matricial A ⋅ X = B − I ; donde I es la matriz identidad. Solución. a. La inversa de una matriz es: 0 2 1 A −1 = (adj A )t det A = = 0 − 6 = −6 3 0 A + 0 adj A =  − 2 A −1 =



− 3   0 − 3 =  + 0   − 2 0 



(adj A )t = 



− 2  − 3 0  0



0 − 2  1  0 2   0 1 3 1  =  = (adj A )t = 1  A − 6  − 3 0  6  3 0  1 2 0 



b. Para despejar en una ecuación matricial, hay que tener en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo, y por tanto para obtener una ecuación equivalente se debe multiplicar los dos miembros de la igualdad por la mima matriz y en el mismo orden. A⋅X = B− I Multiplicando ambos miembros por la inversa de A y por la izquierda:



A −1 ⋅ A ⋅ X = A −1 ⋅ (B − I ) Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad y que esta es el elemento neutro del producto de matrices: I ⋅ X = A −1 ⋅ (B − I )



X = A −1 ⋅ (B − I )



3



X=



0 − 12   1 − 2  1  0 2   − 3 8   1 0  1  0 2   − 4 8  1  0 + 6   ⋅   −   =   ⋅   =  =  6  3 0   3 − 5   0 1  6  3 0   3 − 6  6  − 12 + 0 24 + 0   − 2 4 



Junio 2013. Problema 1A.- (Calificación máxima: 2 puntos) 3 2 0    Dada la matriz A =  1 0 − 1 1 1 1    a) Calcúlese A‒1.  x  1     b) Resuélvase el sistema de ecuaciones dado por A ⋅  y  =  0   z  1     Solución. a.



A −1 =



1 (adj A )t A 3 2



0



A = 1 0 − 1 = 0 − 2 + 0 − (0 + 2 − 3) = −1 1 1



 0 +  1  2 adj A =  −  1  2 +  0 



−1 1 0



−



A −1 =



b.



1 0  1 1 1  1 − 2 − 2  1 −2 1     0 3 2  t  =  − 2 3 −1  − (adj A ) =  − 2 3 3  1 1 1   1 −1 − 2  − 2 3 − 2    0 3 2   + −1 1 0  2   1 − 2 − 2  −1 2    1  t (adj A ) =  − 2 3 3  =  2 − 3 − 3 −1    2   1 −1 − 2  −1 1



1 −1



1 3 + 1 1 0 3 − −1 1 1 A



1



+



La forma más rápida de resolver el sistema es mediante la matriz inversa. 2  1 x 1 x 1  x   −1 2           −1 −1   −1   A ⋅ A ⋅ y = A ⋅0 I ⋅ y  = A ⋅0  y  =  2 − 3 − 3 ⋅  0  z 1 z 1  z   −1 1 2   1            



 x   −1 + 0 + 2   1         y  =  2 + 0 − 3  =  − 1  z   −1 + 0 + 2   1       



Modelo 2013. Problema 2B.- (Calificación máxima: 2 puntos) 3  2  Sea la matriz A =  − 1 − 2   a) Obténgase A 2007



 11 5 1   b) Hállese la matriz B tal que A ⋅ B =   − 7 − 3 0 Solución. 3  3  2 3   4−3 6 − 6  1 0 2 2  A 2 = A ⋅ A =   ⋅   =   =   = I a. A =   − 1 − 2  − 1 − 2  −1 − 2  − 2 + 2 − 3 + 4 0 1 La matriz A es periódica y su periodo es dos.



4



( )



A 2007 = A 2⋅1003+1 = A 2  11 5 A ⋅ B =  − 7 − 3  11 5 A ⋅ B =  − 7 − 3



b.



1003



3   2  ⋅ A1 = I1003 ⋅ A = I ⋅ A = A =   − 1 − 2



1  Para calcular La matriz B se despeja mediante la inversa. 0  1  11 5 1   11 5 1  −1  ; A  ; I{  ⋅3 A ⋅ B = A −1 ⋅  ⋅ B = A −1 ⋅  1 2 0  − 7 − 3 0  − 7 − 3 0 B I  11 5 1   B = A −1 ⋅   − 7 − 3 0



Para calcular la inversa de A, se puede tener en cuenta el apartado A. 3  2  Si A ⋅ A = I ⇒ A −1 ⋅ A ⋅ A = A −1 ⋅ I ⇒ A = A −1 =   − 1 − 2 Sustituyendo en la expresión de B 3   11 5 1   22 − 21 10 − 9 2 + 0   1 1 2   11 5 1   2  =  ⋅ = =  B = A −1 ⋅  − 7 − 3 0 − 1 − 2   − 7 − 3 0   − 11 + 14 − 5 + 6 − 1 + 0   3 1 − 1   



Modelo 2012. Ejercicio 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos) a 1  Se considera la matriz A =  3 a a) Calcúlese los valores de a para los cuales no existe la matriz inversa A‒1.



(



)



2



b) Para a = 2, calcúlese la matriz B = A −1A T . c) Para a = 2, calcúlese la matriz X que satisface la ecuación matricial:



AX − A 2 = A T Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz no tenga inversa es que su determinante sea cero (matriz singular). a 1 A= = a2 − 3 = 0 : a = ± 3 3 a La matriz no tiene inversa para a = ± 3 .



(



−1



B= A A



b.



)



T 2



−1



  2 1  −1  2 1  T   ⋅   =    3 2  3 2       T



T



 2 1 1  2 − 3 1  2 − 1  2 − 1   =  = ⋅  =  ⋅  adj  ⋅   2 1   3 2 4 − 3  −1 2  1  − 3 2   − 3 2  3 2



•



2 1    3 2



•



2 1  2 3   =    3 2 1 2



=



2



1



T



2



2



2



  2 − 1  2 3   6−2  4   4 −1  3  ⋅    =   =   = B= A A =     − 6 + 2 − 9 + 4  − 4 − 5  − 3 2  1 2 4   3 4   9 − 16 12 − 20   − 7 − 8   3  ⋅   =   =   =  9   − 4 − 5   − 4 − 5   − 12 + 20 − 16 + 25   8



(



−1



)



T 2



5



c. Se despeja la matriz X de la ecuación teniendo en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo, que el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad y que la matriz identidad es el elemento neutro del producto de matices.



(



)



AX − A 2 = A T ; AX = A T + A 2 ; A −1 ⋅ AX = A −1 ⋅ A T + A 2 ; I ⋅ X = A −1 ⋅ A T + A −1 ⋅ A 2 X=A



−1



T



⋅A + A



−1



⋅A⋅A ; X = A



−1



⋅ A + I ⋅ A ; X = A −1 ⋅ A T + A T



Haciendo uso de los cálculos del apartado anterior: 4   3  A −1 ⋅ A T =  − 4 − 5  



4  2 1  5 5   3  +   =   X = A −1 ⋅ A T + A =   − 4 − 5   3 2   − 1 − 3



Septiembre 2011. Ejercicio 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se consideran las matrices:  0 0 1 a  1 0 0 0  ; B =   ; I =   ; O =   A =  1 1 1 b  0 1 0 0 a) Calcúlense a, b para que se verifique la igualdad AB = BA. b) Calcúlense c, d para que se verifique la igualdad A2 + cA + dI = O. c) Calcúlense todas las soluciones del sistema lineal:  x  0 (A − I)   =    y 0 Solución. a. El apartado se resuelve por igualdad de matrices, planteando un sistema de ecuaciones.  0 0   1 a  1 a   0 0    ⋅   =   ⋅   A ⋅B = B⋅A ;  1 1   1 b  1 b   1 1 



 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ 1 0 ⋅ a + 0 ⋅ b   1 ⋅ 0 + a ⋅1 1 ⋅ 0 + a ⋅1   =    1⋅1 + 1 ⋅1 1 ⋅ a + 1 ⋅ b  1 ⋅ 0 + b ⋅1 1⋅ 0 + b ⋅1  1.1 : 0 = a 0   a a   1.2 : 0 = a a = 0 0 1 0    =   :   : ⇒ b =   2 a + b   b b   2.1 : 2 = b b = 2 1 2  2.2 : a + b = b b.



Para calcular c y d, se operan la matrices y por igualación se plantea un sistema. A2 + cA + dI = 0 2



0 0 0 0 1 0  0 0   + c ⋅   + d ⋅   =   1 1 1 1 0 1  0 0 0 0  0 0  0 0 d 0 0 0   ⋅   +   +   =   1 1 1 1  c c   0 d  0 0 0  0 0  0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1 0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1  d   +  =  1 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1 1 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1 c c + d   0 0     0   0 0 0 0 d   +   =   1 1  c c + d   0 0  1.1 : d = 0 0   0 0   1.2 : 0 = 0  d c = −1   =   :  : 1 + c 1 + c + d   0 0   2.1 : 1 + c = 0  d = 0 2.2 : 1 + c + d = 0 c.



 x  0  =    y 0



(A − I) 



6



 0 0   1 0   x   0   − 1 0   x   0   − 1 ⋅ x + 0 ⋅ y   0   −   ⋅   =   ;   ⋅   =   ;   =   ;   1 1   0 1   y   0   1 0   y   0   1⋅ x + 0 ⋅ y   0  x = 0 El sistema no depende del valor de y, por lo tanto la solución es:  y = λ



 x  0   =   ; x = 0  − x  0 ∀ λ∈R



Junio 2011. Ejercicio 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se consideran las matrices:



 −1 0 1  3 1     A =  3 k 0 ; B =  0 3  − k 1 4  2 0     a) Calcúlense los valores de k para los cuales la matriz A no tiene inversa. b) Para k = 0, calcúlese la matriz inversa A−1. c) Para k = 0 resuélvase la ecuación matricial AX = B Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz tenga inversa es que su determinante sea distinto de cero. −1 0 1 A= 3



(



)



k 0 = −4k + 0 + 3 − − k 2 + 0 + 0 = k 2 − 4k + 3



−k 1 4 k = 1 A = 0 : k 2 − 4k + 3 = 0 :  k = 3 Si k = 1 o k = 3, el determinante de A es nulo y por tanto A no tiene inversa



b.



−1 0 1   1 Para k = 0: A =  3 0 0  Por definición: A −1 = (adj A )t A  0 1 4   k =0



A = k 2 − 4k + 3 = = 0 2 − 4 ⋅ 0 + 3 = 3  +   adj A =  −   +  



0 0 1 4 0 1 1 4 0 1 0 0



− + −



3 0   0 1   0 − 12 3   −1 0    = 1 − 4 1 − 0 1  0 3 0  −1 0    + 3 0 



3 0



+



0 4 −1 1 0 4 −1 1 3



0  0 



(adj A )t =  − 12  3 



1 0  − 4 3 1 0 



Sustituyendo se obtiene la inversa



1 0  1 0   0  0 3   1 1 t −1 A = (adj A ) =  − 12 − 4 3  =  − 4 − 4 3 1  A 3 1 1 0   1 0  3 3  



c.



AX = B Para despejar la matriz X hay que tener en cuenta que el producto de matrices no es conmutativo y que el producto de una matriz con su inversa es igual a la matiz unidad, elemento neutro del producto de matrices.
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AX = B ; A −1 ⋅ AX = A −1 ⋅ B ; I ⋅ X = A −1 ⋅ B ; X = A −1 ⋅ B 1 0  3 1 0 ⋅1 + 1⋅ 3 + 0 ⋅ 0   0  0 ⋅ 3 + 1⋅ 0 + 0 ⋅ 2    1  1 X = A −1 ⋅ B =  − 12 − 4 3  ⋅  0 3  =  − 12 ⋅ 3 + (− 4) ⋅ 0 + 3 ⋅ 2 − 12 ⋅ 1 + (− 4) ⋅ 3 + 3 ⋅ 0  = 3 3 1 0   2 0  3 ⋅ 1 + 1 ⋅ 3 + 0 ⋅ 0   3  3 ⋅ 3 + 1⋅ 0 + 0 ⋅ 2 3   0 1   0    1 =  − 30 − 21 =  − 10 − 8  3 6   3 2   9



Modelo 2011. Ejercicio 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se consideran las matrices:



1 1 a   A =  −1 a 0  0 − 6 − 1  



 − 2   B= 1   1   



a) Calcule los valores de a para los cuales la matriz A no tiene inversa. b) Para a = 2 calcular la inversa de la matriz A c) Para a = 2, calcular la matriz X que satisface AX = B. Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante sea distinto de cero. a 1 1



det A = − 1 0



a



0 = −a 2 + 0 + 6 − (0 + 0 + 1) = −a 2 + 5 = 0 ; a = ± 5



− 6 −1



Para a = ± 5 , el determinante de la matriz A es nulo y por tanto la matriz A no tiene inversa.



b.



2



1 a =2  2 0  ; det A = −a 2 + 5 = − 2 2 + 5 = 1  0 − 6 − 1    2 −6 1 −6 1 2  +  − + 1 −1 1 0   0 −1 − 2 − 5 − 2  −1 0  2 0 2 −1    =  −1 2 −1 =− + − 1 −1 1 0    0 −1 6 12 5   −1 0 2 0 2 −1  +   2 −6 − 1 −6 + 1 2    − 2 − 5 − 2 − 2 − 5 − 2       1  = ⋅  −1 2 −1 =  −1 2 −1 1      6 12 5   6 12 5 



 1 A −1 = adj A t . Para a = 2: A =  − 1 A



( )



 2 −1 0    A = 1 2 − 6 1 0 −1   t



A −1 =



( )



adj A t



1



( )



1 adj A t A



c. Se despeja la matriz X empleando la propiedad de que el producto de una matriz por su inversa en la matriz identidad, y que la identidad es el elemento neutro en la multiplicación de matrices.



A ⋅ X = B ; A −1 ⋅ A ⋅ X = A −1 ⋅ B ; I ⋅ X = A −1 ⋅ B ;  − 2 − 5 − 2  − 2  1        X =  −1 2 −1 ⋅  1  =  1   6 12 5   1   − 5       



X = A −1 ⋅ B



Septiembre 2010. F.M. Ejercicio 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se consideran las matrices:
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2 −1  a − 2 x  0       A= 2 a 2  ; X =  y  ; O =  0  2a 2(a + 1) a + 1 z  0       a) Calcúlense los valores de a para los cuales no existe la matriz inversa A−1. b) Para a = −1, calcúlese la matriz inversa A−1. Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante sea distinto de cero. a−2 2 −1 SARRUS



det A =



2 2a



a



2



=



(



)



a 3 − 3a 2 + 2a = a a 2 − 3a + 2 = a (a − 1)(a − 2)



2(a + 1) a + 1



a = 0  A = 0 : a ⋅ (a − 1) ⋅ (a − 2) = 0 :  a = 1 a = 2  Para a = 0, 1 ó 2, el determinante de la matriz es cero y no existe A−1.



b.



 − 3 2 − 1   1 a = −1: A =  2 − 1 2  A −1 = (adj A )t A − 2 0 0    a = −1



A = a 3 − 3a 2 + 2a = (− 1)3 − 3 ⋅ (− 1)2 + 2 ⋅ (− 1) = −6



 −1 + 0   2 adj A =  −  0  2 +  −1 



−1   0 −2 0 −2 0  0 − 4 − 2  −1 − 3 −1 −3 2    + − = 0 − 2 − 4 0 −2 0 −2 0   3 4 − 1  −1 − 3 −1 −3 2    − + 2 2 2 2 − 1  0 3  0   t (adj A ) =  − 4 − 2 4   − 2 − 4 − 1   0 3  0  1 1  t −1 A = (adj A ) =  − 4 − 2 4  −6  A   − 2 − 4 − 1 2



−



2



2



+



2



Modelo 2009. Ejercicio 1. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se considera la matriz dependiente del parámetro real k: −1 1 0   A =  1 1 k  k 1 k   a) Determínense los valores de k para los cuales A tiene inversa. b) Para k = 2, calcúlese (si existe) A−1. c) Para k = 1, calcúlese (A − 2AT )2. Nota.- La notación AT representa a la matriz transpuesta de A. Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz tengan inversa es que su determinante sea distinto de cero.
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−1 1 0 det A = 1 k



1 k = −k + k 2 + 0 − (0 + k − k ) = k 2 − k = k ⋅ (k − 1) 1 k k=0  A = 0 : k ⋅ (k − 1) = 0 :  k − 1 = 0:k =1 



Para todo k ≠ 0, 1, la matriz A es regular, tiene inversa.



 −1 1 0    Para k = 2: A =  1 1 2   2 1 2  



b.



A −1 =



(adj A )t A



t



A −1



  -1 1 0    1    +  adj  1 1 2    1    2 1 2 1 1    = − = 2 ⋅ (2 − 1) 2 1  1 +  1 



A



−1



2 2 0 2 0 2



− + −



1 2 2 2 −1 0 2 2 −1 0 1



2



T



1 1   + T 2 1  2 −1   0    −1 1  = 1 − 2 − 2 3  − 2 1 2 2 − 2   2 −1 1   + 1 1 



 0 − 2 2   0  1 =  2 −2 2  = 1 2   1  − 1 3 − 2   − 2 2



− 1 1  −1 1   3 − 1 2 



  −1 1 0  − 1 1 1   1 −1 − 2       T 2 (A − 2A ) =   1 1 1  − 2 ⋅  1 1 1  =  − 1 − 1 − 1     0 1 1   1 −1 −1       1 1 1  1 −1 − 2  1 −1 − 2   0 2      =  −1 −1 −1  ⋅  −1 −1 −1  =  −1 3  1 −1 −1   1 −1 −1   1 1     



c.



2



= 1  4 0 



Modelo 2008. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos)  1 2 1 x 1       Dadas las matrices A =  1 n 1 , X =  y  y B =  0   0 1 1 z  0       (a) Hallar los valores de n para los que la matriz A tiene inversa. (b) Resolver la ecuación matricial A · X = B para n = 3. Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz tenga inversa es que su determinante sea distinto de cero. Si su determinante es distinto de cero, tendrá inversa y será una matriz regular, en caso contrario singular. 1 2 1 det A = 1 n 1 = n + 0 + 1 − (0 + 2 + 1) = n − 2 0 1 1 A = 0:n −2 = 0:n = 2 i. ii.



b.



Para todo n ≠ 2, |A| ≠ 0, la matriz A es regular y tiene inversa. Si n = 2, |A| = 0, la matriz A es singular y no tiene inversa. Para despejar de una ecuación matricial hay que tener en cuenta:
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•



El producto de matrices no es conmutativo, habrá que multiplicar los dos miembros de la ecuación por la misma matriz y en el mismo orden. • El producto de una matriz por su inversa es la matriz unidad (I). • La matriz unidad es el elemento neutro del producto de matrices. A· X=B Para quitar la matriz A del primer miembro, multiplicamos los dos miembros por la derecha por la inversa de A. A−1 · A · X = A−1 · B I · X = A−1 · B X = A−1 · B Inversa de A:



A −1 =



(adj A )t A



 1 2 1 n =3   : n = 3 : A =  1 3 1 : A = n − 2 = 3 − 2 = 1  0 1 1  



t



A −1



  1 2 1   3    +  adj  1 3 1   1     2 0 1 1    = = − 1  1  2 +  3 



1 1 1 1 1 1



1 − 0 1 + 0 1 − 1



1 1 1 1 1 1



1 + 0 1 − 0 1 + 1



t



3  t 1  2 −1 1   2 − 1 − 1     2  =  − 1 1 − 1 =  − 1 1 0  1  −1 0 1   1 −1 1      2  3 



 2 − 1 − 1  1   2 ⋅1 + (− 1) ⋅ 0 + (− 1) ⋅ 0   2          0  ⋅  0  =  − 1 ⋅1 + 1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 0  =  − 1 X = A−1 · B =  − 1 1  1 − 1 1   0   1 ⋅1 + (− 1) ⋅ 0 + 1 ⋅ 0   1         



Junio 2006. Ejercicio 1. (Puntuación máxima: 3 puntos) Encontrar todas las matrices X cuadradas 2×2 que satisfacen la igualdad XA=AX en cada uno de los dos casos siguientes: 1 0  a) A =   0 3



0 1  A =   3 0 Solución. a. Sea X una matriz genérica de 2×2  x y  1 0 1 0  x y   ⋅   =   ⋅    z t   0 3  0 3  z t   x 3y   x y    =    z 3t   3z 3t  Identificando: 1 .1 : x = x   x = λ 2.1 : 3y = y   y = 0 λ 0  ∀ λ, µ ∈ R ⇒ x =  : 1.2 : z = 3z   z = 0  0 µ 2.2 : 3t = 3t   t = µ b)



b.



x  z



y 0 1 0 1  x ⋅ =  ⋅ t   3 0   3 0   z
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y  t 



t   3y x   z   =    3t z   3x 3y  Identificando:



1 .1 : 3 y = z  x =λ x =λ   2.1 : x = t  3y = z y =µ  y = µ  λ µ  ∀ λ, µ ∈ R → ⇒ x =  : 1 .2 : 3 t = 3 x   x = t  3µ λ  z = 3µ  t = λ 2.2 : z = 3y   Modelo 2005. 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos) Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si A· AT = I: Nota: La notación AT significa matriz transpuesta de A. a) Estudiar si la siguiente matriz A es ortogonal.  4 5 0 − 3 5   A = 3 5 0 4 5   0 1 0   b) Siendo A la matriz del apartado anterior, resolver el sistema: Solución. a. −3 −3 4 3 −3 4 4 4 · · + 0·0 + ·  · + 0·0 + 5 5 55 5 5  4 5 0 − 3 5  4 5 3 5 0  3 5    34 4 −3 33 44 A·A t =  3 5 0 4 5 · 0 0 1  =  · + 0·0 + · · + 0·0 + ·  55 5 5 55 5 5  0 1 0   − 3 5 4 5 0   4 −3 3 4  0 · + 1 · 0 + 0 · 0 · + 1 · 0 + 0 ·  5 5 5 5 



4 −3  ·0 + 0·1 + ·0  5 5  3 4 ·0 + 0·1 + ·0  = 5 5   0·0 + 1·1 + 0·0  



1 0 0   =  0 1 0 0 0 1   La matriz A es octogonal y se cumple: A·A t = I



b.



x  1      A· y  =  1   z   − 1     Multiplicando por la izquierda ambos miembros de la igualdad por la inversa de A, se consigue



despejar la matriz incógnita. El producto de matrices no es conmutativo, para que la igualdad se mantenga se debe multiplicar en el mismo orden en los dos miembros. x 1  −1   −1  A A· y  = A  1  ; z  − 1    



x 1    −1   y = A  1  z  − 1    



Para calcular A−1, se tiene en cuenta el apartado anterior, ya que, si A es ortogonal.



A ⋅ A t = I ; A −1 ⋅ A ⋅ A t = A −1 ⋅ I I ⋅ A t = A −1 : A t x 1 1  45      −1  t   y  = A · 1  = A · 1  =  0 z  − 1  − 1  − 3 5       



Junio 2004. 1B. (Puntuación máxima: 3 puntos). Hallar todas las matrices
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= A −1 3 5 0  1   7 5     0 1 · 1  =  − 1  4 5 0   − 1  1 5 



a 0  X =  b c



;



a, b, c ∈ ℜ



que satisfacen la ecuación matricial X 2 = 2X Solución. 2



 a 0  a 0   = 2 ⋅   b c   b c  a 0  a 0  a 0   ⋅   = 2 ⋅   b c b c b c  a2 0   2a 0    =  ab + bc c 2   2b 2c    igualando término a término:  1.1 : a 2 = 2a a 2 − 2a = 0   a = 2 : b = λ : c = 0  1 .2 : 0 = 0 Simplificando     → a + c = 2 ⇒  ∀λ∈ℜ  2.1 : ab + bc = 2b  c 2 − 2c = 0 a = 0 : b = λ : c = 2   2.2 : c 2 = 2c 



 2 0  X =  λ 0



o



 0 0  X =  λ 2



Septiembre 2003. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos) Calcular los valores de a para los cuales la inversa de la matriz 1  a 4  A =  5  − 4 a  coincide con su traspuesta. Solución. Se pide calcular una matriz que cumpla la siguiente igualdad: A−1 = At Para no tener que trabajar con la inversa de la matriz A, y teniendo en cuenta que, el producto de una matriz por su inversa es la matriz identidad, se multiplica ambos miembros de la igualdad por la derecha y por la matriz A A · A−1 = A · At quedando la igualdad de la siguiente forma A · At = I La traspuesta de una matriz se obtiene cambiando filas por columnas 1  a 4 1  a − 4  ⇒ A t =   A =  5 − 4 a  5  4 a  sustituyendo en la igualdad 1  a 4 1  a − 4 1 0  ⋅  =  5  − 4 a  5  4 a   0 1  multiplicando y despejando la matriz incógnita 1  a 2 + 16 − 4a + 4a   1 0   = 25  − 4a + 4a 16 + a 2   0 1 



 a 2 + 16 1 0 0    = 25 ⋅  2  0 0 1 16 + a      a 2 + 16 0   25 0    =   0 16 + a 2   0 25   igualando a2 + 16 = 25
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a = ±3 sustituyendo



 3 A= 5 − 4  5



4  5 3  5



ó



4  −3 5  A' =  5 − 4 −3  5  5



Septiembre 2002. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos) 1 0  Encontrar todas las matrices X tales que AX = XA, siendo A =   4 2 Solución:



x Sea X la matriz  z



y : t  1 0  x   ⋅   4 2  z



y  x = t   z



y 1 0 ⋅  t   4 2 



multiplicando los dos miembros



y   x + 4 y 2y   x   =    4 x + 2z 4 y + 2 t   z + 4 t 2 t  igualando término a término



1.1. x = x + 4 y 1.2. y = 2y y = 0  :   2.1. 4x + 2z = z + 4t  4x + z − 4t = 0  2.2. 4y + 2t = 2t Sistema compatible indeterminado con dos grados de indeterminación. Para su resolución hay que convertir dos de las variables en parámetros. Tomando como parámetros la x y la z: x = λ y = 0  : ∀ λ, µ ∈ ℜ   z = 4µ − 4λ  t = µ La matriz X toma por expresión:



0  λ  ∀ λ, µ ∈ ℜ X =   4µ − 4λ µ 



Junio 2002. 1A. Dadas las matrices  3  x  4        A = (2 1 −1) , B =  − 2  , X =  y  , C =  − 2   1  z  0        a) Calcular las matrices M = A·B y N = B·A b) Calcular P−1, siendo P = (N − I ) , donde I representa la matriz identidad c) Resolver el sistema P·X = C. Solución.



 3    a) M = (2 1 − 1) ⋅  − 2  = (2 ⋅ 3 + 1 ⋅ (−2) + (−1) ⋅1) = (3)  1   
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3 ⋅1 3 ⋅ (−1)   6 3 − 3  3   3⋅ 2       N =  − 2  ⋅ (2 1 − 1) =  − 2 ⋅ 2 − 2 ⋅1 − 2 ⋅ (−1)  =  − 4 − 2 2   1   1⋅ 2 1⋅1 1 ⋅ (−1)   2 1 − 1     3 − 3  1 0 0   5 3 − 3  6       b) P = N − I =  − 4 − 2 2  −  0 1 0  =  − 4 − 3 2   2 1 − 1   0 0 1   2 1 − 2   P −1 =



(adj A )t A



5 3 −3 P = − 4 − 3 2 = 30 + 12 + 12 − (18 + 10 + 24) = 2 ≠ 0 ⇒ ∃ P −1 2 1 −2 t



  5 3 − 3     adj  − 4 − 3 2      1 − 2     2 P −1 = = A



=



 −3 +  1  3  −  1  3 +  −3 



2 −2 −3 −2 −3 2



−4 2 5 + 2 5 − −4



−



2 −2 −3 −2 −3 2 2



−4 2 5 − 2 5 + −4



+



−3   1  3   1  3   − 3 



t



t



 4 −4 2     3 −4 1   − 3 2 − 3   = = 2



3 − 3  4   3 3 − 4 − 4 2   2 −    2  2 2 1 − 3   = − 2 − 2 1  2 1 3  1 −   2 2 



c) P ⋅ X = C ⇒ P −1 ⋅ P ⋅ X = P −1 ⋅ C ⇒ I ⋅ X = P −1 ⋅ C ⇒ X = P −1 ⋅ C 3 3  −   4   5  x  2 2 2        X =  y  =  − 2 − 2 1  ⋅ − 2 =  − 4 1 3 z  1 −   0   3     2 2 



Septiembre 2001. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos) Sean las matrices



 4 − 3 − 3  3 2 −1     A =  5 − 4 − 4 B = 1 1 1   −1 1  1 0 − 3 0     (a) Determínese si A y B son invertibles y, en su caso, calcúlese la matriz inversa. (b) Resuélvase la ecuación matricial X A − B = 2·I, siendo I la matriz identidad de orden tres. (c) Calcúlese A86. Solución. a. La condición necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada tenga inversa, es que su determinante sea distinto de cero 4 −3 −3 A = 5 − 4 − 4 = 1 ≠ 0. ∃ A −1 −1 1 0
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A −1 =



(adj A )



t



A



3 2 −1 B = 1 1 1 = 0. 1 0 −3 b.



=



 −4 +  1  −3 −  1  −3 +  −4 



−4 0 −3 0 −3 −4



5 − −1 4 + −1 4 − 5



−4 0 −3 0 −3 −4



5 + −1 4 − −1 4 + 5



1



−4   1  −3   1  −3   − 4 



t



t



4 1  4 4 −3 0      =  − 3 − 3 − 1 =  4 − 3 1   0  1 − 1 − 1 1 − 1   



No ∃ B −1



X A − B = 2·I : X A = 2I + B : X AA−1 = (2I + B) A−1



X = (2I + B) A−1   1 0 0   3 2 − 1   4 − 3 0   5 2 − 1  4 − 3 0   27 − 20 3               X = 2 ⋅  0 1 0  +  1 1 1  ⋅  4 − 3 1  =  1 3 1  ⋅  4 − 3 1  =  17 − 13 2    0 0 1   1 0 − 3   1 − 1 − 1  1 0 − 1  1 − 1 − 1  3 − 2 1   



 4 − 3 − 3  4 − 3 − 3  4 − 3 0        c. A = A ⋅ A =  5 − 4 − 4 ⋅ 5 − 4 − 4 =  4 − 3 1   −1 1 0   − 1 1 0   1 − 1 − 1   4 − 3 0   4 − 3 − 3 1 0 0       A3 = A 2 ⋅ A =  4 − 3 1  ⋅ 5 − 4 − 4 = 0 1 0  1 − 1 − 1  − 1 1 0   0 0 1     Las potencias de la matriz A se repiten en un ciclo de tres. Teniendo en cuenta que 86 = 3 × 28 + 2: 4 −3 0   86 3×28+ 2 3×28 2 3 28 2 28 2 2 2  A =A =A ⋅A = A ⋅A = I ⋅A = I⋅A = A = 4 −3 1   1 − 1 − 1   2



( )



Septiembre 1999. Ejercicio 1A. (Puntuación máxima: 3 puntos)  1 0 0   Sea la matriz A =  1 1 0  10  1 0 1  10  a) Calcúlese la matriz A + A2  x   20  5     b) Resuélvase el sistema A ⋅  y  =  5  z  1     
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Solución La mejor estrategia para resolver este ejercicio será  1 0 0  1 0    B=  B 1 0  , similar a la matriz A. B² =  2B 1 B 0 1  2B 0    1 0 0     B n =  nB 1 0   nB 0 1     1 0 0  1 0 0  2 0 0       a)  1 1 0 +  2 1 0 =  3 2 0   10   10   10  1 0 1  2 0 1  3 0 2  10   10   10 



calcular la potencia 0 1 0   0  , B³ =  3B 1  3B 0 1  



enésima de la matriz 0  0  , por lo tanto 1 



 1 0 0   x   20   x   20              b) 5 1 0 ⋅  y  =  5  operando  x + y  =  5  igualando y resolviendo: x=20, y=− −5, z=− −9.       10  2    5 x + z  1  0 1  z   1   2   10 
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